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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


F.  TISSERAND.  —  Traité  de  Mécaniole  célkste.  Tome   III,    p.    ix-^iy; 

Tome  IV,  p.  xxii-548;  1896. 

J'ai  résumé,  aux  Tomes  XIII  et  XVII  de  ce  Bulletin  (s».^  série), 
le  conlenu  des  Tomes  I  et  II  du   Traité  de  Mécanique  céleste. 
Des  circonstances  indépendantes  de  ma  volonté  ont  relardé  l'ana- 
lyse du  Tome  III  consacré  à  la  Théorie  de  la  Lune.  Je  venais  à 
peine  de  la  terminer  quand  j'ai  appris  la  mort  de  Tilluslre  astro- 
nome, dont  ce  Traité  est  le  plus  important  Ouvrage,  et  c'est  au 
moment  de  commencer  l'analyse  du  Tome  IV  que  j'ai  dû  laisser  la 
plume  pour  me  rendre  à  ses  Cunéraillcs.  D'autres  ont  dit  avec 
autorité  ce  qu'a  fait  perdre  à  l'Astronomie  et  à  la  France  celte 
mort  soudaine.  Hommage  a  été  rendu  au  savant  et  au  professeur 
éminent,  au  travailleur  acharné,  à  l'administrateur  habile,  au  di- 
recteur respecté,  à  Tami  suret  constant,  à  l'homme  simple,  loyal  et 
bon.  L'expression  de  l'admiration  profonde  d'un  des  plus  hunïbles 
amis  de  Tisserand  n'ajouterait  rien  à  ce  que  chacun  sait  et  pense. 
On  me  pardonnera  cependant  de  n'avoir  pu  commencer  ce  dernier 
article  sans  laisser  échapper,  en  face  de  ce  deuil  subit,  un  cri  de 
tristesse  et  de  douleur. 


f)  PREMIÈRE  PARTIE. 

Le  Tome  III  et  neuf  Chapitres  du  Tome  IV  du  Traité  de 
Mécanique  céleste  sont  consacrés  aux  ihéories  des  salelliles.  Le 
j)lus  intéressant  pour  nous,  la  Lune,  a  provoqué  depuis  Newton 
de  nombreux  et  immenses  travaux.  Il  offre  l'application  la  plus 
importante  du  problème  des  trois  corps  ;  l'ellipse  de  Kepler  ne  peut 
y  être  regardée  comme  une  approximation  suflisante,  même  pour 
une  seule  révolution.  La  Terre  étant  placée  au  centre  des  mouve- 
ments, la  comparaison  de  la  théorie  aux  observations  peut  être 
faite  avec  la  plus  grande  précision,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les 
satellites  des  planètes  supérieures  dont  les  orbites  sont  vues  rac- 
courcies dans  une  énorme  proportion. 

La  Théorie  de  la  Lune  a  offert  aux  géomètres  contemporains 
l'occasion  d'appliquer  certains  résultats  de  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles.  Les  Chapitres  I  et  II  du  Tome  III  sont  con- 
sacrés à  Téquation  -7—  -+- ^(g^^  4- 2^1  cos  2^)=  o,  que  Tisserand 
appelle  équation  de  Gyldén-Lindstedt,  à  Téquation  plus  générale 
-^  -i-  xjlqicosiit  =  Of  dont  Tintégraie  peut  être  exprimée  par 

une  série  périodique  convergente,  à  la  même  équation  pourvue 
d'un  second  membre  somme  de  termes  de  la  forme  Ai  cos(/|  /  +  6,) 
et  à  la  généralisation,  étudiée  par  Hill  et  Poincaré,  de  l'équation 
sans  second  membre  011  l'on  suppose  que  i  augmente  indéfi- 
niment. 

Les  travaux  de  Newton  sur  la  Théorie  de  la  Lune  offrent,  au 
point  de  vue  de  l'histoire  de  la  Science,  le  plus  haut  intérêt.  Les 
démonstrations  même  de  Newton  doivent  êlre  lues  dans  le 
1 1''  Livre  des  Principes.  Les  idées  que  Newton  y  met  en  jeu  ont 
été  développées  depuis  par  Herschel,  Airy,  Lagrange,  Lcspiaull, 
Mtibius.  Tisserand  reproduit  seulement  la  construction  de  Newton 
pour  la  décomposition  de  la  force  perturbatrice.  Il  montre  que  les 
corollaires  de  la  proposition  46  des  Principes  reviennent  a  la  dé- 
monstration de  plusieurs  des  relations  qui  existent  entre  les 
dérivées  des  éléments  du  mouvement  elliptique  et  les  compo- 
santes de  la  force  perturbatrice  suivant  le  rayon  vecteur,  sa  per- 
pendiculaire dans  le  plan  de  l'orbite  et  la  normale  à  ce  plan. 
Tisserand  incline  à  penser  que  Newton  connaissait  toutes  ces 
relations,  mais  que,  au  lieu  de  les  publier,  il  a  préléré  en  tirer  un 
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grand  nombre  de  propositions  géométriques,  en  ne  considérant 
chaque  fois  que  reflet  de  Tune  des  composantes. 

C'est  Clairautqui,  le  premier,  adonné  une  théorie  systématique 
du  mouvement  de  la  Lune,  et  la  marche  qu'il  a  suivie  a  été  adoptée 
plus  tard  par  Laplace,  Damoiseau  et  Plana.  Les  équations  initiales 
expriment  l'inverse  du  rayon  vecteur  et  le  temps  en  fonction  de 
la  longitude  vraie.  Tisserand  les  déduit  des  équations  (a")  de  la 
page  91  du  Tome  L  Glairaut  n'a  donné  que  les  valeurs  numériques 
des  coefficients  et,  tout  d'abord,  avait  négligé  l'inclinaison  de 
Torbile  lunaire  sur  l'écliptique.  Plus  tard,  il  tint  compte  de  cette 
inclinaison  et  de  l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil. 

DWIembert  donne  une  théorie  tout  à  fait  analogue  à  celle  de 
Clairaut,  plus  approfondie.  Il  donne  l'expression  algébrique  du 
second  terme  du  mouvement  du  périgée.  11  rencontre,  dans  ses 
Opuscules,  Téquation  de  Gyldén-Lindstedt  et  montre  que  les  co- 
ordonnées de  la  Lune  sont,  après  le  calcul  des  perturbations, 
exprimées  en  séries  de  sinus  et  cosinus  de  multiples  des  quatre 
arguments  r  —  v',  cp  —  ^j  ^^'  —  6>  ^' —  ^'« 

En  1^53  a  été  publiée  la  première  Théorie  d'Euler,  et  en  1772 
la  seconde.  Euler  prend  pour  variable  indépendante  l'anomalie 
moyenne  du  Soleil.  La  marche  est  analytique.  Euler  suppose  ses 
inconnues  développées  suivant  les  puissances  des  excentricités, 
de  l'inclinaison  et  du  demi  grand  axe.  Il  est  conduit  à  3i  équa- 
tions difl'érentielles  qu'il  intègre  par  approximations  successives. 
Tisserand  montre  que  la  méthode  d'Euler  introduirait  l'anomalie 
du  Soleil  en  dehors  des  signes  Irigonométriques.  Il  faut  en  retenir 
l'idée  de  sé|)arer  les  inégalités  en  divers  ordres,  puis  de  calculer 
celles  du  i**  ordre,  celles  du  li*",  etc. 

Le  Chapitre  Vil  résuine  les  théories  de  Laplace,  Damoiseau  et 
Plana.  «  La  Théorie  de  Laplace,  dit  l'auteur,  pcMil  être  considérée 
comme  le  développement  de  celle  de  Clairaut  et  dWlemberl;  mais 
la  méthode  est  singulièrement  perfectionnée.  Les  calculs  s'enchaî- 
nent d'une  façon  systématique  :  toutes  les  inégalités  du  '>/  et  du 
.)**  ordre  sont  obtenues,  et  quelques-unes  du  4*^;  ^^'^  Tables  qui 
résument  la  théorie  représentent  les  théories  de  la  Lune  à  moins 
d'une  demi-minute  d'arc  près.    » 

Laplace  tient  compte  dès  le  début  des  inouNonienls  du  j)érigée 
cl  des  nœuds.  Il  admet  (Uie  les  variations  do  liiiverse  du  nnon  vec- 
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leur  et  de  la  tangente  de  la  latitude  peuvent  s'exprimer  en  sinus 
et  cosinus  de  fonctions  linéaires  de  quatre  arguments  2r  —  amr, 
cv  —  ïïj,  c'mv  — ra',  gv  —  0,  où  m  est  le  rapport  du  moyen  mou- 
vement du  Soleil  à  celui  de  la  Lune,  g  le  mouvement  du  nœud, 
c  et  c'  ceux  des  périgées  lunaire  et  solaire.  Le  calcul  du  temps  lui 
donne  une  de  ses  plus  belles  découvertes,  l'inégalité  séculaire  du 
moyen  mouvement. 

A  la  fin  du  Chapitre,  Tisserand  compare  les  coefficients  des 
théories  de  Damoiseau,  Plana,  Pontécoulant,  Hansen  et  Delaunay. 

Le  Chapitre  ÏX.  est  tout  d'actualité  et  renferme  Texposé  des 
perfectionnements  apportés  à  la  Théorie  de  la  Lune.  C'est  M.  Gyl- 
dén  qui  a  donné  le  signal  en  conservant,  dès  la  première  approxi- 
mation, dans  les  équations  différentielles,  les  termes  les  plus  impor- 
tants. M.  Gyidén  les  intègre  alors  en  les  ramenant  au  type  nommé 
par  Tisserand  équation  de  Gyldén-Lindstedt,  L'intégration 
complète  se  fait  par  les  fonctions  elliptiques.  Tisserand  parvient, 
sans  employer  ces  fonctions,  par  une  méthode  très  simple  qu'il  a 
exposée  d'abord  dans  les  Annales  de  Toulousey  à  une  solution 
approchée  qui  donne,  avec  une  j)récision  très  satisfaisante,  les 
mouvements  du  périgée  et  des  nœuds,  Téquation  du  centre,  la  ré- 
duction à  l'écliptique,  l'éveclion,  la  variation,  l'équation  annuelle. 
S'aidant  d'un  Mémoire  d'Adams,  il  calcule,  en  terminant,  Tin- 
iluence  de  l'inégalité  séculaire  de  l'écliptique  sur  la  latitude  de  la 
Lune. 

Au  Chapitre  IX,  Tisserand  expose  la  marche  suivie  par  Poisson, 
qui  a  appliqué  à  la  Lune  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires  en  supposant,  dès  la  première  approximation,  que  les 
longitudes  du  nœud,  du  périgée  et  de  l'épo(jue  varient  proportion- 
nellement au  temps.  Tisserand  montre  que  cette  méthode  ne 
serait  pas  applicable  à  une  théorie  complète,  mais  peut  être  pré- 
cieuse pour  le  calcul  d'inégalités  à  longue  période;  il  l'applique  à 
la  recherche  de  l'inégalité  séculaire  et  de  Tinfluence  de  l'aplatisse- 
ment de  la  Terre.  11  calcule  aussi,  d'après  Puiseux,  les  inégalités 
séculaires  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  et,  d'après  M.  Radau, 
rinfluence  du  déplacement  de  Técliptique. 

Les  théories  de  Lubbock  et  de  Pontécoulant  (Chap.  X)  sont 
fondées  sur  les  mêmes  principes;  elles  introduisent  l'anomalie 
moyenne  et  non  plus  Tanomalie  vraie.  La  première  approximation 
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y  revient  à  rcprésenler  le  mouvement  par  une  ellipse  mobile  tour- 
nant uniformément  dans  son  plan,  ce  plan  tournant  lui-même 
autour  de  l'axe  de  récliptique.  Tisserand  s'étend  surtout  sur  le 
travail  de  Pontécoulant,  plus  complet  que  celui  de  Lubbock,  et 
trouve  que  la  méthode  serait  beaucoup  plus  rapide  que  celle  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires. 

Delaunay  (Chap.  XI  et  XII)  a  appliqué  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  en  remplaçant  les  constantes  ordinaires  par  un 
système  canonique.  Il  introduit  les  coordonnées  du  Soleil  rap- 
portées au  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune.  Dans  le 
développement  en  série,  il  emploie  l'anomalie  moyenne  de  la 
Lune.  Le  fond  même  de  sa  méthode  consiste  en  ceci  :  «  Si  l'on 
réduit  la  force  perturbatrice  R  à  sa  partie  non  périodique  et  à  un 
seul  terme  périodique,  les  équations  dont  dépendent  les  dérivées  des 
éléments  peuvent  être  intégrées  rigoureusement.  Si,  après  avoir 
elfectué  les  intégrations,  on  regarde  comme  de  nouvelles  variables 
les  constantes  arbitraires  introduites,  ces  nouvelles  variables 
dépendent  d'équations  de  même  forme  que  les  premières.  On  est 
donc  ramené  à  une  question  pareille,  mais  dans  laquelle  on  a 
extrait  un  terme  de  la  fonction  perturbatrice.   » 

Tisserand  fait  l'intégration,  comme  il  l'a  indiqué  dans  sa  Thèse 
(le  doctorat,  par  la  méthode  de  Jacobi.  Il  montre  quel  changement 
il  faut  faire  subir  aux  constantes  pour  qu'elles  forment  etïcore  un 
système  canonique.  Outre  sa  propre  méthode,  il  expose,  à  ce 
sujet,  celle  qu'a  donnée  M.  Radau  au  Tome  IX  du  Bulle  tin  astro- 
nomif/tte. 

En  faisant  dis|)araître  un  terme,  on  en  peut  introduire  d'autres, 
et  même  retrouver  un  terme  de  même  argument  qu'un  terme  sup- 
primé, mais  (l'ordre  plus  élevé.  Tisserand  expose  les  deux  pre- 
mières opérations.  iJelaunav  en  a  fait  cinquante-sept,  suivies  d  une 
opération  abrégée  pour  faire  disparaître  les  termes  restants.  Les 
coefficients  ayant  été  développés  suivant  les  puissances  de  ///, 
(|uelques-uns,  notamment  celui  du  périgée,  ne  sont  pas  sullisam- 
mcnl  exacts.  Delaunay  a  donné,  par  extrapolation,  à  plusieurs  de 
ces  termes  des  compléments  probables.  Airy,  daris  un  travail  qui 
n'a  j)as  duré  moins  de  dix  ans,  a  essayé  de  déterminer  ces  complé- 
ments en  les  rcirardant  comme  des  inconnues  de  façon  à  satisfaire 
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aux  équations  du  mouvement  de  la  Lune.  Mais  cette  tentative  n'a 
pas  eu  un  complet  succès. 

«  Aujourd'hui,  dit  Tisserand,  la  théorie  de  Delaunaj  est  incon- 
testablement la  plus  complète.  Celle  de  Hansen  lui  est  équivalente 
en  précision,  mais  elle  ne  donne  pas  les  expressions  analytiques 
des  coefficients  :  elle  n'en  donne  que  les  valeurs  numériques.  » 

Après  avoir  rappelé  les  comparaisons  des  deux  théories  par 
Newcomb  et  Wilding,  qui  ont  trouvé  un  accord  très  satisfaisant. 
Tisserand  termine  en  indiquant,  d'après  M.  Poincaré,  le  mojen 
d'introduire  des  éléments  canoniques  susceptibles  de  servir  à  la 
fois  à  l'intégration  et  au  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice. 

Les  Chapitres  XIII  à  XVI  se  rapportent  à  des  points  particu- 
liers de  la  théorie  et,  tout  d'abord,  à  l'accélération  séculaire  décou- 
verte par  Halle)^,  en  lôgS,  et  dont  Laplace,  qui  en  avait  trouvé  la 
valeur,  et  après  lui  Plana  et  Damoiseau,  avait  fixé  à  lo"  le  coeffi- 
cient :  c'est  le  coefficient  du  carré  du  temps  dans  l'expression  de 
la  longitude  en  siècles  juliens.  Tisserand  indique  les  travaux 
d'Adams,  qui  diminua  d'»/i'',66  ce  coefficient,  et  reproduit  le 
calcul  de  Delaunaj'  qui  1  /ramena  à  6",  i  i,  valeur  théoriquement 
certaine,  en  tant  que  pro' inant  de  la  cause  indiquée  par  Laplace, 
l'inégalité  séculaire  de  excentricité  du  Soleil,  mais  qu'il  est 
impossible  de  faire  concorder  avec  les  anciennes  observations 
d'éclipsés.  Les  travaux  de  M.  Hill  sur  la  variation  et  sur  les  inéga- 
lités qui  dépendent  de  la  première  puissance  de  l'excentricité  font 
l'objet  des  Chapitres  XIV  et  XV.  On  y  trouve  ^'emploi  de  Téqua- 
tion  de  Lindstedt  généralisée.  Il  est  à  signaler  que  M.  Hill  a 
obtenu  le  mouvement  du  périgée  avec  treize  décimales  exactes. 
C'est  en  partant  d'une  des  équations  de  M.  Hill  qu'Adams  a 
trouvé  les  inégalités  qui  ont  en  facteur  l'inclinaison,  et  obtenu  le 
mouvement  du  nœud  avec  quinze  décimales  exactes.  Tisserand 
expose  ce  travail  dans  le  Chapitre  XVI  et  démontre  les  théorèmes 
remarquables  d'Adams  sur  la  forme  des  termes  non  périodiques 
du  développement  de  l'inverse  du  rayon  vecteur,  théorèmes  qui 
rattachent  à  ces  termes  les  développements  de  c  et  de  g. 

L'exposé  de  la  formule  de  Hansen  forme  le  Chapitre  XVII. 
Hansen   part   des  équations  (a)  emplovées   par  Tisserand    dans 
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FéUide  des  travaux  de  Newton.  Il  compte  la  longitude  du  périgée 
à  partir  d'un  point  variable  de  Torbite,  fait  tourner  uniformément 
dans  le  plan  de  Torbite  une  ellipse  dont  la  vitesse  de  rotation  cor- 
respond au  mouvement  séculaire  du  périgée,  fait  coïncider  les 
longitudes  dans  l'ellipse  auxiliaire  et  dans  l'orbite  vraie,  introduit 
le  rapport  i  -+-  v  des  rayons  vecteurs  correspondants,  remplace  les 
longitudes  du  nœud  dans  l'écliptique  et  dans  l'orbite  par  d'autres 
variables,  de  façon  à  tenir  compte  du  mouvement  du  nœud.  Dans 
le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  il  n'emploie  pas  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  mais  celle  des  approxima- 
tions successives.  Tisserand  explique  avec  détails  ce  qui  concerne 
le  développement  et  le  mode  dintégration.  Apres  Texposé  de  la 
théorie,  il  se  borne  à  indiquer  certaines  questions  particulières 
traitées  dans  la /)rt/7(?^w/?^...;  puis  il  insiste  sur  la  comparaison 
faite  par  Newcomb  des  Tables  de  Hansen  et  de  Delaunay. 

Le  Chapitre  XVlll,  fondé  sur  des  travaux  de  M.  Hill  et  de 
M.  Radau,  se  rapporte  aux  inégalités  de  la  Lune  dues  à  l'action  des 
planètes. 

Le  dernier  Chapitre  (XIX)  du  Tome  III  contient  un  examen 
minutieux  et  remarquablement  clair  de  l'état  actuel  de  la  théorie. 
11  concerne  surtout  la  comparaison  des  Tables  de  Ilanscn  aux 
observations.  Newcomb  a  montré  que  ces  Tables  concordent  assez 
bien  avec  les  observations  de  1700  à  i85o,  mais  s'en  écarlent  nola- 
blement  avant  i-5o  et  après  i85o.  Les  écarts  varient  de  5o"  à  7" 
de  1625  à  1725,  et  atteignent  — 8"  en  1870.  Tisserand  estime  que 
la  cause  ne  se  trouve  pas  dans  les  inégalités  solaires  de  la  Lune. 
Une  modification  de  l'inégalité  séculaire  ne  peut  établir  la  concor- 
dance entre  les  observations  modernes  et  les  anciennes.  Tisserand 
reproduit  les  lenlatives  faites  par  ]Ne\NComb  pour  représenter  les 
différences  par  une  formule  enipiri(|ue  et  propose  lui-même  la 
suivante 

où  Va  est  une  inégalité  introduite  empiriquement  ])ar  Hansen,  et 
où  le  temps  /  est  compté  en  siècles  à  partir  de  1800.  Il  est  im- 
possible de  démêler  la  cause  du  dernier  terme  Inlroduil.  «  Il  reste, 
dit  l'auteur  en  terminant,  à  faire  une  belle  déeouverte.  » 

Les  cinq  |)rcmiers  (Chapitres  du  Tome  l\    renferment  lu  théorie 
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dos  qtialro  salolliles  iinciens  de  Jupiter,  le  cinquième  ayant  une 
masse  lro|)  faible  et  étant  trop  près  de  la  planète  pour  troubler  les 
autres  ou  être  troublé  par  eux.  Cette  théorie  est  une  des  parties 
les  plus  remarquables  de  TOuvra^e  de  Laplace,  mais  aussi  une  de 
celles  dont  la  lecture  oflVe  le  plus  de  difficultés.  L'exposition 
lumineuse  de  Tisserand  rendra  les  plus  grands  services  aux  astro- 
nomes. Il  adopte  dès  le  début,  à  IVxempIe  de  M.  Souillart,  la 
mélliode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et  détermine 
successivement  les  diverses  sortes  d'inégalités.  En  particulier,  la 
ivclierche  des  conqdéments  apportés  |Kir  M.  Souillart  aux  inéj;a- 
lilés  périodiques  est  faite  par  un  pixicédé  simple  et  rapide  que 
M.  Souillart,  à  qui  Tisserand  Taxait  communiqué,  a  trouvé  appli- 
cable a  d*autrt\s  termes  encore.  Les  coefficients  trouvés  par  Tisse- 
rand ne  dilVèrt*nt  pas  de  plus  de  •»'  de  ceux  de  M.  Souillart,  dont 
Tun  dillcre  de  plus  de  tàV  du  coefficient  correspondant  de 
l^q^lace,  TisseiMiul  sij»nale  Tinléix^t  qu'olTrent  encore  les  mesures 
micr\)métriqiic<«  soit  pour  la  détermination  de  la  masse  de  Jupiter, 
MMl  pour  le  quatrième  satellite,  dont  les  éclipses  sont  rares.  H 
cludic  la  tîjjmv  do  Tombiv  de  Jupiter,  en  partant  de  ce  théorème 
do  llha^los  que  la  dé\oloppable  ciix'onscrito  à  doux  ellipsoïdes  est 
du  huitième  onliv  et  >c  basant  >ur  la  "Thèse  do  ^L  Saint-Germain, 
ol  rappelle  lo^  lia\au\  analo^uo>  do  \>.q»h  Hall  et  Souillart.  Il 
lU'^i'^lo  Nur  I.)  détermination  dos  constantes  dos  quatre  >alelliles  et 
"^ur  Tiuq>oitanco  qu'aurait  une  diMMis>ion  complote  dos  obser\a- 
ti%>n^,  colle  do  iVlambiv  a\ant  Ole  ponluo. 

l.a  ihoono  dox  satollite<<  do  Saturne,  tivs  imparfaite  à  Té|H>que 
do  Laplaoo.  à  oauso  do  Tin^ut^i>anco  do>  ob>or\alions,  a  lait,  dans 
h*  MÔolo  actuel.  d^nqu>rtantN  pi>^ijivs  jjràvV  aux  obser\ations 
laitox  à  Waxhiu^toM,  PouIkoNo.  Toulou^o.  oîo,  Kn  formant  les 
tspiAtioux  dith^vutioilox  du  mouNomont  do  Tun  d'entre  eux.  Tis- 
M^raud  hout  *AMuplo  %lo  r.tplativxomout  do  >,ituino.  do  faction  de 
TauuoA<(.  d«  % .  iU^  du  ^^^^d  ot  xlo%  atli,utuMix  d.*>  au:n>  >alollites. 
U  »u^  \AM^x»M\o,  d,n^x  \a  ^^^\^^\\^\\^  p*  Uu»b.Ur.oo.  q;;o  les  parties 
x,vulanvx  ,  I  o,^l  ,;,^  Kx^,u)>x  dox  ov.outn.  :Nx.  h^ns  Tapplica- 
tto»  À  .l.>|s*i,  U  \  uMïton  dix  ^^^u^t.o^)ox  .^^b>it,utvx  donne  les  |H*r- 

UulvAl'xM^x   A*\    \y.\  ad   ^^   xU  X  Uulo^,Mx,\Ox       <  ïxx.  r,ui^*. .   Ô/w*pri  >  UU   dc 

x,'x  M,  (i\.»u  X  %tx    lo\dot4x,  .  p«>\u\o.  x^ox  •^»;,^t.<i  .^■">»  que  le  pôle 
d«    I  \mImî*    ,î>,î>i  1.;-.,    .  *    j'x,    xid\xt'q-<     Ix    '^v  ^    \. -**,';■':     xui  rotto 
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ellipse,  s'exprime  par  des  fondions  ellipliqucs  que  Tisserand  dé- 
veloppe en  séries  :  le  nœud  a  une  précession  et  une  nulation.  La 
comparaison  des  observations  de  Japet  a  donné  à  H.  Slruve  une 
relation  entre  Jes  masses  des  satellites  et  une  constante  dépen- 
dant de  la  constitution  de  Saturne  :  le  mouvement  du  périsaturiie 
de  Titan  en  a  donné  une  autre.  En  regardant  la  masse  de  Titan 
comme  prépondérante,  H.  Struve  la  trouve  égale  à  jyôô]  il  trouve 
celle  de  Fanneau  égale  à  7^,  celle  de  Saturne  étant  prise  pour 
unité.  Tisserand  remarque  qu'il  ne  faut  pas  compter  absolument 
sur  ces  nombres.  Le  mouvement  d'Hypérion  est  particulièrement 
intéressant  à  cause  de  sa  proximité  de  Titan  dont  le  mojen  mou- 
vement est  les  j  de  celui  d'Hypérion.  A  la  suite  de  la  découverte, 
par  Asapli  Hall,  d\in  mouvement  rétrograde  (une  révolution  en 
dix  huit  ans)  du  périsaturne  d'Hypérion,  Newcomb  a  donne*  de 
ce  satellite  une  théorie  fondée  essentiellement  sur  ce  que 
^n' — 3/ï  difTére  peu  du  mouvement  annuel  du  périsaturne,  de 
sorte  que  les  conjonctions  ont  toujours  lieu  dans  le  voisinage  du 
périsaturne  d'Hypérion.  Tisserand  expose  d'autres  travaux  de 
Hill  et  Stone  sur  ce  même  satellite  et  exprime  le  vœu  que  la 
théorie  en  soit  encore  reprise.  Au  Chapitre  \  IH,  il  donne  un 
théorème  remarquable  de  Newcomb,  relatif  à  deux  orbites  primi- 
tivement circulaires,  011  le  mouvement  du  point  de  conjonction 
serait  faible  par  rapport  à  celui  des  satellites;  puis  il  analyse  les 
travaux  de  H.  Struve  sur  Mimas  el  Téthys  d'une  p.irl,  Encelade 
t't  Dione  d'autre  part. 

Les  satellites  de  iNeplune,  de  Mars  el  d'Uranus  font  l'objet  du 
Chapitre  IX.  Tisserand  reproduit  l'explication  (ju'll  a  donnée  du 
mouvement  direct  du  nœud  et  de  la  diminution  de  l'inclinaison 
(le  Torbile  du  premier,  variations  (|ui  sont  dues  à  l'aplatissement 
de  Neptune,  aplatissement  trop  faible  (Failleurs  pour  être  mesuré. 
Avec  Adams,  il  a  prouvé  que  les  orbites  des  deux  satellites  de 
Mars  s'écarteront  toujours  très  peu  de  ré(|uateur  de  la  planète.  FI 
signale  enfin  l'intérêt  qu'oUVirait  la  déterminah'on  du  périurane 
d'Ariel,  périurane  dont  \r  mouvement  nous  renseignerait  sur 
l'aplatissement  d'Uranus. 

Le  reste  du  Tome  IV  est  consacre*  aux  méthodes  modernes  em- 
plo\ées  pour  la  déterminalion  des  orbites  (^{(^s  planètes  et  des 
comètes.  Dans  les  Chapiires  \  et  XI,  l'auteur  expose  les  théories 
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de  l'interpolation,  fondées  soit  sur  TalgorilJjme  des  difrérenccs, 
soil  sur  les  développements  en  séries  trigonométriques.  A  propos 
de  celte  dernière  méthode,  il  explique  le  [)rocédé  inj^énieux  ima- 
giné par  Le  Verrier  pour  augmenter  le  nombre  des  points  de 
division  de  la  circonférence,  sans  avoir  à  recomniencer  tous  les 
calculs.  Il  expose  aussi  le  parti  que  Le  \  errier  a  lire  de  l'inter- 
polation dans  la  théorie  de  Saturne.  A  propos  de  Talgorithme  des 
différences,  il  donne  les  formules  ])our  le  calcul  des  intégrales 
simples  et  doubles.  Pour  le  calcul  numérique  des  perturbations, 
la  méthode  expliquée  est  celle  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. 

Le  calcul  numérique  des  perturbations  des  comètes  devient 
très  difficile  quand  ces  astres  s'approchent  beaucoup  de  la  pla- 
nète perturbatrice.  Le  procédé  indiqué  par  d'Alemberl  dans  ses 
Opuscules  mathématiques  et  développé  par  Laplace  et  par  Le 
Verrier  est  fondé  sur  la  considération  de  la  surface  presque  sphé- 
riqiie  qui  sépare  la  région  où  il  est  avantageux  de  regarder  le 
mouvement  héliocentrique  comme  troublé  par  la  planète  de  celle 
où  il  vaut  mieux  regarder  le  mouvement  planétocentrique  comme 
troublé  par  le  Soleil.  Tisserand  a  fondé  sur  l'intégrale  de  Jacobi, 
en  négligeant  Texenlricité  de  Jupiler,  un  critérium  permettant 
de  reconnaître  a  priori  si  deux  systèmes  d'éléments  peuvent 
correspondre  à  une  même  comète  troublée  par  Jupiter.  M.  Cal- 
landrcau  a  montré  commentj  dans  l'application  de  ce  critérium, 
on  peut  tenir  compte  de  la  première  puissance  de  l'excentricité 
de  la  planète.  Le  Chapitre  XII,  qui  renferme  ces  beaux  travaux, 
se  termine  par  l'exposé  des  importantes  recherches  de  Tisserand 
sur  la  capture  des  comètes  paraboliques  par  Jupiter  et  l'indica- 
tion du  principe  d'un  Mémoire  de  M.  A.  Newton  sur  le  même 
sujet. 

Le  mouvement  des  comètes,  notamment  de  la  comète  d'Encke, 
fait  encore  Tobjet  du  Chapitre  XIII.  L'observation  a  révélé  une 
accélération  du  moyen  mouvement  de  celle  comète  que  l'on  a 
cru  longtemps  ne  pouvoir  attribuer  qu'à  l'action,  variable  d'ail- 
leurs, d'un  milieu  résistant.  Tisserand  attire  l'altenlion  sur  les 
modifications  constatées  dans  la  forme  et  la  grandeur  du  noyau, 
qui  pourraient  peut-être  expliquer  la  variation  de  la  résistance. 
Le  Chapitre  se  termine  par  l'élude   des   effets  que  produirait  un 
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milieu  résislanl  répandu  dans  loiit  l'espace,  dans  lequel  se  dé- 
placerait le  système  solaire  tout  entier. 

Les  44  pages  des  Chapitres  XIV,  XV,  XVI  sont  consacrées  à 
la  figure  des  atmosphères  du  Soleil  et  des  planètes,  à  la  démon- 
stration de  ce  fait  que  la  première  ne  s'étend  pas  à  la  moitié  de  la 
distance  de  Mercure  au  Soleil  et  ne  se  confond  pas  avec  la  lumière 
zodiacale,  à  un  résumé  du  système  cosmogonique  de  Laplace, 
aux  recherches  de  Roche,  Schiaparelli,  Bessel,  Bredichin,  Cliar- 
lier  et  Luc  Picart  sur  la  forme  des  queues  de  comètes. 

Tisserand  revient  ensuite  au  calcul  des  perturbations  par  l'ex- 
posé de  la  méthode  de  Cauchj  pour  le  calcul  des  inégalités  à 
longue  période  provenant  des  termes  où  figurent  des  multiples 
élevés  des  anomalies  movennes.  On  sait  que  Cauchy  imagina  cette 
méthode  pour  vérifier  la  valeur,  obtenue  par  interpolation  par 
Le  Verrier,  de  la  grande  inégalité  de  Pallas.  M.  Callandreau  a 
montré  que  la  série  de  Legendre,  sur  laquelle  la  méthode  est 
fondée,  représentant  le  coefficient  de  :;"  dans  le  développement 

de(i  —  a;;)  ^ii j     >  convergente  si  2a-  est  moindre  que  1 , 

est  semi-convergente  et  numériquement  utilisable  dans  le  cas 
contraire. 

Le  Chapitre  XVllI  donne  la  substance  d'un  Mémoire  de  Jacobi 
fondé  sur  l'expression  du  carré  de  la  distance  de  la  planète  trou- 
blée et  de  la  planète  perturbatrice  en  fonction  des  anomalies  ex- 
centriques, la  séparation  de  cette  expression  en  deux  parties  dont 
l'une  est  du  second  ordre,  et  la  décomposition  en  facteurs  de  la 
partie  principale.  Tisserand  démontre  ce  théorème  de  Jacobi  que 
les  coefficients  du  développement  de  l'inverse  de  la  dislance,  sui- 
vant les  sinus  et  cosinus  de  Tanomalie  excentrique,  peuvent  s'ex- 
primer au  mojen  de  quinze  d'entre  eux. 

L'emploi  des  anofnalies  excenlri(|ues  est  encore  la  base  du  dé- 
xeloppement  analvti(jue  de  la  fonction  perturbatrice  donné  par 
iS'ewcomb.  Ce  dévelop|)ement  converge  plus  vite  (|ue  celui  de 
Le  \  errier,  |)arce  ((uc  le  premier  coelïicient  do  rex|)ression  de 
l'anomalie  vraie  en  fonction  de  Tanomalie  cxcentri(|ue  est  i\ 
tandis  qu'il  est  .>.(*  quand  on  introduit  Tanomalie  moyenne. 
L'emploi  des  fonctions  de  Bessel  permet  de  substituer  finalemenl 
Ic^  anomalies  movennes  aux  anomalies  excentriques. 


iG  PUK.MIÊKE  PAKTIE. 

Les  méthodes  de  Hansen  et  de  Gyidén  pour  le  calcul  des  per- 
turbations des  petites  planètes  sont  exposées  dans  les  Cha- 
pitres XX  à  XXIV  .  La  première  repose  encore  sur  l'introduc- 
tion des  anomalies  excentriques.  Gyidén  emploie  les  anomalies 
vraies.  Hansen  utilise  la  méthode  des  quadratures  pour  tenir 
compte  de  toutes  les  puissances  des  excentricités  de  la  plaiièt*» 
troublée,  et  fonde  sa  théorie  sur  les  mêmes  principes  que  sa 
Théorie  de  la  Lune.  L'exposé  rapide  (p.  3.>.3  à  3-5)  qu'en  donne 
Tisserand  rendra  les  plus  grands  services  aux  astronomes.  Il  est 
d'ailleurs  limité  aux  perturbations  du  premier  ordre.  A  la  fin. 
Tisserand  signale  l'application  à  Jupiter  et  à  Saturne,  faite  par 
Hill,  de  la  méthode  de  Hansen,  en  tenant  compte  des  termes  du 
second  et  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  masses. 

Gjldén,  comme  Clairaut,  d'Alembert,  Laplace,  Damoiseau 
l'ont  fait  pour  la  Lune,  prend  pour  variable  indépendante  l'ano- 
malie vraie.  Il  cherche  surtout  à  éviter  les  termes  qui  renferme- 
raient le  temps  en  dehors  des  signes  trigonométriques  et,  à  cet 
effet,  il  représente  les  inégalités  séculaires  des  planètes  perturba- 
trices, non  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  du 
temps,  mais  par  les  termes  périodiques  que  donne  l'intégration 
des  équations  des  inégalités  séculaires  des  planètes  principales, 
termes  dont  les  périodes  dépassent  Soooo  ans.  Les  orbites  ainsi 
obtenues  sont  appelées  par  (iyldén  orbites  absolues ^  parce 
qu'elles  doivent  servir,  en  quelque  sorte,  indéliniment,  et  donnent 
des  positions  (|ui  ne  différeront  des  positions  vraies  que  par  de 
petits  termes  à  courte  période.  Cette  méthode  parait  appelée  à 
rendre  de  grands  services  en  présence  du  nombre  très  grand  des 
astéroïdes.  Cependant,  la  démonstration,  par  M.  Poincaré,  que 
les  séries  ne  sont  pas  absolument  convergentes  vient  en  diminuer 
quelque  peu  sinon  l'intérêt  pratique,  du  moins  la  portée  absolue. 
Tisserand  analyse  divers  travaux,  en  particulier  un  Mémoire  de 
M.  Brendel  sur  la  planète  Hestia;  en  présence  des  coenîcients 
énormes  (plus  de  20**)  des  termes  périodiques  qui  correspondent 
aux  inégalités  séculaires,  il  estime  qu*il  vaudrait  peut-être  mieux 
développer  ces  termes  suivant  les  puissances  du  temps^  il  suffi- 
rait généralement  de  se  borner  à  la  première  puissance,  de  sorte 
que  ces  termes  n'ont  pas  d'autre  effet  actuel  que  de  modifier  la 
longitude  moyenne  de   l'époque  et  la  valeur  du   moyen  mouve- 
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ment.  Gjldéii  annonçait  dans  la  Préface  du  Trait/*  analytique 
(les  orbites  absolues  des  huit  planètes  principales  l'Intention 
d'appliquer  effectivement  sa  méthode  aux  astres  principaux  du 
système  solaire.  Pourquoi  faut-il  qu'une  mort  prématurée,  sur- 
venue quelques  jours  après  celle  de  Tisserand,  laisse  inachevée 
une  des  œuvres  les  plus  importantes  de  TAstronomie  malhéma- 
lique. 

La  méthode  de  Gyldén  paraît  surtout  avantageuse  dans  le  cas 
où  il  y  a  un  rapport  presque  commensurablc  entre  le  moyen  mou- 
vement de  la  planète  troublée  et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 
Tisserand  consacre  à  l'étude  de  ce  cas  le  Chapitre  XXV.  Kirkwood 
a  attiré,  dès  1866,  l'attention  des  astronomes  sur  les  lacunes  que 
présente  l'anneau  des  astéroïdes  dans  les  régions  où  leur  moyen 
mouvement  serait  double  ou  triple  de  celui  de  Jupiter.  Tisserand 
étudie  d'abord,  par  une  méthode  empruntée  en  partie  à  Laplace, 
ce  qui  arriverait  à  une  planète  qui  satisferait  à  cette  condition; 
puis  il  développe  une  méthode  qu'il  a  indiquée  au  tome  CIV  des 
Comptes  rendus,  et  où  il  applique  la  méthode  d'intégration  de 
Delaunay,  en  introduisant  des  fonctions  elliptiques.  Dans  l'un 
des  cas  il  trouve  un  exemple  des  solutions  asymptotiques  de 
M.  Poincaré. 

Le  Chapitre  XXVI  est  encore  entièrement  l'œuvre  de  Tisse- 
rand; il  se  rapporte  à  la  forme  générale  des  développements  des 
coordonnées  dans  le  problème  des  trois  corps;  Tauteur,  par  une 
analyse  (jui  a  sa  base  dans  le  Mémoire  de  Jacobi  sur  l'élimina- 
tion dos  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps,  et  en  s'appuyant 
sur  un  important  Mémoire  de  M.  Radau,  [)arvient  au  célèbre 
théorème  de  Lindsledt  :  «  Dans  le  problème  des  trois  corps ^ 
les  distances  mutuelles  de  ces  corps  s'expriment,  en  f^ènéral^ 
sous  forme  de  séries  périodiques;  sous  tes  signes  sin  et  cos,  il 
n  ^ entre  t/ue  des  multiples  entiers,  positifs  ou  négatifs  de  quatre 
arguments  qui  varient  chacun  proportionnelle  mm  t  au  temps,  » 
et  à  cet  autre  théorème  :  <<  Par  rapport  à  certains  axes  mobiles 
situés  dans  le  plan  in\(triable  et  animés  d'un  mouK'cment 
f/r  rotation  uniforme,  et  par  rapport  à  l\fxe  du  plan  inva- 
riable, les  coordonnées  des  deux  astres  sont  des  fonctions pé r lo- 
ti it/ites  des  mêmes  arguments.  » 

Au  (Chapitre  XX\  II,  Tisserand,  après  avoir  rc|)ro(luit  l'analyse 
Jiull.  des  Sciences  mathvin.,  r  >crir,  l.  \\I.  (Jaiixitr  iSm7  ) 
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écrite  par  M.  Poincaré  de  son  Mémoire  couronné  par  le  roi 
de  Suède  en  1891,  renonçant  à  donner,  en  peu  de  pages,  une 
idée  des  travaux  contenus  dans  les  deux  Volumes  publiés  par 
M.  Poincaré  sous  le  titre  :  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique 
céleste,  présente  des  indications  assez  complètes  sur  les  solutions 
périodiques. 

Le  Chapitre  XXVIII  contient  l'exposé  des  tentatives  faites 
par  Laplace  et,  en  1884,  par  M.  Lehmann  Filhès  pour  tenir 
compte  de  la  vitesse  de  propagation  de  l'attraction  et  chercher  à 
la  mettre  en  évidence  et  de  celles  qui  ont  eu  pour  objet  l'intro- 
duction des  diverses  lois  électrodynamiques  données  par  Weber, 
par  Biemann,  par  Gauss,  par  Clausius,  introduction  qui  avait 
fait,  dès  1872,  l'objet  des  recherches  de  Tisserand. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  beau  Chapitre  intitulé  :  Confron- 
tation de  la  loi  de  Newton  a^'cc  les  observations  :  Le  Verrier  et 
Newcomb,  Ij'auteur  rapporte  d'abord  la  discussion  par  Le  Ver- 
rier de   891 1   observations  du  Soleil   et  celle   des    passages  de 
Mercure  qui  révèlent,  dans  le  périhélie  de  cet  astre,  un  excès  de 
déplacement  de  38"  par  siècle,  que  Le  Verrier  a  essayé  d'expli- 
quer par  la  présence  d'une  planète  intramercurielle  dont  l'exis- 
tence est  aujourd'hui  bien  improbable.  D'autre  part,  les  théories 
de  Mars  et  de  Vénus  ont  conduit  Le  Verrier  à  la  pensée  qu'il 
faudrait  augmenter  d'environ  -^  la  valeur  qu'il  avait  adoptée  pour 
la  masse  de  la  Terre;  cette  masse  était,  en  effet,  inexacte,  et  l'er- 
reur venait  de  la  valeur  de  la  parallaxe  (8'',  58)  déduite  par  Encke 
des  passages  de  Vénus  observés  au  xviii°  siècle,  la  parallaxe  et  la 
masse  de  la  Terre  étant  liées  par  la  relation  tt  =  Q>o^' ^ ^g'^ m" .  En 
employant   des  valeurs  exactes,   Newcomb  a  réussi  à  faire  con- 
corder presque  entièrement  la  théorie  de  Mars  avec  les  observa- 
lions.  La  théorie  de  Jupiter  de  Le  Verrier  représente  les  observa- 
tions à  i"  près,    celle  de  Saturne  à  5".  M.  Hill  a  réduit  à  3"  Jes 
écarts  de  cette  dernière;  mais  ils  conservent  un  caractère  systé- 
matique. Newcomb,   par   une  discussion   dont  les  résultats  sont 
rassemblés  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  The  Eléments  of  the  four 
inner  Planets,  and  the  fundamental  constants  of  Astronomy 
(1895),  montre  qu'il  ne  reste  d'écart  notable  que  pour  le  périhélie 
de  Mercure,  le  nœud  de  Vénus  et  le  périhélie  de  Mars,  ces  deux 
derniers  étant  d'ailleurs  très  faibles.  Tisserand  passe  en  revue  les 
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diverses  hjpolhèses  faites  j)Our  expliquer  ces  écarts  et  termine 
ainsi  :  «  La  loi  de  Newton  représente  en  somme,  avec  une  très 
grande  précision,  les  mouvements  de  translation  de  tous  les  corps 
célestes.  . ..  Sans  doute,  il  reste  quelque  chose  :  en  deux  siècles 
et  demi  la  Lune  s'écarte  peu  à  peu  de  la  position  calculée  jusqu'à 
un  maximum  de  i5"...;  les  positions  des  planètes  sont  repré- 
sentées à  moins  de  i>/'  près  :  il  y  a  une  exception,  Mercure  jieut 
être  en  avance  ou  en  retard  d'une  quantité  qui  peut  s'élever  à  8''. 

»  On  éprouve,  en  fin  de  compte,  un  sentiment  d'admiration 
profonde  pour  le  génie  de  Newton  et  de  ses  successeurs,  pour  les 
immenses  travaux  de  Le  Verrier  poursuivant,  pendant  plus  de 
trente  ans,  son  enquête  méthodique  dans  toute  l'étendue  du  sys- 
tème planétaire,  travaux  si  habilement  continués  et  développés 
par  M.  Newcomb.  » 

C'est  aussi  l'impression  que  laisse  la  lecture  du  Traité  de  Mé- 
canique céleste^  couronnement  d'une  existence  brusquement 
interrompue  à  5i  ans,  après  trente  années  de  brillants  travaux; 
parvenu  au  terme  de  l'Ouvrage,  le  lecteur  ne  sait  s'il  doit  plus 
admirer  la  variété  et  la  profondeur  des  recherches  propres  à  l'au- 
teur, ou  l'art  merveilleux  avec  lequel  il  rend  claires  les  théories 
réputées  les  plus  difficiles.  B.   Baillaud. 


E.  COURSAT.  —  Leçons  sur  LiNTÉciRAiiON  des  équations  aux  dérivées 

PARTIELLES   DU   SECOND   ORDRE   A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  ToitlC  I  : 

Problème  de   Caucliy.  —  Caractéristiques .  —  Inté^^ralrs  intermédiaires. 
I  vol.  in-8",  V111-22O  p.  Paris,  liermann,  1896. 

Les  Leçons  que  M.  Goursat  a  publiées  en  i8()i  (*)  renferment, 
d'une  manière  très  complète,  les  résultats  actuellement  acquis  à 
l'égard  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
j>remier  ordre.  Cette  remarquable  exposition,  où,  à  une  parfaite 
rigueur,  se  joignent  une  grande  clarté  et  un<î  élégance  toute  par- 


(  '  )  E.  GornsAT,  Leçons  sur  i' intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tiel/es du  premier  ordre,  rédigées  par  C.  Bourlct.  i  vol.  iii-N  .  ;i.')|  (».  I*ari>, 
llcrmaiiii,  iS|i.  V»»ir  Jittlletin,   \\\  p.  ')-\v. 
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ticulière,  faisait  vivement  souhaiter  la  publication  d'un  Ouvrage 
analogue  sur  les  équations  du  second  ordre;  mais  il  n'était  pas 
sans  difficulté  de  présenter,  sous  une  forme  didactique  aussi 
heureuse,  les  travaux  de  Monge  et  d'Ampère,  et  les  beaux  résul- 
tats obtenus  depuis  par  MM.  Darboux,  Lie  et  Bâcklund. 
M.  Goursat  y  a  pleinement  réussi  dans  le  nouveau  Livre  dont  il 
vient  de  faire  paraître  la  première  Partie. 

Cette  première  Partie  renferme  quatre  Chapitres.  Les  trois 
premiers  sont  relatifs  aux  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère;  le 
quatrième,  constitué  pour  la  plus  grande  part  par  les  recherches 
de  M.  Bâcklund  et  de  M.  Goursat,  contient  la  théorie  des  carac- 
téristiques et  celle  des  intégrales  intermédiaires  pour  des  équa- 
tions du  second  ordre  de  forme  quelconque. 

L'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  du  premier  ordre 
s'obtient  en  prenant  une  suite,  simplement  infinie,  de  courbes 
d'une  congruence;  celle  d'une  équation  non  linéaire  s'obtient  en 
prenant  l'enveloppe  d'une  suite,  simplement  infinie,  de  surfaces 
qui  dépendent  de  deux  paramètres.  En  considérant  des  courbes 
ou  des  surfaces  dépendant  de  trois  paramètres,  on  est  conduit  à 
dos  équations  aux  dérivées  partielles,  du  second  ordre,  particu- 
lières, dont  la  théorie,  qui  offre  la  plus  grande  analogie  avec  celle 
des  équations  du  premier  ordre,  forme  le  commencement  du 
Chapitre  I. 

Si  Ton  considère  d'abord  un  complexe  de  courbes  C,  toutes 
ses  surfaces  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre,  qui  est  de  la  forme 

(  I  )  L*  /•  -h  î  LM 5  H-  M« /  H-  IV  =  o, 

ou  qui  se  décompose  en  équations  de  cette  forme,  L,  M,  N  dési- 
gnant des  fonctions  de  x,  y,  z^  p,  q  qui  satisfont  à  certaines  coq- 
ditions.  Toutes  les  intégrales  de  l'équation  (i)  ainsi  obtenue  sont 
des  surfaces  du  complexe  ou  des  intégrales  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre  qui  admet  les  courbes  C  pour  courbes  intégrales,  et 
qui  est  dite  une  intégrale  singulière  du  premier  ordre ^  il  peut 
arriver  que  ce  soit  cette  intégrale  singulière  qui  donne  la  véritable 
solution  d'un  problème  conduisant  à  l'équation  considérée  de  la 
forme  (i). 

Si  l'on  considère  maintenant  un  complexe  de  surfaces,  les  en- 
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veloppes  d'une  suite,  simplement  infinie,  de  surfaces  de  ce  com- 
plexe, satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qui  est  de  la  forme 

(2)  Ilr-t-'iKA-T-  L/-H  M  -4-  N(/7  — s«)  =  o, 

ou  qui  se  décompose  en  équations  de  cette  forme,  II,  K,  L,  M,  N 
désignant  des  fonctions  de  ^,  y,  Zj  p,  q^  qui  satisfont  à  certaines 
conditions.  Toutes  les  intégrales  de  Téquation' (2)  ainsi  obtenue 
sont  des  surfaces  enveloppes  d'une  suite,  simplement  infinie,  de 
surfaces  du  complexe,  ou  des  intégrales  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre  qui  est  dite  une  intégrale  singulière  du  premier  ordre. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  il 
vient  d'être  question,  ne  forment  qu'une  catégorie  particulière 
parmi  les  équations  linéaires  en  /',.?,  ^,  rt  —  s^\  elles  peuvent 
toutes  se  ramener,  par  une  transformation  de  contact  convenable, 
à  une  forme  canonique  simple,  rt  —  5*-==  o,  par  exemple. 

Pour  chacune  des  équations  précédentes,  il  existe  un  ou  plu- 
sieurs systèmes  de  formules  représentant  toutes  les  intégrales; 
mais  rien  ne  prouve,  a  priori,  qu'il  en  soit  de  même  pour  une 
équation  quelconque  du  second  ordre.  Afin  de  donner  un  sens 
précis  à  l'expression  à^ intégrale  générale^  M.  Goursat  adopte 
la  définition  que  M.  Darboux  a  déduite  des  travaux  de  Caucliy  : 
une  intégrale  est  générale  si  l'on  peut  disposer  des  arbitraires  qui 
y  figurent,  de  manière  à  relrouver  les  solutions  dont  le  ihéorème 
de  Caucliy  démontre  l'existence;  les  intégrales  singulières  sont 
celles  qui  échappent  au  théorème  de  Cauchy.  Ces  définitions  con- 
cordent avec  celles  données  pour  les  équations  considérées  au 
début  du  Chapitre. 

Dans  le  cours  de  son  Ouvrage,  M.  Goursat  aura  surtout  en 
vue  la  recherche  des  intégrales  d'une  équation  du  second  ordre, 
dont  le  théorème  de  Cauchy  démontre  rexistence,  et  la  question 
sera  considérée  comme  résolue,  toutes  les  fois  qu'on  aura  réussi 
a  en  ramener  la  solution  à  l'intégralion  d'un  ou  de  plusieurs  sys- 
tèmes d'équations  difrérentielles  ordinaires. 

On  dit  souvent  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes dépend  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une  variable; 
iipi'ès  avoir  montré,    sur  un    oxiMuplo  rhissiquc   bien   coiiiiu,   (|ur 


//  PREHIËRE  PARTIE. 

cette  e!Lpre$^ioo  oe  doit  pas  être  prise  à  la  lettre.  M.  Goursai 
termine  ce  premier  Chapitre  par  quelques  remarques  sur  la  mé- 
thode de  la  irariation  des  coostantes  arbitraires. 

Le  Chapitre  II  est  relatif  aux  équatious  du  second  ordre  (2». 
linéaires  en  r,  5.  /.  ri  —  s-.  L'étude  du  problème  de  CauchT.  pour 
ces  équations,  conduit  immédiatement  à  la  notion  fondamentale, 
qui  est  la  base  des  traranx  de  Monge  et  dWmpère.  celle  des  mul- 
tiplicités caractéristiques,  c'est-à-dire  des  multiplicités  Ma  pour 
lesquelles  l'équation  (2)  et  les  équations 

^  S  /  dp  r=z  r  dr  —  s  dy^         dq  =  5  dr  -y~  t  dj\ 

considérées  comme  déterminant  trois  inconnues  r.  5.  /.  se  rédui- 
sent à  deux  équations  distinctes. 

Tonte  équation  de  la  forme  (2)  admet,  en  général,  deux  sys- 
tèmes de  multiplicités  caractéristiques  dont  le  rôle  capital  dans  la 
théorie  de  cette  équation,  tient  à  ce  que  la  multiplicité  M^.  formée 
par  une  surface  intégrale  et  l'ensemble  de  ses  plans  tangents, 
peut  être  considérée  comme  un  lieu  de  multiplicités  caractéris- 
tiques, et  inversement.  Après  avoir  indiqué  comment  on  forme 
les  équations  qui  définissent  les  deux  systèmes  de  multiplicités 
caractéristiques.  M.  Goursat.  en  suivant  la  voie  ouverte  par 
M.  Lie  pour  les  équations  du  premier  ordre,  montre  que  l'on  peut 
utilement  élargir  la  définition  ordinaire  de  l'intégrale.  Dans  cette 
nouvelle  définition,  l'équation  du  second  ordre  elle-même  ne 
joue  qu'un  rôle  secondaire:  ce  qu'il  v  a  d'essentiel  à  considérer, 
ce  sont  les  équations  linéaires  en  dx.  dv^  dp^  dq  qui  définissent 
les  multiplicités  caractéristiques;  l'application  à  l'équation  d*une 
transformation  de  contact  arbitraire  conduit  à  une  équation  de 
même  forme,  et  chancre  les  caractéristiques  en  de  nouvelles  carac- 
téristiques. 

Après  avoir  appliqué  les  considérations  précédentes  à  divers 
exemples,  M.  Goursat  aborde  la  méthode  d'intégration  de  Monge 
qui  consiste  essentiellement  à  rechercher  s'il  existe  des  combinai- 
>ons  intéirrables  des  équations  qui  définissent  un  des  svstèmes  de 
caractéristiques  de  l'équation  «2);  cette  recherche  s'identifie  avec 
celle  des  intéprrales  intermédiaires  du  premier  ordre  qui  renfer- 
ment une  constante  arbitraire. 

Deux  inté^rrales  intermédiaires  de  k'i\  nppartenant  à  deux  svs- 
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lèmes  de  caractéristiques  différents,  sont  toujours  en  involution, 
el  il  en  est  de  même  de  deux  intégrales  intermédiaires  quelconques 
lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus. 
Cette  importante  proposition  facilite  l'examen  des  différentes  cir- 
constances qui  se  présentent  dans  la  recherche  des  intégrales  in- 
termédiaires. Si  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  admet  trois 
combinaisons  inlégrables,  les  deux  systèmes  de  caractéristiques 
sont  confondus,  et  l'on  retrouve  les  équations  considérées  au 
début  du  Chapitre  I.  Dans  le  cas  où  les  deux  systèmes  de  carac- 
téristiques sont  confondus,  il  ne  peut  pas  y  avoir  deux  combinai- 
sons intégrables  seulement;  s'il  n'y  en  a  qu'une,  le  résultat 
péniblement  obtenu  par  Ampère,  que  l'on  peut  alors  ramener 
l'équation  à  une  autre  ne  contenant  que  /•  comme  dérivée  du 
second  ordre,  s'établit  aisément  au  moyen  de  la  théorie  des 
transformations  de  contact.  M.  Goursat,  dans  le  cas  où  les  deux 
systèmes  de  caractéristiques  sont  distincts,  et  où  chacun  de  ces 
systèmes  admet  deux  combinaisons  intégrables,  établit  plusieurs 
propositions  importantes  et,  en  particulier,  le  théorème  de 
MM.  Lie  et  Darboux;  c'est  pour  lui  l'occasion  de  donner  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  (2)  puisse, 
par  une  transformation  de  contact^  être  ramenée  à  une  autre  équa- 
tion ne  renfermant  que  s  comme  dérivée  du  second  ordre.  Après 
l'examen  des  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter,  et  après  avoir 
montré  que  la  proposition  à  laquelle  Imschenetsky  attachait  la 
plus  grande  importance  correspond,  de  môme  que  celles  d'Am- 
père, à  l'emploi  des  transformations  de  contact,  M.  Goursat  ter- 
mine le  Chapitre  II  par  une  exposition  lumineuse  de  la  méthode 
d'Ampère,  à  certains  égards  plus  générale  que  celle  de  Monge,  et 
qui  se  rattache  aussi  à  la  théorie  des  caractéristiques.  L'applica- 
tion remarquable,  faite  par  Ampère,  de  sa  niélhode  à  l'équation 
des  surfaces  minima,  est  reprise  puis  généralisée,  et  donne  lieu  à 
des  développements  intéressants. 

Le  Chapitre  III  renferme  un  choix  très  heureux  d'applications 
des  procédés  généraux  d'intégration  précédents,  empruntées,  pour 
la  plupart,  à  la  théorie  des  surfaces. 

Dans  le  Chapitre  IV,  M.  Goursat  étend  la  notion  de  caractéris- 
tiques à  des  équations  du  second  ordre  de  forme  quelconque;  pour 
une   telle   étjuation,    une  multiplicité*    caractéristique  est  formée 
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d'un  système  simplement  infini  d'éléments  du  second  ordre  satis- 
faisant à  des  relations  que  Ton  est  amené  à  poser  après  avoir  com- 
plété les  résultats  obtenus  au  Chapitre  1,  à  propos  du  problème 
de  Caucliy.  On  a,  en  général,  deux  systèmes  distincts  de  caracté- 
ristiques. Tous  les  éléments  d'une  caractéristique  appartiennent, 
en  général,  à  une  infinité  de  surfaces  intégrales,  dépendant  d'une 
infinité  de  constantes  arbitraires. 

Les  équations  de  Monge  et  d'Ampère  présentent  une  particula- 
rité intéressante;  les  multiplicités  caractéristiques  du  Chapitre  II 
étant  dites  du  premier  ordre  et  celles  qui  viennent  d'être  définies 
pour  le  cas  le  plus  général  étant  dites  du  second  ordre,  une  mul- 
tiplicité caractéristique  du  premier  ordre  appartient,  en  générai, 
à  une  infinité  de  multiplicités  caractéristiques  du  second  ordre  dé- 
pendant d'une  constante  arbitraire  et,  par  suite,  à  une  infinité  de 
surfaces  intégrales,  dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbi- 
traires qui  n'ont  ainsi  qu'un  contact  du  premier  ordre. 

Les  équations  de  Monge  et  d'Ampère  jouissent  ainsi  de  cette 
propriété  particulière  qu'étant  donnée  une  surface  intégrale  et 
une  caractéristique  sur  cette  surface,  il  existe  une  infinité  de  sur- 
faces intégrales,  ayant  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  pre- 
mière tout  le  long  de  cette  courbe.  Cette  propriété  appartient  à 
d'autres  équations  du  second  ordre  qui  admettent  pareillement 
des  caractéristiques  du  premier  ordre.  Les  deux  ordres  de  carac- 
téristiques conduisent  à  quatre  grandes  classes  d'équations  du 
second  ordre. 

A  la  théorie  des  caractéristiques  du  premier  ordre  se  rattache 
la  recherche  des  intégrales  intermédiaires.  Une  étude  spéciale 
est  faite  du  cas  où  les  équations  qui  déterminent  ces  intégrales 
intermédiaires  forment  un  système  en  involution,  et  elle  conduit 
à  une  classe  nouvelle  et  étendue  d'équations  intégrables,  pour 
lesquelles  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus. 

Le  Chapitre  IV  se  termine  par  un  aperçu  du  Mémoire  d'Am- 
père où  se  trouvait  déjà  contenue  implicitement  la  distinction 
J'ondamentale  entre  les  systèmes  de  caractéristiques  du  premier 
et  du  second  ordre.  Cette  fin  de  l'Ouvrage  présente  une  grande 
originalité  el  jellc   une  vive  lumière  sur  les  travaux  d'Ampère. 

Nous  n'avons  pu,  dans  cette  brève  analyse,  que  donner  une 
i(lt*e   bien   impîirfaite    du    Livre   de  M.    Coursai.    En   présentant 
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(l^une  manière  aussi  claire  et  aussi  complète  Tétat  auquel  a  été 
amenée  une  théorie  dont  Tabord  était  quelquefois  difficile  dans 
les  Mémoires  originaux,  M.  Goursat  aura  contribué  puissamment 
aux  progrès  que  l'on  peut  encore  espérer  dans  cette  partie  si  in- 
téressante de  la  Science.  E.  Cosserat. 


MINKOVVSKI  (H.)-  —  Géométrie  der  Zaiilen.  Erste  Lieforung.  240p.  in-8". 

Leipzig.  Teubnor,  1896. 

L'Ouvrage  dont  nous  analysons  ici  le  premier  fascicule  a  pour 
but  principal  la  démonstration  de  principes  généraux  et  féconds, 
relatifs  à  l'approximation  des  nombres  quelconques  par  des  séries 
de  nombres  entiers. 

Comme  le  titre  de  l'Ouvrage  l'indique,  c'est  par  des  considéra- 
lions  géométriques  que  l'auteur  arrive  à  ses  théorèmes;  mais  ce 
sont  des  considérations  géométriques  d'une  espèce  particulière. 
D'abord  il  s'agit  de  Géométrie  à  n  dimensions.  L'auteur  avait 
essayé  primitivement  de  s'en  tenir  à  trois  dimensions,  mais  cette 
méthode  lui  parut  impraticable. 

Ensuite,  l'auteur  emploie  une  notion  nouvelle  et  ingénieuse, 
une  généralisation  de  la  dislance  que  nous  allons  expliquer  en  peu 
de  mots. 

Bornons-nous  pour  celte  explication  à  la  considération  de  l'es- 
pace à  trois  dimensions,  qui  nous  permet  d'abréger  par  une  repré- 
sentation géométrique  réelle. 

Considérons  une  surface  S  telle  que  toute  demi-droite  issue  de 
l'origine  ne  la  rencontre  qu'en  un  point.  Soient  alors  A  et  B  deux 

points.  Menons  OM  parallèle  à  AB  et  de  même  sens.  On  appelle 

A  B 
distance  AB  le  quotient  j^' 

Quelle  est  la  condition  pour  que  la  dislance  ainsi  définie  jouisse 
de  la  propriété  fondamentale 

ilislancc  AB  <  di^îtancc  AG  -\-  distance  CB, 
en  supposant  les  trois  points  A,  H,  (1  non  on  li^ne  droile? 
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Celte  condition,  c'est  que  la  surface  S  soit  convexe,  ou  tout  au 
moins  nulle  part  concave.  (Une  surface  nulle  part  concave  est 
une  surface  qui,  outre  la  propriété  plus  haut  mentionnée,  à  savoir 
que  toute  demi-droite  issue  de  O  ne  la  coupe  qu'en  un  point,  jouit 

Fig.  I. 


encore  de  la  suivante  :  par  chacun  de  ses  points,  passe  au  moins- 
un  plan  qui  ne  coupe  pas  la  surface). 

Telles  sont  en  peu  de  mots  les  considérations  fondamentales 
que  l'auteur  étend  à  l'espace  à  n  dimensions,  et  qui  font  l'objet  du- 
premier  Chapitre. 

Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  traite  du  volume  des  corps. 
Comme  dans  la  Géométrie  ordinaire,  il  décompose  un  corps  en 
cubes  infîniment  petits  et  montre  que  la  somme  S  S",  où  8  repré- 
sente l'arête  d'un  de  ces  cubes,  et  n  le  nombre  de  dimensions  de 
Tespace  considéré,  tend  vers  une  limite.  C'est  celte  limite  qui  est 
le  volume  du  corps.  Les  considérations  sur  lesquelles  s'appuie 
l'auteur  se  rapportent  à  la  ihéorie  des  ensembles  qui  se  trouve 
ainsi  en  rapport  avec  la  propriété  des  nombres  que  l'auteur  se 
propose  d'établir. 

Le  troisième  Chapitre  est  intitulé  :  Des  corps  qui  dans  leurs 
volumes  contiennent  plus  d\in  point  à  coordonnées  entières. 
C'est  le  plus  important  de  l'Ouvrage  et,  pour  ainsi  dire,  le  cha- 
pitre fondamental. 

Que  l'on  considère  d'une  part  le  réseau  formé  par  tous  les 
points  à  coordonnées  entières  (c'est-à-dire  dont  les  coordonnées 
sont  des  nombres  entiers)  et  d'autre  part  un  corps  limité  par  une 
surface  nulle  part  concave.  Dans  le  cas  particulier  de  /i=3,  la 
représentation  géométrique  rend  intuitif  ce  fait  qu'il  doit  y  avoir 
une  relation  entre  le  volume  du  corps  et  le  nombre  maximum  oa 
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minimum  de  points  du  réseau  qu'il  contient.  Les  principaux  ré- 
sultats établis  à  ce  propos  par  Fauteur  sont  les  suivant^  : 

Un  corps  limité  par  une  surface  nulle  part  concaK'e  et  ayant 
pour  centre  un  point  du  réseau,  et  dhin  volume  égala  2",  con- 
tient au  moins  deux  points  du  réseau  autres  que  son  centre, 
soit  à  son  intérieur  soit  sur  sa  surface. 

Un  tel  corps,  d^un  volume  quelconque,  s'il  ne  contient  pas 
de  point  du  réseau  autre  que  son  centre,  dans  son  intérieur, 
n^fsn  contient  pas  plus  de  3"  —  i  sur  sa  surface. 

Un  tel  corps,  s'il  a  un  volume  égal  à  2",  et  s'il  ne  contient 
aucun  point  du  réseau  dans  son  intérieur,  en  possède  au  moins 
2"+*  —  2  sur  sa  surface. 

On  peut  donner  à  ces  théorèmes  une  forme  analj'tique,  d*où 
par  exemple  l'énoncé  suivant. 

I.  Soit  y(^i,  002,  .  . . ,  Xfi)  une  fonction  de  ;r»^  œ.2j  . . .,  x,iy 
qui  pour  Xi  =  o,  5^2  =  o,  . .  .,  x„  =  o  prend  la  valeur  zéro,  qui 
pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x^ ,  jf^,  . . .,  Xn  est  positive,  qui 
satisfait  aux  conditions 

f(tXx^  tXi,    .  .  .,   tXn)  =  tfi^l,  arj,    .  .  .,  Xn),  ^  >  O, 

J  \       ■^l  »    •  •  •  >  ^n  )  =^  y  (  ^1 5   •  •  •  »  ^n  )• 

(Cetle  fonction  représcnle  la  dislance  à  l'ori^^ine  du  pointai, 

**  2  '    •  •  •  j  Xfi  .j 

L' intégrale   j  dx^  dx^^  .  . .,  dxn^,  étendue  au  domaine 

(i  une  valeur  déterminée  J.  Alors  il  y  a  au  moins  un  système 
de  nombres  entiers  /i,  /o,  .  . .,  In  pour  lequel  on  a 

Ces  princi|>es  fondamentaux  établis,  ranlciir  aborde  dans  le 
Chapitre  suivant  les  applications  aritlimcli(|ues  de  ces  principes. 
Il  prend  comme  surface  S  celle  formée  parv  plans  parallèles  deux 
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à  deux  v^w  (parallélépipède  pour  v  =  /i);  puis,  donnant  aux 
résultats  une  forme  analeptique,  il  arrive  au  théorème  suivant  : 

Soient  Ç|,  Ça»  •••>  Sv  des  formes  linéaires  à  n  variables,  à 
coefficients  réels  dont  n  soient  indépendantes,  Soiti  l^ intégrale 

I  dxij  dXi,  . . . ,  da:n  étendue  au  domaine 

Il  y  a  toujours  au  moins  un  système  de  nombres  entiers,  non 
tous  nuls,  pour  lesquels  on  a 

valeur  absolue  de  Ji  1  ^,  ...,         valeur  absolue  de  Çv  =  7,p» 

ce  qui  est  un  cas  particulier  du  Théorème  I. 

Pour  V  =  n 

•1" 
j  __  z 

valeur  absolue  A 

A  étant  le  déterminant  des  formes  et  le  théorème  se  simplifie. 

On  trouve  des  théorèmes  analogues,  mais  plus  compliqués,  en 
supposant  que  certaines  des  fonctions  $  soient  à  coefficients  ima- 
ginaires. 

L'auteur  applique  à  la  démonstration  du  théorème,  qui  est  le 
premier  se  rattachant  à  l'ordre  d'idées  principalement  en  vue  : 

Soient  ai  ^  a-j,^  .  . .,  «/!_,,  des  grandeurs  réelles.  On  peut  trouver 
des  nombres  entiers  x^,^  x^^  .  . . ,  jr,,  sans  diviseur  commun^ 
^n  >  o,  et  tels  que 


va 


leur  absolue  ( — î- — «i  J,      ....     valeur  absolue  ( —^—^  —  a«_i  ), 


soient  plus  petites  quUine   quantité  positive  donnée   et  plus 


petites  aussi  que  — 


n 


nx'!'^ 


On  voit  que,  pour  n  =  a,  on  retombe  sur  des  théorèmes  de  la 
théorie  des  fractions  continues. 

L'auteur  applique  ensuite  ses  recherches  à  un  sujet  très  intéres- 
sant, celui  des  nombres  entiers  algébriques. 

Soit  6  un  nombre  algébrique  enlicr  de  degré  n^  c'est-à-dire  la 
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^) 


racine  d'une  équation  algébrique  de  degré  n  irréductible  à  coeffi- 
cients entiers  dont  le  premier  égale  i, 

/(ô)=o. 

Soient  A|(8),  A2(0),  ...,  A,|(0),  n  fonctions  rationnelles  à 
coefficients  rationnels  de  8  qui  soient  aussi  des  nombres  entiers. 
L'expression 

jï,  At(0)H- j:jAj(0)-i-..  .  X;,A„(6), 

où  Xi ,  Xjy  • . .,  Xft  représentent  des  nombres  rationnels  entiers,  est 
évidemment  aussi  un  nombre  algébrique  entier.  La  réciproque 
n'est  pas  vraie,  quels  que  soient  A|(6),  A2(6),  . . .,  A«(6),  c'est- 
à-dire  que  cette  expression  peut  représenter  un  nombre  algébrique 
entier,  sans  que  les  coefficients  oti,  X2^  •••,  Xn  soient  entiers. 
Maison  peut  choisir  A|(9),  As (6),  .  . . ,  A,|(6),  de  façon  que  cette 
réciproque  soit  vraie.  Les  A  étant  ainsi  choisis,  considérons  leur 
discriminant,  c'est-à-dire  l'expression 


D  = 


A,(0)  A,(0) 

A,(0O        A,(0,) 


A«(0) 

A;,(e,) 


A,  (On-,)     \i(On-i)     ...     A«(0«_,) 


0,   0|,   Ô-j,    ...,   Ow_i    désignant  toutes   les   racines   de  l'équation 

D'aprt's  sa  forme,  D  est  un  nombre  entier  rationnel,  il  est  le 
même  quel  que  soit  le  sjslrmc  d'A  choisi;  on  l'appelle  nombre 
fondamental  du  système  de  rationnalilé  défini  par  8,  et  tout  fac- 
teur premier  de  D  s'appelle  un  nombre  premier  critique  de  ce 
système.  Ces  nombres  jouent  dans  la  théorie  des  nombres  algé- 
briques un  rôle  important,  analogue  à  celui  des  points  critiques 
dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques. 

Ceci  posé,  le  théorème  que  l'auteur  a  en  vue  est  le  suivant  : 

Pour  tout  système  de  rationalité  algébri(|uc  il  existe  au  moins 

un  nombre  premier   critique.  Autrement  dit  le  discriminant  D 

n'est  égal  ni  à  -|-  i  ni  à  —  i .  La  dèmonslralion  se  fait  en  con<idé- 

lunt  //  fonctions  linéaires  on  .r,,  .r^, /•,;,  donl  Itvs  cocriicienls 
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soient  justement  à  un  facteur  près 

Ai(0/,),     A2(6/i),     ...,     A«(6/,),         /*  =  o,  I,  2,  ...,  (/i— I). 

et  en  leur  appliquant  les  théorèmes  précédents. 

L'auteur  démontre  aussi  par  les  mêmes  méthodes  un  théorème 
de  Dirichlet  relatif  aux  unités.  On  sait  qu'on  appelle  unité  un 
nombre  entier  A(6)  tel  que  sa  norme,  c'est-à-dire  le  produit 
A(6),  A(0|),  . .  . ,  A(6,i_i),  soit  égal  à  dz  i .  Le  théorème  en  ques- 
tion, C'est  qu'il  existe  une  infinité  d'unités,  excepté  si  l'équation 
en  6  est  du  second  degré  et  a  ses  deux  racines  imaj;inaires.  Enfin, 
ces  théories  se  lient  étroitement  à  celle  des  fractions  continues  et 
des  irrationnelles  quadratiques. 

Le  cinquième  Chapitre  contient  une  générahsation  du  théo- 
rème I,  à  savoir  : 

Considérons  la  même  fonction/ et  la  même  intégrale  J.  //  existe 
au  moins  un  système  de  n^  nombres  entiers p^  tel  que  le  déter- 
minant \p^\  soit  différent  de  zéro  et  tel  que 

/{P\y   '"^Pk)^     /{Ph    -"^PW      •••'     f^P'l^    "'^  Pn)=-y' 

On  y  arrive  parla  considération  des  différentes  directions  qu'on 
peut  concevoir  dans  un  réseau.  Celte  théorie,  comme  on  le  voit 
immédiatement,  se  rattache  intimement  à  celle  des  groupes  finis 
de  substitutions  linéaires.  Chemin  faisant,  on  arrive  au  théorème 
suivant  : 

Uordre  d^un  groupe  fini  de  transformations  entières,  ho- 
mogènes réK^ersibleSy  à  n  variables,  est  inférieur  ou  égal  à 

D'où  un  théorème  analogue  pour  la  transformation  en  elles- 
mêmes  des  formes  quadratiques  entières  à  n  variables. 

On  arrive  aussi  à  la  démonstration  du  fait  qu'il  y  a  un  nombre 
fini  de  classes  de  formes  quadratiques  entières  positives  de  déter- 
minant donné.  Cahek. 


&IÊLANGES.  3i 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  INTÉGRALE  MULTIPLE  ; 
Par  m.  ST^CKEL. 

Dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  intégrales  simples  et  mul- 
tiples Kronccker  a  traité  le  problème  de  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale 


j  . . .  I  dx\  dx%  . . .  dxfij 


les  variables  x^^  x^,  .  . . ,   x»  étant  assujetties  aux  conditions  de 
limite 

CU-h  CliXt-h.  .  .-h  Cy^n^n  =  0  (X  =  O,  1 ,  2,  .  .  . ,  /l). 

Après  avoir  montré  que  ce  problème  se  réduit  à  l'évaluation  de  la 
même  intégrale,  avec  les  conditions  plus  simples 

Kronecker  trouve  la  valeur  de  cette  intégrale  en  considérant  Fin- 
légrale  plus  générale 


n 


A=l 


qui  avait  été  déjà  l'objet  des  recherches  de  Dirichlet.  Cette  mé- 
thode, tout  intéressante  qu'elle  est,  manque  de  simplicité  et  peut 
rire  remplacée  par  un  procédé  direct  et  élémentaire. 
Faisons  la  substitution 
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Alors  les  condilions  de  llmile  deviennent 


ji^o,      ^2^»,      ..-,     r«=»»      yi^i-'-rn^h 


ou 


et  le  déterminant  fonctionnel  étant 


^„=  (i  ...-+- x), 


=ri'*rr*---/?*  î^/i-i. 


on  aura 


f    .  .  .    1  tffâ?!  £^2  •  •  •  ^^// 


•^î"  .>« 


n{n  —  i)(n  —  •>-)... 2 .  i        n\ 
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COMPTES  KENDUS  ET  ANALYSES. 

ZERMELO  (E.)-  —  Umerscciiungen  zur  Variations-Rkchnung.  Inaugural 
Disscrlalion.  In-S**,  98  p.  Berlin,  Mayer  et  Muller,  i8y4. 

La  recherche  des  maxima  et  minima  des  inl(îgrales  simples 
comprend  deux  problèmes  distincts  :  on  doit  écnre  d'abord  que 
la  première  variation  de  l'intégrale  est  nulle;  on  obtient  ainsi  un 
sjslème  d'équations  différentielles  (A),  que  l'on  doit  chercher  à 
intégrer;  si  Ton  suppose  ce  premier  problème  résolu,  au  moins 
en  partie,  c'est-à-dire  si  Ton  connaît  une  solution  des  équations 
(A),  le  deuxième  problème  consiste  à  rechercher  si  cette  solu- 
tion fournit  effectivement  un  maximum  ou  un  minimum.  L'inté- 
gration du  système  (A)  a  donné  lieu,  depuis  Lagrange,  à  de  nom- 
breux travaux;  de  tels  systèmes  se  rencontrent  d'ailleurs  dans 
bien  d'autres  questions,  de  sorte  que  le  problème  de  leur  inté- 
gration ne  doit  pas  être  considéré  comme  faisant  partie  du  calcul 
des  variations  dont  l'objet  propre  est  le  deuxième  problème  dont 
nous  venons  de  parler;  c'est  de  ce  deuxième  problème  que  s'oc- 
cupe M.  Zermelo.  Une  des  Thèses  qui  terminent  son  travail  nous 
indique  le  point  de  vue  auquel  il  s'est  placé  ;  Jn  der  Variations 
Rechnung  ist  auf  eine  genaue  Définition  des  Maximums  oder 
Minimums  grôsserer  ÎVert  als  bis/ter  zu  legen.  C'est  M.  Wcier- 
strass  qui  semble  avoir,  le  premier,  insisté  sur  l'importance  qu'a, 
en  pareille  matière,  la  précision  des  définitions;  dans  son  préam- 
bule, M.  Zermelo  nous  apprend  que  ses  recherches  ont  été  inspi- 
rées par  les  Leçons  de  l'éminent  professeur  de  Berlin;  c'est  d'ail- 
leurs M.  Schwarz  qui  lui  a  d'abord  fait  connaître  les  méthodes  de 
M-  Weierstrass,  et  l'a  engagé  dans  la  voie  où  nous  allons  essayer 
de  le  suivre. 

Le  but  est  la  recherche  du  minimum  de  l'intégrale 


(i) 


=  f'^dt. 


F  étant  une  fonction  des  deux  variables  réelles  x  et  y  et  de  leurs 
dérivées  par  rapport  à  ^jusqu'à  Tordre  n  inclusivement.  On  sup- 
pose essentiellement  que   la  valeur  de  Tintégralc  ne  dépend  que 
/tutl.  des  Sciences  mathém-,  a*  série,  l.  \\I.  (Février  i8f)7.)  3 
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de  la  courbe  décrite  par  le  point  (^r,/)  lorsque  /  varie  de  t^  à  t^-  H 
est  clair  que,  dès  lors,  l'intégrale  J  ne  change  pas  de  valeur  lors- 
qu'on remplace  /  par  une  fonction  de  /.  En  particulier,  on  peut 
la  mettre  sous  l'une  des  deux  formes 

S  désignant  l'arc  de  la  courbe  et  a  l'angle  de  la  tangente  avec  une 
direction  fixe.  L'étude  des  relations  qui  existent  entre  les  formes 
(i),  (2),  (3)  fait  l'objet  du  premier  Chapitre;  en  particulier,  on 
recherche  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  la  fonction  F  pour 
que  l'intégrale  (i)  puisse  être  mise  sous  la  forme  (2)  ou  (3).  A 
chacune  des  formes  de  l'intégrale  correspond  d'ailleurs  une  ma- 
nière différente  d'exprimer  les  conditions  aux  limites,  dont 
nous  parlerons  tout  à  l'heure  :  les  relations  enlre  ces  expressions 
diverses  sont  étudiées  avec  soin. 

Celte  étude  comparative  des  trois  formes  de  l'intégrale,  qui 
aurait  peut-être  pu  être  abrégée,  rendra  de  grands  services  dans 
la  suite,  en  permettant,  par  un  choix  convenable  des  variables 
indépendantes,  de  simplifier  beaucoup  la  comparaison  entre  deux 
intégrales  voisines  J.  De  plus,  en  écrivant  toutes  les  formules 
importantes  pour  les  trois  formes  de  J,  M.  Zermelo  épargne  bien 
des  calculs  à  ceux  qui  voudront  appliquer  ses  méthodes  à  des  cas 
particuliers. 

Dans  le  second  Chapitre,  M.  Zermelo  donne  d'abord  la  défini- 
tion du  minimum  :  on  compare  entre  elles  les  intégrales  sur  des 
courbes  ayant  d'abord  mêmes  extrémités,  et  ensuite  un  contact 
d'ordre  n  —  1 ,  à  chacune  de  ces  extrémités  avec  des  courbes  don- 
nées :  ce  sont  là  les  conditions  aux  limites  (Grenzbedin" 
gungen).  Mais  ces  courbes  doivent  vérifier  de  plus  certaines 
conditions  de  continuité  {Stetigkeitsbedingungen)]  et  l'on 
montre,  en  effet  (théorème  IV),  qu'il  n'y  a  pas  de  minimum  pos- 
sible si  Ton  n'exclut  pas  les  courbes  pour  lesquelles  les  dérivées 
de  X  et  de  y  ne  seraient  pas  continues  (*)  jusqu'à   l'ordre  r 


(')  Il  faut  tout  au  moins  qu'elles  puissent  être  rendues  continues  par  un  choix 
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/•  étant  égal  au  moins  ù  /?  —  i .  Celle  condllion  pouvait,  d'ailleurs, 
semble-t-il,  être  regardée  comme  nécessaire  a  prioriy  car  si  les 
dérivées  d'ordre  n  —  i  ne  soûl  pas  continues  en  un  point,  les 
dérivées  d'ordre  n  peuvent  êlre  considérées  comme  infinies  en  ce 
point,  et  l'intégrale  où  elles  figurent  est  alors  analogue  à  ces  inté- 
grales que  Cauchy  appelait  singulières  et  dans  lesquelles  un  élé- 
ment unique  apporte  à  lui  seul  une  somme  finie. 

Indépendamment  de  ces  conditions  de  continuité  propres  à 
chaque  courbe,  il  est  une  autre  catégorie  de  condilions  très  im- 
portantes pour  la  recherche  du  minimum  et  sur  lesquelles  nous 
allons  nous  élendre  un  peu,  parce  qu'elles  donnent  lieu  à  des 
difficultés  sérieuses,  se  rallachant  à  la  définition  même  du  but  du 
calcul  des  variations.  On  est  généralement  d'accord  pour  recon- 
naître que  ce  but  est  la  recherche  des  courbes  sur  lesquelles  l'in- 
tégrale est  plus  petite  que  sur  les  courbes  infiniment  voisines; 
la  comparaison  des  inlégralcs  sur  des  courbes  qui  ne  sont  pas  in- 
finiment voisines  peut  se  faire  parfois,  mais  par  des  mélhodes 
tout  à  fait  différenles.  Par  exemple,  pour  les  lignes  géodésiques, 
on  déduit  (*)  de  formules  de  Gauss  des  propriétés  de  minimum 
absolu,  mais  le  calcul  des  variations  n'intervient  en  rien.  Cela 
étant,  que  doit-on  entendre  par  courbes  infiniment  voisines? 
M.  Zermelo  définit  l'ordre  de  voisinage  m,  Élant  donnée  une 
courbe  fixe  et  une  courbe  variable  dépendant  d'un  paramèlre  e, 
on  suppose  que  l'on  peut  faire  correspondre  leurs  poinls  un  à  un, 
de  manière  qu'aux  points  correspondants  la  différence  des  ordon- 
nées^, (linsi  que  de  leurs  dérivées  {^^) pcir  rapport  à  x  jusqu'à 
Vordre  m  inclusivement^  soit  infiniment  petite  avec  £.  Celle  dé- 
finition donnée,  M.  Zermelo  montre,  par  un  exemple,  que  l'on 
ne  peut  pas  assigner  au  nombre  m  de  minimum  nécessaire^ 
comme  on  l'a  fait  pour  le  nombre  /',  dans  le  théorème  IV,  signalé 

coDTCnabie  de  la  variable  indépendante;  il  est  clair,  en  effet  que  si,  sur  deux 
arcs  consécutifs  d'un  môme  cercle,  par  exemple,  on  exprimer  et  y  au  moyen  de 
deux  variables  différentes,  auxquelles  on  donne  le  même  nom,  les  dérivées  ne 
sont  pas  continues  au  point  de  suture. 

(*)  Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  II.  M.  Darboux  a  pu,  on  étudiant  la 
méthode  de  Gauss,  obtenir  des  propriétés  de  minimum  absolu  dans  des  problèmes 
très  généraux. 

(')  Il  y  aurait  des  modifications  faciles  à  faire  dans  le  cas  où  l'iinc  des  déri- 
vées de  y  deviendrait  infinie. 
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tout  à  l'heure.  En  d'autres  termes,  quel  que  soît  le  nombre  m,  il 
existe  des  intégrales  telles  que  certaines  courbes  les  rendent  mi" 
nima  dans  un  voisinage  d'ordre  /w,  c'est-à-dire  les  rendent  plus 
petites  que  ne  le  feraient  toutes  les  courbes  satisfaisant  aux  con- 
ditions aux  limites  et  aux  conditions  de  continuité,  et  infiniment 
voisines  d'ordre  m  de  la  courbe  considérée.  Cependant,  les  mé- 
thodes de  M.  Zermelo  ne  lui  permettent  d'énoncer  des  résultats 
généraux  que  moyennant  l'hypothèse  m^r,  et  il  indique, 
comme  sujets  de  recherche  à  la  fin  de  son  Travail,  l'étude  des  cas 
suivants  (')  :  r=/i  —  i,  m<C  n  —  i:  r=n^  m  =  n  —  i.  Je 
voudrais  indiquer  pour  quelles  raisons  ces  sujets  de  recherche, 
d'ailleurs  très  intéressants,  ne  paraissent  pas  rentrer  dans  le  cadre 
du  calcul  des  variations,  c'est-à-dire  pouvoir  être  traités  par  ses 
méthodes. 

Rappelons  que  r  désigne  l'ordre  jusque  auquel  les  conditions  de 
continuité  sont  vérifiées  et  m  l'ordre  de  voisinage.  Désignons 
par  y  l'ordonnée  de  la  courbe  donnée,  par  Y  l'ordonnée  de  la 
courbe  voisine.  Par  hypothèse,  y  et  Y  sont  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  r  inclusivement;  il  en  est  de  même 
de  Y  — y.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  Y  dépende  d^un 
paramètre  e  et  que  Y — y  soit  infiniment  petit  avec  e;  s'il  en  est 
de  même  pour  les  m  premières  dérivées  de  Y  — y^  l'ordre  de  voi- 
sinage des  deux  courbes  est  m.  Cela  posé,  si  m  est  inférieur  à  r, 
on  voit  que  la  dérivée  d'ordre  r  de  Y  — y  est,  quel  que  soit  e, 
une  fonction  continue  de  x,  mais  ne  devient  pas  infiniment  petite 
avec  e.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  m  =  r  —  i,  cette  dérivée 
d'ordre  r  est  la  dérivée  d'une  fonction  infiniment  petite  avec  e; 
comme  elle  n'est  pas  elle-même  infiniment  petite,  on  voit  aisé- 
ment qu'elle  a  des  oscillations  de  plus  en  plus  fréquentes,  dont  la 

fréquence  est  de  l'ordre  de  grandeur  de--  En  d'autres  termes, 

cette  dérivée  d'ordre  r  de  Y  — y  et,  par  suite,  la  dérivée  d'ordre  r 
de  Y  n'est  pas  uniformément  continue  lorsque  s  tend  vers  zéro. 
Si  donc  on  considère  la  fonction  Y  comme  infiniment  voisine  de 
la  fonction  y^  on  pourra  dire  que  la  dérivée  d'ordre  r  de  Y  est 
une  fonction  continue,  dont  la  continuité  disparaîtrait  au  moment 

(')  11  ne  semble  pas  y  avoir  avanlage  à  supposer  r>n. 
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où  Y  se  confondrai l  avec  j^;  de  sorte  que,  en  tant  que  fonction 
infiniment  voisine  de  y^  la  fonction  Y  n'admet  des  dérivées 
continues  que  jusqu'à  Tordre  m  inclusivement. 

On  en  conclut  que  la  comparaison  de  l'intégrale  sur  deux 
courbes,  dont  l'ordre  de  voisinage  ni  est  inférieur  à  r,  est  un 
problème  analogue  à  la  comparaison  de  l'intégrale  sur  deux 
courbes  qui  ne  seraient  pas  infiniment  voisines;  puisque,  en  con- 
sidérant les  deux  courbes  comme  infiniment  voisines,  c'est-à-dire 
en  faisant  tendre  e  vers  zéro,  on  fait  disparaître  la  continuité  jus- 
qu'à l'ordre  /*,  contrairement  aux  hypothèses. 

Ces  remarques,  d'ailleurs,  ne  diminuent  eu  rien  l'intérêt  qu'il 
y  a  à  considérer  les  nombres  m  et  r  qu'introduit  M.  Zermelo.  En 
particulier,  la  distinction  qui  s'établit  entre  les  cas  m^=  r  =  n  —  i 
et  m  =  r=  /i,  pour  lesquels  les  conditions  du  minimum  effectif 
ne  sont  pas  les  mêmes,  paraît  être  des  plus  intéressantes.  Nous  la 
signalons  ici,  ne  pouvant  énoncer,  en  détail,  tous  les  résultats  où 
elle  intervient. 

Indépendamment  des  définitions  précises  dont  nous  venons  de 
voir  l'importance,  le  Chapitre  II  renferme  la  formation  de  l'équa- 
tion différentielle  du  problème,  et  l'énoncé  précis  et  rigoureux 
des  conditions  nécessaires  qui  résultent  de  sa  considération.  Si- 
gnalons, en  particulier,  dans  chaque  démonstration  du  fait  qu^une 
courbe  donnée  ne  fournit  pas  un  minimum,  la  formation  effec- 
tive d'une  courbe  donnant  une  plus  grande  valeur  à  rintcgralc, 
et  satisfaisant  aux  conditions  exigées.  On  arrive  même,  par  l'em- 
ploi d'un  artifice  dont  le  prlnci|)C  est  dil  à  M.  Weierslrass,  à  n'in- 
troduire que  des  courbes  sur  lesquelles  toutes  les  dérivées  dey 
sont  continues  et  même  que  des  courbes  formées  d'un  seul  arc 
analytique.  Cet  artifice  consiste  essenliellemcnl  dans  l'emploi  de 
variations  telle  que  la  suivante 

où  l'on  suppose  t^  compris  entre  ts  et  Z^,  et  où  p  est  un  nombre 
que  l'on  choisira  aussi  grand  que  l'on  veut.  Dès  lors,  la  fonction 
Ç(f)  sera  négligeable,  sauf  dans  un  voisinage  aussi  restreint  que 
l'on  voudra  de  f  =  ^o>  ^^  c'est  ce  fait  qui  assure  le  succès  de  ces 
démonstrations  ingénieuses,  sur  lcs([uellcs  nous  ne  pouvons  nous 
étendre  davantage. 
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laîns  caSy  la  considération  d^une  courhc,  qiril  appelle  em^eloppe, 
permettrait  de  généraliser  la  discussion  bien  connue,  relative  à  la 
chaînette  considérée  comme  méridienne  de  la  surface  de  révolu- 
lion  d'aire  minimum.  Malheureusement,  on  ne  peut  encore  indi- 
quer de  critérium  simple  de  l'existence  d'une  telle  enveloppe. 
C'est  là  un  desideratum  à  ajouter  à  ceux  dont  la  liste  clôt  le  tra- 
vail que  nous  venons  d'analjser  brièvement. 

On  voit  que  M.  Zermelo  soulève  bien  des  questions  intéres- 
santes et  indique  la  solution  coraplèle  de  quelques-unes.  Peut- 
être  pourrait-on  lui  reprocher  de  ne  pas  avoir  suffisamment  dit 
lesquels  de  ces  résultats  étaient  véritablement  nouveaux  ;  ou  plutôt 
de  ne  pas  avoir  montré  les  relations  qu'il  y  a  entre  certaines  de 
ses  formules  et  les  formules  obtenues  parles  auteurs  qui  s'étaient 
précédemment  occupés  de  la  variation  seconde  des  intégrales; 
l'étude  de  ces  relations  serait  certainement  très  intéressante;  mais 
M.  Zermelo  pourrait  répondre  qu'elle  aurait  allongé  démesuré- 
ment son  Travail. 

Tel  qu'il  est,  celui-ci  sera  lu  avec  fruit  par  tous  ceux  qu'inté- 
resse le  Calcul  des  Variations;  ceux  à  qui  il  est  déjà  familier 
seront  heureux  de  connaître  les  méthodes  nouvelles  et  les  résul- 
tats nouveaux  dont  nous  avons  essayé  de  donner  un  aperçu;  ceux 
qui  désirent  l'apprendre  auront,  en  M.  Zermelo,  un  guide  sûr. 
En  effet,  nous  l'avons  déjà  dit,  il  apporte,  dans  ces  questions 
délicates,  toute  la  précision  et  tout  le  souci  de  la  rigueur  qu'on 
était  en  droit  d'attendre  d'un  élève  de  M.  Sclnvarz. 

Emile  Boiiel. 


SopHis  LIE.  —  Geo!uetri£  der  Berueiikuxgstran'sformationex,  dargcstollt 
von  Sophux  Lie  und  Georfr  ScheJlfcrs.  Erster  Band,  mil  Figurcn  ini  Tcxt. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.-G.  Tcubner,  1896. 

La  Géométrie  des  transformations  de  contact  de  M.  Soplius 
Lie,  dont  nous  allons  analyser  le  premier  Volume,  est  un  exposé 
détaillé  et  systématique  des  travaux  géométriques  ([ui  ont  fondé 
la  gloire  de  rillustre  savant  norwégien.  Celte  publication  sera 
précieuse  aux  géomètres  <|ui  rcgn^tlaienl  (pic  ces  recherches  de 
M.  Lie  fussent  éparses  dans  des  recueils  souvenl  clilTicilcs  à  con- 
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suher,  et  rédigées  parfois  avec  une  concision  presque  mjslérieuse. 
Elles  forment  bien,  comme  Findique  le  titre  significatif  choisi  par 
Fauteur,  sinon  une  Géométrie  nouvelle,  du  moins  un  singulier 
prolongement  de  la  Géométrie,  caractérisé  par  l'introduction  des 
éléments  de  contact  :  éléments  linéaires  des  courbes,  éléments 
plans  des  surfaces,  et  qui  est  aussi  intimement  lié  à  la  théorie  des 
équations  diOerentielles  que  la  Géométrie  de  Descartes  à  Fétade 
des  équations  algébriques.  Les  résultats  les  plus  remarquables  y 
ont  leur  principe  dans  cette  méthode  de  la  transformation  des 
ligures,  qui,  déjà  si  féconde  dans  la  Géométrie  élémentaire,  prend 
ici  une  merveilleuse  extension,  dont  la  célèbre  transformation  des 
droites  en  sphères  est  peut-être  le  plus  bel  exemple.  J'ajoute,  pour 
traduire  fidèlement  toute  la  |>ensée  de  M.  Lie,  qu'il  a  voulu  que 
cette  exposition  de  ces  recherches  fût  une  preuve,  en  quelque 
sorte  vivante,  de  ce  que  peuvent  gagner  la  Géométrie  et  FAnalyse 
à  se  prêter  un  mutuel  appui,  enrichissant  ainsi  toutes  deux  leurs 
domaines  de  nouveaux  objets  de  recherches,  dHdées  nouvelles  et 
de  nouvelles  et  fécondes  méthodes. 

Quelques  lecteurs  trouveront  peut-être  que  le  nouvel  Ouvrage 
de  MM.  Lie  et  Scheflers  n'aurait  rien  perdu  à  ce  que  Fexpositioa 
j  fut  souvent  plus  condensée  et  le  st^le  plus  concis.  Mais  il  est 
juste  d'observer  que  les  auteurs  ont  tenu  à  en  rendre  la  lecture 
facile  aux  étudiants,  et  il  faut  reconnaître  qu'avec  sa  rédaction  si 
claire,  ses  divisions  si  nettes,  ses  exemples  intéressants  et  nom- 
breux, ses  figures  ingénieuses  et  expressives,  leur  Géométrie  des 
transformations  de  contact  est,  non  seulement  une  œuvre  d'un 
grand  intérêt  scientifique,  mais  encore  un  excellent  livre  d'en- 
seignement. 

I.  Le  Volume  est  divisé  en  trois  sections.  La  première  est  con- 
sacrée aux  éléments  linéaires  du  plan.  Dans  le  Chapitre  I,  qui  lui 
sert  d'Introduction,  les  auteurs,  après  avoir  rappelé  les  propriétés 
et  l'importance  des  transformations  ponctuelles  les  plus  simples 
(projection  orthogonale,  transformation  projective,  transformation 
par  ravons  vecteurs  réciproques),  montrent  qu'elles  sont,  à  un 
certain  point  de  vue,  de  même  nature  que  d'autres  opérations 
également  bien  connues  :  la  dilatation,  qui  consiste  à  remplacer 
les  courbes  d'un  plan  par  de?  courbes  parallèles,  l'opération  par 
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laquelle  on  les  transforme  en  leurs  podaires  par  rapport  à  un 
même  point,  enfin  la  transformation  par  polaires  réciproques.  Les 
unes  et  les  autres  sont  en  effet  des  transformations  des  éléments 
linéaires  du  plan  laissant  invariante  l'équation  dy — y'dx=^o^ 
où  Xy  y^  y  sont  les  coordonnées  d'un  élément  linéaire  quelconque. 
Que  de  telles  opérations,  en  dehors  de  leur  intérêt  géométrique, 
puissent  être  de  la  plus  grande  importance  dans  félude  des  équa- 
tions différentielles,  c'est  ce  que  montre,  entre  autres,  l'exemple 
de  l'équation  de  Clairaut,  qui  s'intègre  si  élégamment  au  moyen 
de  la  transformation  exprimant  le  passage  des  coordonnées  ponc- 
tuelles aux  coordonnées  tangentielles. 

Les  notions  ainsi  introduites  sont  précisées  et  présentées  avec 
toute  leur  généralité  dans  le  Chapitre  IL  Ce  sont  d'abord  celles 
à^ éléments  linéaires,  d'éléments  linéaires  unis,  i"* association 
d'éléments  (*),  qui  permettent  d'énoncer  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante  le  problème  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre;  puis  celle  des  transformations  de 
contact  du  plan.  MM.  Lie  et  Scheffers  montrent  que  chacune 
d'elles  est  définie  par  une  relation  entre  les  coordonnées  des  points 
des  deux  plans  correspondants,  résultat  analytique  auquel  cor- 
respond le  mode  de  génération,  également  bien  connu,  de  ces 
transformations,  qui  repose  sur  la  théorie  des  enveloppes. 

La  condition  pour  qu'une  transformation  des  élément  linéaires 
d'un  plan 

soit  une  transformation  de  contact  s'exprime,  comme  Ton  sait, 
par  les  identités 

[X,  Y]  =  o,         [P,  X|=p,         [P,  YJ=oP. 

Ce  résultat  fait  l'objet  du  Chapitre  111,  qui  contient  en  outre  d'in- 
téressantes interprétations  géométriques  de  la  relation  d'involu- 
tion  [X,  Y]=o,  avec  application  à  la  formation  de  types  géné- 
raux d'équations  différentielles  du  premier  ordre  intégrables  par 
élimination.  On  y  trouvera  encore  les  principes  fondamentaux  de 


(')  Nous  traduisons  ainsi  lo  mol  Elementvcrein,  nno  INI.  Lie  siibsliluc  ;'i  celui 
de  Etenient-niannigfaltigkeit  employé  clans  ses  précédents  Ouvrages. 
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la  transformation  des  équations  difTérentieUes  du  second  ordre 
par  des  transformations  de  contact,  et  enfin  des  remarques  histo- 
riques sur  certains  résultats  de  Lagrange  et  de  Pliicker,  incidem- 
ment retrouvés  dans  l'exposé  précédent. 

Le  Chapitre  IV  contient  la  théorie  des  transformations  de 
contact  infinitésimales.  Signalons-y  Tinterprélalion  mécanique  de 
toute  transformation  comme  la  propagation  d'un  mouvement 
ondulatoire,  ce  qui  conduit  à  considérer  le  principe  d'Huyghens, 
en  Optique,  comme  identique  à  ce  fait  que  certaines  transforma- 
tions de  contact,  dépendant  du  temps  comme  paramètre,  forment 
un  groupe.  La  recherche  des  invariants  différentiels  d'une  trans- 
formation infinitésimale  de  contact,  la  détermination  des  équa- 
tions différentielles  qu'elle  laisse  invariantes,  enfin  l'étude  des 
transformations  de  contact  infinitésimales  échangeables  entre  elles 
complètent  cette  étude. 

Les  développements  du  Chapitre  V  sont  destinés  à  montrer,  sur 
un  exemple  étendu  et  intéressant,  l'importance  des  notions  pré- 
cédentes. M.  Lie  y  a  repris  l'exposé  de  ses  belles  recherches  sur 
les  cercles  géodésiques  (*),  dont  les  résultats  ont  une  si  remar- 
quable analogie  avec  certains  théorèmes  bien  connus  de  Beltrami, 
Diui  et  Lie  dans  la  théorie  des  lignes  géodésiques.  La  recherche 
de  tous  les  ^5- pour  lesquels  l'équation  différentielle  du  troisième 
ordre  des  cercles  géodésiques  admet  des  transformations  infinité- 
simales de  contact  conduit  uniquement,  d'abord  aux  surfaces  à 
courbure  constante,  pour  lesquels  on  trouve  10  transformations 
indépendantes,  puis  à  des  surfaces  applicables  sur  certaines  sur- 
faces de  révolution,  enfin  aux  surfaces  applicables  sur  les  surfaces 
spirales.  Dans  le  premier  cas  apparaît  le  groupe  important  des 
transformations  de  contact  du  plan  qui  changent  tout  cercle  en 
cercle.  On  conclut,  en  plus,  de  cette  étude  que  les  surfaces  à  cour- 
bure constante  sont  les  seules  pour  lesquelles  l'équation  générale 
des  cercles  géodésiques  puisse  se  ramener  à  la  forme 

(x  —  ciy-^iy  —  ày — c*  =  o. 

M.  Lie  cherche  ensuite  dans  quel  cas  deux  surfaces  peuvent  se 
correspondre  point  par  point  de  manière  que  leurs  cercles  géodé- 

(  '  )  Arc/iw  for  Math.  og.  Naturwiss.  Krisliania,  188^. 
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siques  se  correspondent  aussi,  et  trouve,  en  laissant  de  cote  les 
solutions  évidentes,  que  les  ds^  des  deux  surfaces  doivent  être  de 
révolution,  et  que  l'un  des  deux  détermine  Tautre.  On  a  ainsi, 
pour  certains  couples  de  surfaces  de  révolution,  une  généralisation 
bien  curieuse  de  la  transformation  stéréographique,  dans  laquelle 
les  méridiens  et  les  parallèles  se  correspondent,  les  zones  homo- 
logues se  transformant  projectivement. 

II.  La  seconde  section  est  intitulée  :  Géométrie  des  éléments 
linéaires  de  l'espace  (*).  C'est,  au  fond,  l'étude  des  questions 
géométriques  se  rattachant  aux  équations  de  Mongey  c'est-à-dire 
aux  relations  entre  les  coordonnées  d'un  élément  linéaire  de  l'es- 
pace, dont  la  forme  générale  est 

^(Xf  y^  Zj  dXf  dv,  dz)=  Oy 

^  étant  homogène  en  dx,  dy,  dz.  Celles  de  ces  équations  qui  sont 
linéaires,  les  équations  de  Pfajf,  forment  l'objet  du  Chapitre  VI. 
La  plus  simple  d'entre  elles,  l'équation 

(i)  dy  —  z  dx  =  o, 

permet  de  considérer  la  Géométrie  des  éléments  linéaires  du  plan 
comme  un  cas  particulier  de  celte  étude  :  elle  donne  en  effet 
naissance  à  une  correspondance  entre  les  points  de  Tespacc  et  les 
éléments  linéaires  du  plan,  dans  laquelle  aux  courbes  intégrales 
deréqualion(i)  correspondent  les  associations  d'élémentsdu  plan  ; 
intégrer  une  équalion  différentielle  du  prcniicr  ordre  revient  ainsi 
à  trouver  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (i)  situées  sur  une 
surface  donnée,  et  celte  idée  si  simple  suffît  à  éclairer  entière- 
ment la  théorie  si  délicate  des  intégrales  singulières.  Après  ces 
remarques,  les  auteurs  s'occupent  de  la  réduction  des  équations 
de  Pfaffà  leur  l'orme  canonique,  et  donnent  ensuite  une  exposi- 
tion très  élégante  des  propriétés  des  complexes  linéaires,  dont 
l'étude  rentre  dans  celle  des  équations  de  Pfaff  de  la  forme 

X{y  dz  —  z  dy  ) -»-  B ( -c  dx  —  x  dz) 

-f-  G  (  a:  dy  —  y  dx  )  -h  D  dx  -i-  E  dy  -r-(j  dz  =^  o^ 


(  '  )  Presque  tous  'es  résultats  géométriques  do  celte  section  et  de  la  suivante  sont 
«•iiipruntés  au  célèbre  Mcuioire  de  M.  Lie  «  Sur  les  coniplexes  »  {Matli.  Annalcn^ 
I.  V  ). 
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qui  sont  les  équations  différentielles  de  ces  complexes.  Par  des 
transformations  projectives,  on  ramène  ces  équations  à  l'équation 
unique 

(  2  )  X  dy  — y  dx  -h  dz  =  o, 

en  exceptant  le  cas  des  complexes  spéciaux.  Les  courbes  inté- 
grales, ou  courbes  du  complexe,  jouissent  de  ces  propriétés  bien 
remarquables  d'avoir,  en  un  même  point,  même  plan  osculateur 
et,  de  plus,  même  torsion,  dès  qu'elles  y  ont  la  même  tangente; 
la  détermination  des  asjmptotiques  des  surfaces  réglées  formées 
de  droites  du  complexe,  ainsi  que  les  formules  donnant  toutes 
les  courbes  du  complexe,  en  résultent.  Le  Chapitre  se  termine 
par  la  réduction  de  Téquation  (2)  à  la  forme  (i),  qui  conduit  à 
une  transformation  remarquable  des  points  de  l'espace  en  les  élé- 
ments linéaires  du  plan,  dans  laquelle  aux  droites  du  complexe 
linéaire  correspondent  les  paraboles  du  plan,  d'axes  parallèles  à 
une  même  direction. 

Le  Chapitre  VII  est  consacré  aux  équations  de  Monge  géné- 
rales, dont  la  théorie  est  intimement  liée  à  celle  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Celles  qui  admettent, 
comme  courbes  intégrales,  00*  droites  méritent  une  attention 
spéciale,  car  leur  élude  contient  celle  des  complexes  de  droites. 
Après  un  historique  très  intéressant  sur  la  Géométrie  réglée,  les 
auteurs  en  reprennent,  dans  une  remarquable  exposition,  les  prin- 
cipes fondamentaux  et,  en  particulier,  les  propriétés  des  faisceaux 
et  réseaux  de  complexes  linéaires.  Ils  passent  ensuite  à  l'étude  des 
courbes  du  complexe,  par  laquelle  M.  Lie  a  donné  à  la  théorie 
des  complexes  une  si  merveilleuse  extension  :  les  résultats  du 
Chapitre  précédent,  relatifs  au  plan  osculateur  et  à  la  torsion,  sont 
encore  vrais  ici,  et  l'on  en  conclut  ce  beau  théorème  que  :  Sur  les 
surfaces  intégrales,  les  caractéristiques  sont  des  lignes  asyni- 
ptotiques^  et  que,  trouv'cr  les  surfaces  intégrales,  c^est  trouver 
les  surfaces  dont  une  famille  d^ asymptotiques  est  formée  de 
courbes  du  complexe. 

Le  Chapitre  VllI  contient,  comme  exemple  des  théories  précé- 
dentes, une  élude  approfondie  du  complexe  tétracdral,  c'est- 
à-dire  du  complexe  des  droites  qui  sont  coupées  suivant  un 
rapport  anharmonique  constant  par  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre. 
C'est,   en   dehors  des   généralités    préliminaires   et   d'un  aperçu 
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historique  sur  les  complexes  lélraédraux  les  plus  connus,  Texpo- 
sitîon  de  recherches  déjà  anciennes  de  M.  Lie  (*)  :  elle  contient 
d^abord  la  détermination  des  courbes  du  complexe,  et  la  classifi- 
cation de  ces  courbes  et  de  leurs  éléments  linéaires  par  la  consi- 
dération des  transformations  projeclives  qui  laissent  invariant  le 
tétraèdre  et,  par  suite,  le  complexe  considéré.  L'équation  de  Monge 
de  ce  complexe  est,  de  plus,  invariante  par  toute  transformation  de 
la  forme 

et  ce  fait  si  simple  conduit  à  nombre  de  conséquences  importantes, 
entre  autres  à  la  détermination  des  asymptotiques  des  surfaces 
tétraédrales  symétriques,  aux  propriétés  auharmoniques  des  cordes 
des  cubiques  gauches  et  des  droites  des  quadriques,  enfin  au 
théorème  fondamental  sur  les  sections  tangentes  de  la  surface  de 
Steiner.  Enfin  une  nouvelle  transformation 

rattache  le  complexe  tétraédral  à  celui  des  sécantes  d'une  conique, 
et  fournit  en  particulier  des  surfaces  curieuses,  qui  sont  engen- 
drées de  quatre  manières,  et  d'une  infinité  de  manières  par  la 
translation  d'une  courbe. 

La  recherche  de  ces  sur/aces  de  translation  vient  se  rattacher 
d'une  autre  manière  à  l'élude  des  complexes,  envisagée  au  point 
de  vue  si  étendu  de  M.  Lie.  Aux  problèmes  d'intégration  qui  s'y 
rapportent  et  qui  ont  été  examinés  dans  les  précédents  Gliapilres 
(détermination  des  courbes  et  des  surfaces  intégrales)  peut  en  elFet 
se  joindre  le  suivant,  auquel  est  consacré  le  Chapitre  IX  :  Déter- 
miner les  surfaces  conjuguées  au  complexes,  c^est-à-dire  dont  un 
réseau  conjugué  est  formé  de  courbes  du  complexe,  La  solution 
en  revient  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  linéaire  en  /*,  5,  /,  et  comprend,  dans  le  cas  parti- 
culier où  le  complexe  est  celui  des  sécantes  d'une  courbe  plane,  la 
détermination  des  surfaces  minima.  Par  des  considérations  géomé- 
triques des  plus  ingénieuses,  M.  Lie  parvient,  dans  ce  cas,  aux 
formules  définitives.  Une  méthode  analogue  fournit  les  surfaces 
conjuguées  à  un  complexe  tétraédral,  pour  lesquelles  M.  Lie  donne 


(  ')  Gottinger  Nachrichten,  janvier  1870. 
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en  outre  la  de lernii nation  de  leurs  lignes  asymptoliques  au  moyen 
de  quadratures.  Si  Ton  cherche  mainlenant  les  surfaces  conju- 
guées de  deux,  manières  au  complexe  des  sécantes  d'une  courbe 
plane,  on  est  conduit  à  un  système  de  deux  équations  linéaires  de 
la  forme  précédente  :  M.  Lie  a  prouvé,  dans  ses  recherches  sur 
les  surfaces  de  translation,  que  la  condition  d'intégrabilité  du 
système  exprime  que  la  courbe  considérée  doit  être  une  courbe 
algébrique  plane  du  quatrième  ordre.  Les  auteurs  se  bornent  à 
montrer  ici  la  relation  si  curieuse  qui  existe  entre  ce  résultat  et  le 
théorème  d'Abel  sur  les  intégrales  algébriques  de  première  espèce. 
Us  examinent  ensuite  avec  quelques  détails  les  cas  où  la  courbe  du 
quatrième  degré  se  décompose,  et  cette  discussion  conduit  en 
particulier  aux  surfaces  de  translation  du  Chapitre  précédent,  à  la 
surface  minima  de  Scherck,  à  Phélicoïde  minima,  enfin  à  la  sur- 
face réglée  du  troisième  ordre,  dite  surface  de  Cayley. 

Dans  le  Chapitre  X,  Tun  des  plus  intéressants  du  Volume, 
M.  Lie  donne  une  détermination  géométrique  très  élégante  des 
transformations  conformes  de  l'espace,  et  développe  ensuite  la 
série  des  considérations  qui  conduisent  à  sa  célèbre  correspon- 
dance entre  droites  et  sphères.  Le  point  de  départ  est  dans  la 
transformation  bien  connue  qui  fait  correspondre  à  tout  cercle  du 
plan  des  x,  y 

le  point  de  l'espace,  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  On  peut  la  consi- 
dérer comme  établissant  une  correspondance  entre  les  droites 
minima  de  l'espace  et  les  éléments  linéaires  du  plan,  dans  laquelle 
on  particulier  les  transformations  conformes  de  l'espace  se  trouvent 
correspondre  aux  transformations  de  contact  du  plan  qui  changent 
tout  cercle  en  cercle.  Si  l'on  prend  alors,  pour  coordonnées  d'une 
droite  minima 

'^^X  —  îisY-iZ  —  V  =  0, 

les  quantités  5,  F,  F',  on  constate,  d'abord,  que  toute  transforma- 
tion conforme  de  Tespace  transforme  ces  coordonnées  en  laissant 
invariante  Téquation 

et  d'autre  part  que  les  droites  minima  passant  par  un  même  point 
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sont  défînies  par  une  relation  de  la  forme 

F  =  a  -h  bs  -\-  es*. 

De  sorte  que,  si  Ton  interprète  s,  F,  F'  comme  les  coordonnées 
d\in  élément  linéaire  d'un  nouveau  plan,  aux  transformations 
conformes  de  l'espace  correspondent  maintenant  les  transforma- 
tions de  contact  de  ce  plan  qui  laissent  invariante  la  famille  des 
paraboles  d'axes  parallèles  à  une  même  direction;  d'où  résulte  la 
transformation  de  contact  donnée  a  priori  au  Chapitre  VI,  qui 
change  ces  paraboles  dans  les  cercles  du  plan.  Mais  on  obtient  des 
résultats  plus  importants  encore  en  combinant  la  correspondance 
actuelle  des  droites  minima  et  des  éléments  linéaires  (5,  F,  F') 
d'un  plan,  avec  la  transformation,  établie  au  Chapitre  VI,  des 
éléments  linéaires  d'un  plan  dans  les  points  de  l'espace.  On  ob- 
tient ainsi  une  correspondance  de  deux  espaces,  défînie  au  fond 
par  les  deux  relations 

X  -h  «Y  H-  xZ  -+-  z  —  Oy 
xi\  —  i\  ) —  Z  — y  =  o, 

dans  laquelle  aux  points  du  premier  correspondent,  d'une  manière 
iinivoque,  les  droites  minima  du  second,  et  aux  points  du  second, 
dans  le  premier,  les  droites  du  complexe  linéaire  (2).  Et  l'on 
peut  l'interpréter  comme  transformation  de  contact  d'un  des 
espaces  dans  l'autre,  car  elle  fait  correspondre  à  chaque  élément 
de  surface  du  second  espace  un  couple  de  deux  éléments  de  sur- 
face du  premier,  conjugués  par  rapport  au  complexe  linéaire  (?.), 
et  cela  de  telle  manière  qu'à  une  sphère  correspond  un  couple  de 
droites  conjuguées.  On  sait  que  l'une  des  plus  belles  propriétés  de 
cette  transformation  est  de  changer  toute  ligne  de  courbure  d'une 
surface  en  une  ligne  asymplolique  de  la  surface  transformée  :  par 
des  considérations  de  Géométrie  infinitésimale,  M.  Lie  rend 
presque  intuitif  ce  résultat  si  remarquable. 

Les  auteurs  terminent  cette  secoride  section  en  définissant, 
pour  l'espace,  les  associations  d'éléments  linéaires,  et  en  dé- 
montrant que  les  transformations  ponctuelles  sont  les  seules 
transformations  d'éléments  linéaires  qui  changent  toute  associa- 
lion  d'éléments  en  une  autre  association  d'éléments. 

IIL  Les  deux  premiers  Chapitres  de  la  troisième  section  {Intro- 
duction à  la  Géométrie  des  éléments  de  surface)  contiennent 
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un».'  exposition  tout  à  fait  remarquable,  à  cause  Je  sa  forme  géo- 
métrique si  expressive  et  si  simple,  des  principes  fomlamentanx 
de  la  théorie  des  équations  aux  déri\ées  partielles  du  premier 
ordre.  C'est  d'abord  au  Chapitre  XI,  en  quelque  sorte  prépara- 
toire, après  une  étude  spéciale  des  équations  linéaires,  on  exposé 
des  idées  de  Lagrange  et  surtout  de  Monge.  La  notion  des  inté- 
grales complètes  et  la  génération  des  surfaces  intégrales  par  la  mé- 
thode des  enveloppes  conduisent  à  la  définition  des  caractéristiques 
et  à  leurs  propriétés  essentielles;  la  remarque  que  ce  sont,  au 
point  de  vue  de  la  détermination  des  surfaces  intégrales  par  une  de 
leurs  courbes  Y  des  courbes  d'indétermination,  fournit  leurs  équa- 
tions diOerentielles;  et  la  solution  s'achève  alors  par  la  construc- 
tion, au  mo\en  de  caractéristiques,  de  la  surface  intégrale  qui 
passe  par  une  courbe  donnée.  Une  étude  historique  très  inté- 
ressante termine  ce  Chapitre. 

Dans  le  suivant,  la  question  est  reprise  sous  sa  forme  déGnîtive, 
au  moven  de  l'introduction  des  associaiions  d^éléments  de  sur- 

m 

face  ( surfaces j  courbes,  points;  cônes  élémentaires,  bandes  d'élé- 
ments); on  peut  ainsi  énoncer  le  problème  de  l'intégration  sous 
une  forme  tout  à  fait  générale,  et  l'on  est  conduit  à  généraliser  la 
la  notion  d'intégrale  complète  et  â  remplacer  les  courbes  carac- 
téristiques de  Monge  par  les  bandes  caractéristiques  correspon- 
dantes. Celles-ci  sont  d'abord  définies  en  admettant  rexistence 
d'une  intégrale  complète,  ce  qui  conduit  de  deux  manières  à  la 
représentation  si  féconde  des  intégrales  par  les  associations  d'é- 
léments d'un  plan,  et  des  bandes  caractéristiques  par  les  éléments 
linéaires  de  ce  plan.  M.  Lie  reprend  ensuite  la  question  sjnthé- 
tiquemenl,  en  partant  des  équations  diflerentielles  des  bandes 
caractéristiques,  et  démontre,  par  un  procédé  rigoureux,  qui  évite 
la  célèbre  objection  faite  à  la  méthode  de  Cauchy,  que  Tinlégra- 
lion  de  ce  système  d'équations  difl'ércnlielles  ordinaires  permet  la 
construction  efteclive  d'une  intégrale  complète  de  réquation 
donnée.  Incidemment  est  donnée  la  solution  générale  du  problème 
de  la  détermination  des  courbes  intégrales  dune  équation  de 
Monge  quelconque.  Les  auteurs  rattachent  ensuite  la  méthode  des 
caractéristiques  aux  autres  méthodes,  en  étudiant  le  système  des 
équations  des  caractéristi«|ues,  ou  mieux  l'équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  qui  lui  est  équivalente.  La  relation  d'involu- 
tion,  dont  la  signiiication  géométrique  est  si  importante,  joue  ici 
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uo  rôle  fondamental.  Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  la 
transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  :  la  représentation  des  caractéristiques  par  les  éléments 
linéaires  du  plan  y  conduit  à  ce  beau  résultat  qu'à  toute  transfor- 
mation ponctuelle  de  Tèspace,  qui  laisse  invariante  Téquation 
considérée,  correspond  une  transformation  de  contact  du  plan. 

Le  Chapitre  XIII  traite  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  qui  admettent  des  transformations  infinitésimales 
connues.  Les  cas  d'une  et  de  deux  transformations  sont  examinés 
successivement  et  accompagnés  d'intéressants  exemples;  les  sim- 
plifications correspondantes  y  sont  rattachées  à  la  méthode  d'inté- 
gration du  système  des  caractéristiques  développée  dans  le  pré- 
cédent Chapitre. 

Enfin  un  dernier  Chapitre  contient  la  détermination  et  Tétude 
de  quelques  classes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qui  présentent  un  intérêt  géométrique  particulier.  Ce  sont 
d'abord  celles  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  asympto- 
tiques  des  surfaces  intégrales  et  pour  lesquelles  il  n'y  a  qu'à  com- 
pléter les  résultats  du  Chapitre  VII.  Les  équations  pour  lesquelles 
les  caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  inté- 
grales s'en  déduisent  par  la  transformation  des  droites  en  sphères, 
ce  qui  conduit  les  auteurs  à  exposer  ici  les  propriétés  fondamen- 
tales des  transformations  de  contact,  et  des  systèmes  et  complexes 
de  sphères.  Ils  recherchent  ensuite  directement  celles  de  ces 
équations  qui  sont  linéaires  et  celles  pour  lesquelles  les  caracté- 
téristiques  sont  à  la  fois  lignes  de  courbure  et  asymptoliques  des 
surfaces  intégrales.  Par  la  considération  des  propriétés  des  sur- 
faces des  centres  de  courbure,  on  déduit  des  équations  précédentes 
une  classe  étendue  d'autres  équations  pour  lesquelles  les  caracté- 
ristiques sont,  sur  les  surfaces  intégrales,  des  lignes  géodésiques. 
La  forme  générale  des  équations  de  celle  classe  est  ensuite  déduite 
de  considérations  géométriques  ingénieuses.  Un  dernier  para- 
graphe est  enfin  consacré  aux  surfaces  dont  les  normales  appar- 
tiennent à  un  complexe  de  droites  donné,  surfaces  considérées 
d'abord  par  Transon;  la  détermination  de  ces  surfaces  fournil 
aussi  celle  des  surfaces  dont  oo*  lignes  géodésiques  apparlicMïncnt 
à  un  complexe  de  droites  donné. 

En  terminant  cette  analyse,   nous  espérons  avoir  donné  à   nos 
DuU.  des  Sciences  malhc'm.,  i'  scrif,  l.  \\I.  (I\'vri(M-  i^^^.)  '| 
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lecteurs  une  idée  du  nombre  et  de  rimportance  des  questions 
rrailécs  par  MM.  Lie  et  Scheffers;  mais  nous  craignons  de  n'avoir 
que  bien  imparfaitement  fait  sentir  ce  qui  ajoute  à  leur  Livre  un 
tel  attrait,  je  v.eux  dire  cet  art  si  personnel  de  M.  Lie  de  donner 
aux  notions  et  aux  combinaisons  les  plus  abstraites  de  TAnaUse 
mallirmatique  une  forme  géométrique  saisissante,  et,  pour  ainsi 
parler,  de  les  faire  vivre  sous  nos  yeux;  en  un  mot,  cette  mer- 
veilleuse puissance  de  représentation  concrète,  qui  fait  le  charme 
(le  r(»iiseignemcnt  de  ce  grand  géomètre  et  constitue  sans  doute 
le  fond  même  de  son  génie  mathématique.  E.   Vessiot. 


APPMLL  ol  (P.)  LACOUR  (E.)-  —  Hbincipes  de  la  théorie  des  poxctioxs 
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[|  n*esl  guère  de  ihéorie  «pii  soîl  plus  riche  que  celle  des  fonc- 
lions  elliph<iuos;  cette  richesse  même  et  la  multiplicité  des  élé- 
monls  donl  elle  se  compose  elIVavent  parfois  Tétudiant  modeste 
cl  (pli  onlend  borner  st*s  désirs.  MM.  Appell  et  Lacour  ont  voubi 
rassuivr  les  limidos.  Nul  ne  pouvait  le  faire  mieux  qu'eux,  ni 
dominer  ass(V.  le  sujel  pour  choisir  un  chemin  plus  attrayant,  ni 
rentliv  oo  chemin  plus  facile,  grâce  à  une  admirable  maîtrise  dans 
Tari  d\Mi*i(Mgn(M\  ni  élever  plus  rapi(iemeiil  le  lecteur  jusqu'à  une 
r(^j;ion  où,  d(^vanl  1rs  perspeclives  quil  découvre,  il  s'émerveille 
délre  monl('  sans  olVort. 

Nous  do\i>ns  nous  résigner  à  analyser  sèchement  le  petit  Livre 
qirils  onl  bien  %(nilu  donner  au\  èludiauls.  el  nous  ne  pouvons 
aNoir  la  prelonlion  d(*  rendre,  en  aucune  façon.  Tari  avec  lequel 
il  e>l  Ci^nipo'^**  «M  (^crîï. 

I.e>  anleui'^  rappt^lliMU  d'abord  <|uelques  pn>positions  élémcn- 
lair«^'»dr  i.i  iht  one  dr^  fonriicMis.  donl  lo>  unes  sont  indispensables 
ptMjr  i  inlrilim  lur  x\c  kc  i^w  >uiu  dt^nl  les  autres  préparent  Tin- 
lrodtirli«>n  do^  lonolioiiN  tMlipli,|ue<  :  lell«^s  sonl.  par  exemple,  les 
pr»»pt»xiîit»n>  u'Lih\r>  .în\  tolU'llon^  ralionnelles,  à  la  dêtinition 
.!r  U  in  tM*lir.  .«  \xu\  lii  t  oiup»^vïiuMi  tn  cii  nioiit>  simples,  à  la  re- 
pir^('nl.it:<'n  «in  ^niti^  p.<r  un  proJtiil  infini,  aux  louchons  ration- 
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nf*Ilcs  de  col  m,  ....  Ils  adoptent  la  défînitîon  suivante  des  fonc- 
lions  elliptiques  : 

On  appelle  fonction  elliptique  une  fonction  uniforme  n'ayant 
à  distance  finie,  d'autres  singularités  que  des  pôles  et  admettant 
des  périodes  qui  peuvent  être  toutes  composées  par  addition  et 
soustraction  avec  deux  périodes  primitives  20),  20/. 

Aprrs  quelques  remarques  sur  le  parallélogramme  des  périodes, 
Us  élahlissenl  le  théorème  de  Liouville  sur  les  fonctions  elliptiques 
<\ui  n'ont  point  de  pôle  à  dislance  finie  :  ce  sera,  avec  la  considé- 
ralion  a  priori  de  la  fonction  ^u^  leur  point  de  départ  essentiel. 
Celle  fonction  dii^  définie  au  moyen  du  produit  infini,  à  double 
enlréc,  engendre  par  différenliation  les  fonctions  Çw,  J3i/;  la  pério- 
dicité de  celle  dernière  apparaît  sur  la  série  même,  et  Ton  obtient 
immédiatement  par  intégration  les  formules  relatives  à  l'addition 
d'une  période  pour  les  fonctions  c^w,  JJm;  le  théorème  de  Liouville 
fournil  ensuite  une  démonstration  simple  et  naturelle  du  théorème 
de  M.  Hermite  sur  la  décomposition  en  éléments  simples  :  ce 
ihéorème  à  son  tour  conduit  rapidement  aux  propositions  les  plus 
essentielles  de  la  théorie  des  fonctions  ellipti(]ues  et,  en  particulier, 
à  Téqualion  différentielle  que  vérifie  pu^  ainsi  qu'aux  développe- 
ments de  pii^  ^w,  du  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u. 

Si  Ton  admet,  comme  le  font  les  auteurs,  que,  à  chaque  système 
^e  valeurs  «^2,  ^3  pour  lesquelles  l'équation 

4  Jî  —  ^î  5  —  ^3  =  o 

^^  pas  de  racines  égales,  correspond  un  système  de  périodes  20), 
■'•w  [tropre  à  engendrer  une  l'onction  pw,  il  sera  alors  démontré 
1^  u  existe  une  fonction  ellipli({ue  p{u]  g^t  gz)  dont  on  a  le  dé- 
>eloppenicnt  en  série  procédant  des  puissances  de  u  qui  vérifie 
celle  équation  :  le  calcul  de  2w,  2(0'  est  renvoyé  à  plus  lard  el 
^^  sera  fait  que  dans  le  cas  des  invariants  réels.  I^cs  théorèmes 
classiques  sur  la  représentation  d'une  fonction  elliptique  conime 
S"^l»eiii  de  produits  de  fondions  3*,  sur  les  zéros  et  les  pôles,  le 
^"♦•orènic  d*addition  de  la  fonction  pu^  ...,   s'étabhsscnl  alors 

*fcîi  aiscnicnl.  Le  cas  où  w  et  -.-  sonl  réels  et  positifs  el,  en  parti- 

^'"ucr,  dans  ce  même  cas,  la  variation  de  pUf  p' u  quand  u  décrit 
'e*  rùii'*;»  du   rectangle  dont   les  sommels   sonl  les   points   o,   o), 


yx  PREMIEKË  PARTIE. 

(I)  -\-  o/,  0/  sont  naturellement  Tobjet  d^une  élude  spéciale.  Au 
bout  de  soixante-dix  pages  environ,  d'une  lecture  aisée,  le  lecteur 
est  ainsi  conduit  à  un  point  où  il  peut  déjà  faire  d'intéressantes 
applications  :  la  cubique  gauclie  semble  faite  pour  illustrer  la 
fonction  pu  et  les  cas  particuliers  du  théorème  d'Abel,  qu'elle  offre 
comme  d'ellc-m(^me,  ne  pourront  manquer  d'intéresser  vivement 
l'étudiant,  en  lui  faisant  deviner  des  perspectives  plus  vastes.  Le 
pendule  spliériquc,  le  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un 
point  de  son  axe,  l'élastique  gauche  fournissent  d'autres  exemples, 
qui  sont  traités  avec  autant  de  simplicité  que  d'élégance. 

La  fonction  Z^/  a  été  définie  au  moyen  d'une  série  à  double 
entrée  (|ui  met  en  évidence  les  pôles  de  cette  fonction;  les  auteurs 
évitent  la  transformation  de  cette  série  dans  la  série  simple 
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rn  jiistiiianl,  par  la  considération  des  pôles,  l'introduction  de 
cette  dernière  série  pour  représenter  'Lu  et  en  vérifiant  l'égalité 
par  le  tln''onMne  de  I^iouvilie.  L'intégration  conduit  ensuite  à  l'ex- 
pression (le  11(^/)  comme  produit  inlini  simple.  Le  développement 
(l(»  lll,'/)  en  série  Irigonomélrique  s'obtient  ensuite  par  la  mé- 
llnxle  (les  eoefiicienls  intb'lerminés,  au  moyen  de  la  relation 

lit  M 

Il  (  M  -+-  51 1 K'  )  = f"  ~»^  H  (  u  ). 

Di'^s  lors  rintroduclion  des  quatre  fonctions  de  Jacobi,  puis  des 
fondions  sn,  en,  dn  et  rétablissement  de  leurs  propriétés  élémen- 
tair«*^  lu*  .soullVenl  aucune  diniculté. 

L(»s  formules  relatives  à  Técliange  de  K,  K'  dans  les  fonctions 
IL  ll|.  H,  H,  sont  encore  déduites  du  théorème  de  Liouviilc.  La 
façon  dont  se  coni|uuienl  les  fonctions  sn,  en,  dn  lorsque  K  et  K' 
>onl  réels  et  lorsque  la  variable  est  réelle  ou  purement  imaginaire 
est  «Misuit<»  êludi<*ea\ec  soin.  De  nombreuses  applications  suivent  : 
e'esl  dahord  la  biqnadralique  gauche,  puis  la  surface  des  ondes, 
dont  les  l'tMiues  et  les  propriétés  apparaissent  comme  une  consé- 


r 
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quence  immédiate  des  théories  que  Ton  vient  d'établir.  Viennent 

ensuite  le  pendule  simple,  Télastique  plane  sans  pression,  la  corde 

nier,  enfin  Tétude  des  mouvements  à  la  Poinsot,  avec  le  calcul 

angles  d'Euler  et  la  détermination  de  Thcrpolodie. 

Jusqu'à  présent  on  a  supposé,  dans   les  applications,  que  le 

^issc^riminanl^J —  ^'J gl  était  positif,  ou,  si  Ton  veut,  que  les  pé- 

les  primitives  sont  réelles  et  positives.  (1  reste  à  examiner  le 

cù  Ton  construit  les  fonctions  (iUj  ^u  avec  des  périodes  ima- 

&■** adirés  conjuguées 

^**    cjUj  est  réel  et  positif  et  où  wj^  est  une  quantité  purement  imagi- 
'•^■«*€à  coefficient  positif;  les  invariants  sont  encore  réels,  mais 
•^^**3[  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  sont  imaginaires 
^^»^juguées,  et  le  discriminant  est  négatif.  Inversement,  quand  on 
s^     donne  g^  et  ^3,  les  quantités  o),,  w^  se  calculent  au  moyen 
<^  iii^tégrales  définies  qui   se  ramènent  aisément  à   la  forme  de 
*-^gcndre,  par  une  transformation  du  second  ordre.  Ces  propo- 
sitions sont  immédiatement  appliquées  à  l'étude  de  la  courbe  dé- 
"uîe  par  les  équations 

puis  au  mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse  (d'après 
M.  Greenhill). 

l-»es  auteurs  traitent  ensuite  des  intégrales  elliptiques.  Suppo- 
^^^^  d'abord  que  le  radical  soit  sous  la  forme  normale  de  Legendre, 
1»  montrent  comment  le  calcul  des  intégrales  elliptiques  se  ra- 
mené au  calcul  d'intégrales  de  la  forme 


J  '     J   (snîa-(x)« 


€^  comment  s'obtiennent  ces  diverses  intégrales.  Ils  montrent 
«ïiuite  comment,  le  radical  étant  supposé  porter  sur  un  poljnome 
bicarré,  on  peut  le  ramener  à  la  forme  normale,  et  enfin  comment 
^^  peut  ramener  à  un  polynôme  bicarré  un  polynôme  général  du 
qwirièrac  degré.  Passant  ensuite  à  la  méthode  de  M.  Weicrslrass, 
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ils  établissent  que  la  fonction  de  // 


I    n'a  —  p'f 


où  i-  est  une  constante,  vérifie  l'équation 

où  /(/)  =  (/2  —  3pp)2 — 2(p"i^  —  ^^'p'^)  est  un  polynôme  du 
quatrième  degré  dont  les  racines  sont  les  moitiés  des  coefGcîents 
angulaires  des  tangentes  menées  du  point  P  à  la  cubique  que  dé- 
finissent les  équations 

X  =  pUy  y=p'u. 

Il  est  dès  lors  aisé  de  ramener  à  la  forme  normale  de  M.  Weier- 
strass  une  intégrale  elliptique  où  figure  un  polynôme  du  qualrième 
degré  quelconque,  et  celle  méthode  fournit,  en  même  temps  que 
Texprcssion  transcendante  des  racines  de  ce  polynôme,  le  moyen 
de  discuter  la  réalité  des  racines.  Enfin  le  sujet  est  repris  rapide- 
ment par  la  méthode  que  Ton  doit  à  M.  Hermite.  Les  applications 
suivantes  sont  ensuite  traitées  avec  les  notations  de  M.  Weier- 
strass  :  courbe  élastique  plane  et  sans  pression,  prisme  droit  chargé 
debout,  courbe  élastique  plane  sous  pression  normale,  surfaces 
homofocales  et  coordonnées  elliptiques,  surfaces  homofocales  à 
un  ellipsoïde  comme  surfaces  isothermes  et  signification  thermo- 
métrique  des  arguments,  etc. 

I^a  transformation  de  Landen  est  l'objet  d'un  Chapitre  spécial, 
dont  l'objet  essentiel  est  de  montrer  l'usage  de  cette  transforma- 
tiou  pour  les  calculs  numériques. 

MM.  Appell  et  Lacour  développent  ensuite  la  théorie  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  La  forniule  de 
décomposition  en  éléments  est  déduite,  par  un  procédé  semblable 
à  celui  qui  a  été  employé  pour  les  fonctions  doublement  pério- 
diques ordinaires,  de  ce  qu'une  fonction  de  seconde  espèce  qui 
n'admet  pas  de  pôle  à  dislance  finie  est  identiquement  nulle. 
L'équation  de  Lamé,  les  é(piations  de  M.  Picard  fournissent  de 
belles  applications. 

Pour   ce    qui    est    des    fonctions    doublement    périodiques    de 
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troisième  espèce,  les  auteurs,  après  avoir  donné  l'expression  de  ces 
fonctions  au  moyen  d'un  produit  de  facteurs,  introduisent  l'élé- 
ment simple 


7:1»'— >  Il 


dont  la  considération  est,  comme  on  sait,  due  à  M.  Appell,  et 
montrent  le  rôle  de  celte  fonction  y;„(j7, y)  dans  la  décomposition 
en  éléments  simples  d'une  fonction  doublement  périodique  de 
troisième  espèce,  soit  que  le  nombre  de  zéros  l'emporte  sur  le 
nombre  de  pôles,  soit  qu'il  lui^soit  inférieur. 

Un  dernier  Chapitre  est  destiné  à  faire  pénétrer  le  lecteur  dans 
la  théorie  des  fonctions  modulaires^  les  auteurs  définissent  les 
périodes  équivalentes,  la  fonction  J(t),  le  groupe  modulaire;  ils 
donnent  quelques  indications  rapides  sur  la  décomposition  du 
plan  en  cases  telles  que,  le  point  t  décrivant  l'une»  de  ces  cases,  les 

points 

fi-:  -h  h 


cz 


(où  a,  b,  c,  d  sont  des  entiers  liés  par  la  relation  ad  —  bc  =  1) 
décrivent  les  autres  cases,  et  terminent  en  montrant  quel  est,  pour 
la  fonction  H  de  Jacobi,  reflet  du  remplacement  des  deux  périodes 
qui  ont  servi  à  la  construire  par  deux  périodes  équivalentes. 

Deux  Notes  sont  consacrées  à  établir  l'impossibilité  de  IVxistence 
dune  fonction  continue  avec  deux  périodes  dont  le  rapport  est 
n*el,  l'impossibilité  d'une  fonction  uniforme  et  continue  avec  trois 
périodes,  et  la  convergence  du  produit  doublement  inlini  qui  sert 
à  la  définition  de  du. 

I£n(in  un  Tableau  de  quelques  pages  résume  les  formules  les 
plus  usuelles  de  la  théorie. 

Presque  tous  les  Chapitres  sont  suivis  d'exercices,  parfaitement 
choisis  pour  habituer  le  lecteur  au  maniement  des  formules  ou 
pour  le  faire  pénétrer  plus  avant  dans  les  belles  théories  aux(|uelles 
M.M.  Appell  et  Lacour  ont  voulu  l'initier.  J.  T. 
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RAFFY  (L.)-  —  Leçons  sur  les  applications  géométriques  de  l*Analtsb 
(Éléments  de  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces).  Un  toi.  în-8;  vi- 
2'ji  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1897. 

Voici  un  petit  Livre  qui  rendra  d^incontestables  ^services  aux 
étudiants,  par  Tordre,  la  précision,  la  clarté  qui  y  régnent  :  il 
constitue  une  excellente  Introduction  àTétudedes  parties  élevées 
de  la  Géométrie  infinitésimale^  celui  qui  Taura  étudié,  outre  qu'il 
aura  acquis  sur  les  points  fondamentaux  des  notions  précises, 
aura  tout  ce  qu^il  faut  pour  pénétrer  dans  cette  étude,  ou,  plutôt, 
il  y  sera  déjà  entré. 

Le  Livre  de  M.  Raffy  correspond  exactement  à  son  titre  :  il 
s'adresse  aux  jeunes  gens  qui  sont  déjà  en  possession  des  mé- 
thodes analytiques,  qui  savent  ce  que  c'est  qu'une  série  entière, 
qui  connaissent  les  propositions  fondamentales  relatives  aux  inté- 
grales, simples  ou  multiples,  aux  équations  différentielles,  ordi- 
naires, ou  aux  dérivées  partielles.  A  la  vérité,  les  lecteurs  de  cette 
catégorie,  étant  données  les  habitudes  de  notre  enseignement,  sa- 
vent déjà  une  partie  des  matières  qu'ils  trouveront  développées 
dans  les  Leçons  de  M.  Raffy  et  qui  leur  ont  déjà  été  enseignées 
avec  le  Calcul  différentiel  sous  le  titre  d^ Applications  géomé- 
friques]  il  ne  leur  sera  pas  moins  avantageux  de  reprendre  toutes 
ces  théories  à  leur  début,  de  manière  à  préciser  quelques  notions 
sur  lesquelles  il  n'a  pas  toujours  été  possible  d'insister;  ils  n'y 
trouveront  pas  d'ailleurs  que  des  choses  qu'ils  savent,  ou  qu'ils 
croient  savoir;  l'auteur  a  pu  développer  quelques  théories  qui  ne 
figurent  point  dans  l'ancien  programme  de  la  Licence  es  Sciences 
mathématiques  :  il  l'a  fait  avec  une  ampleur  suffisante,  mais  en 
sachant  toujours  se  borner  comme  il  convient  dans  un  livre  élé- 
mentaire; cela  est,  souvent,  plus  difficile  qu'on  ne  croit.  Le 
Livre  de  M.  Raffy  ne  s'adresse  pas  d'ailleurs  uniquement  à  la  ca- 
tégorie de  lecteurs  qui  vient  d'être  désignée  :  les  emprunts  aux 
parties  élevées  de  l'Analyse  sont  rares  et  discrets;  ils  n'ont  rien 
(|ui  puissent  effrayer  même  un  débutant  qui,  sauf  à  sauter  ici  et 
là  quelques  pages,  sur  lesquelles  il  reviendra  plus  tard,  peut  très 
bien  commencer  ses  études  dans  ces  Leçons, 

Le  premier  Chapitre  {Rcprcscntalion  analytique  des  courbes 
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et  des  surfaces)  est  particulièrement  intéressant.  Sans  doute,  on 
doit  reconnaître,  et  l'auteur  n'y  manque  pas  dans  sa  Préface,  que 
toutes  les  restrictions  apportées  aux  définitions  ne  sont  pas  indis- 
pensables pour  établir  certaines  propriétés  des  courbes  et  des 
surfaces;  mais  il  est  certain  que  ces  restrictions,  qui,  pratique- 
ment, n*ont  pas  d'inconvénient,  mettent  dans  les  énoncés  et  les 
démonstrations  une  clarté,  une  précision,  une  unité  qui  sont  par- 
faites. Elles  consistent,  au  fond,  à  ne  considérer  que  des  courbes 
et  des  surfaces  analytiques. 

Ainsi,  une  courbe  plane  sera,  par  définition,  le  lieu  des  points 
du  plan  dont  les  coordonnées  cartésiennes  {x^y)  satisfont  à  une 
équation  F(ar,  y)  =  o,  la  fonction  F  étant  développable  par  la 
formule  de  Taylor  aux  environs  de  tous  points  x^^  y^  où  elle  est 
nulle,  sauf  de  certains  points  exceptionnels  isolés. 

Un  point  {xq^  y^)-  est  dît  point  simple  d'une  telle  courbe  s'il 
n'est  pas  exceptionnel,  et  si  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  F  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux  en  ce  point.  Il  en 
résulte  que,  aux  environs  de  tout  point  simple,  une  des  coor- 
données est  une  fonction  continue  de  l'autre.  Une  courbe  peut 
être  définie  comme  le  lieu  des  positions  successives  d'un  point 
dont  les  deux  coordonnées  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  {/, 
fonctions  développables  en  série  de  Taylor  aux  environs  de  toute 
valeur  de  u  comprise  dans  un  certain  intervalle,  sauf  de  certaines 
valeurs  isolées.  On  a  alors  une  représentation  paramétrique  de 
la  courbe.  Un  point  (d^o>  J'o)  ^st  dit  simple  si  les  coordonnées 
de  tout  point  de  la  courbe,  situé  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit 
de  ce  point  comme  centre  avec  un  rayon  déterminé,  peuvent  être 
représentées  par  un  seul  et  même  système  de  deux  fonctions 
f\{u)^f2{u)  qui,  prenant  respectivement  les  valeurs  Xo  etj^o  pour 
H  ==■  Wq,  soient,  pour  des  valeurs  suffisamment  voisines  de  //o,  dé- 
veloppables en  séries  entières  procédant  des  puissances  de  u  —  Uq, 
M.  RafTy  montre  la  concordance  de  ces  deux  définitions  du  point 
simple.  Après  avoir  défini  les  points  uïultiples,  il  insiste  avec 
raison  sur  la  convenance  qu'il  y  a  de  ne  considérer  que  des  re- 
présentations paramétriques  normales,  c'est-à-dire  des  représen- 
tations paramétriques  telles  qu'à  chaque  point  de  la  courbe 
(sauf  des  points  isolés)  ne  corresponde  qu'une  seule  valeur  u 
«lu  paraniotre.  Des  définitions  de  la  même  nature  sont  données 
pour  les  courbes  dans   Tespacc   et   pour  les   surfaces  :   par   leur 
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précision  même,  elles  enlraîûent  quelques  obligations;  Taulcur, 
par  exemple,  se  trouve  amené  à  établir  que  les  points  communs 
à  deux  surfaces  forment  une  courbe  ou  un  système  de  courbes, 
proposition  dont  la  signification  analytique  est  bien  claire. 

Les  indications  qui  précèdent  suffiront,  sans  doute,  à  montrer 
dans  quel  esprit  de  rigueur  est  écrit  le  Livre  de  M.  RafTy.  Nous 
nous  bornerons,  pour  le  reste,  à  dire  brièvement  quelles  matières 
y  sont  traitées  et  dans  quel  ordre. 

Après  avoir  défini  ce  qu'il  faut  entendre  par  éléments  du 
fiième  ordre  d'une  courbe  ou  d'une  surface,  l'auteur  traite  des 
tangentes,  du  plan  tangent,  etc.*,  le  problème  de  déterminer  une 
courbe  ou  une  surface  par  des  propriétés  données  du  premier 
ordre  lui  fournit  l'occasion  de  faire  revoir  auit  lecteurs,  sur  des 
exemples  bien  choisis,  les  propriétés  essentielles  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  etdes  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles,  il  introduit  de  bonne  heure  la  notion  de  l'élément  li- 
néaire des  surfaces,  qui  joue,  dans  toute  la  Géométrie,  un  rôle  si 
essentiel.  La  théorie  des  enveloppes,  des  trajectoires,  des  surfaces 
dévcloppables  est  présentée  avec  détail.  L'enveloppe  est  définie 
comme  étant  tangente  aux  enveloppées.  L'auteur  s'occupe  ensuite 
de  la  courbure,  de  la  torsion,  des  équations  intrinsèques;  on 
notera  le  soin  qu'il  a  mis  à  préciser  la  signification  du  signe  de  la 
torsion.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  M.  Rafly  n'a  omis  aucune 
des  applications  essentielles,  de  celles  qu'il  faut  nécessairement 
avoir  faites,  et  qu'il  en  a  ajouté  diverses  autres,  fort  intéres- 
santes. Le  contact  des  courbes  ou  d'une  courbe  et  d'une  surface 
est  traité  simplement,  dans  le  même  ordre  d'idées  où  s'est  placé 
M.  Jordan.  Les  propriétés  essentielles  des  lignes  de  courbure, 
des  lignes  asymptotiqucs,  des  réseaux  conjugués  sont  développées, 
soit  en  regardant  z  comme  une  fonction  de  :r,  y^  soit  en  regar- 
dant Xj  y^  z  comme  des  fonctions  de  deux  paramètres  w,  v. 
Notons  les  applications  aux  surfaces  spirales,  aux  surfaces  de 
Monge,  aux  surfaces  de  Joachimstal.  Un  intéressant  Chapitre  est 
consacré  aux  surfaces  réglées  :  signalons  en  particulier  le  soin 
qu'a  mis  Fauteur  à  définir  nettement  le  signe  du  paramètre  de 
distribution.  Le  dernier  Chapitre  se  rapporte  a  l'évaluation  des 
arcs,  des  aires  et  des  volumes. 
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SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  PASSANT  PAR  LINTERSECTION 
DE  PLUSIEURS  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.   Etienne   DKLVSSUS, 
Professeur  au  Lycée  de  Douai. 

Dans  une  Noie  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  (*),  j'ai 
iTionlré  que  le  procédé  que  j'tivais  précédemment  indiqué,  pour 
Télude  des  systèmes  différentiels,  s'appliquait  immédiatement  aux 
systèmes  algébriques  et  conduisait  à  retrouver  une  méthode  ima- 
ginée par  Rronecker. 

La  forme  nouvelle,  sous  laquelle  se  présente  alors  cette  mé- 
thode, permet  de  résoudre  simplement  la  question  suivante  : 

Etant  donné,  dans  Vespace  à  m  dimensions,  un  nombre 
quelconque  de  surfaces  algébriques  ayant  une  intersection  I, 
et  un  nombre  entier  ^^  trouver  V équation  générale  des  surfaces 
algébriques  de  degré  ^  passant  par  I. 

La  solution  repose  sur  les  remarques  suivantes  : 
Les  surfaces  données  étant  écrites  en  coordonnées  homogènes, 
faisons  la  transformation  homographiquc  la  plus  générale  et 
mettons  le  svstème  sous  forme  canonique  ï".  Los  équations 
«l'ordre  v  seront  résolues  par  rapport  à  un  ensemble  canonique  Ev 
et  Ton  aura 

(Ev)'<  liv^i  (v<  /t), 

(Ev)'=Kv^i         (vj/i). 

L'inlerseclion  l  est  complètement  définie  par  les  équations 
<rordre  n  de  S"  et  les  indices  de  \\"  ont,  relalivement  à  I,  une  signi- 
fication géométrique  précise  :  ces  indices  sont  les  degrés  des  mul- 
tiplicités des  divers  ordres  qui  composent  L 

Au  syslème  S"  ajoutons  une  équation  d'ordre  [jl<;//,  telle  (|ue 
ses  déduites  de  degré  n  ne   soient    pas   toutes  des  combinaisons 
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linéaires  des  équations  d'ordre  n  de  S",  et  cherchons  à  mettre  le 
nouveau  système  sous  sa  forme  canonique  £''•.  Désignons  en  gé- 
néral par  Ey  les  ensembles  canoniques  de  ce  nouveau  système.  On 

aura 

E«<Ei. 
Si  donc  71 1  <  71,  on  aura 

(Ea,)'=  E„,4.|,        (E/,,-».i)'=  En,-»-î,         ...»        (EJ_i  )'=  Ei  >  Ej,. 

Si  7?|  =  n 

Ei,  >  E« 
cl  si  71 1  >  n 

E«<E',        (E,U,)'<Ei+n         ..-,        (E»._,)'<Ei., 

ce  qui  montre  que  E;,  et  E^^  ne  pourront  jamais  avoir  les  mêmes 
indices  puisqu^il  ne  pourra  jamais  arriver  qu'ils  soient  égaux  ou 
que  Tun  d'eux  soit  un  ensemble  dérivé  de  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  qu'on  ajoute  à  £''  soit  de 
degré  jjl^  ti  et  ne  soit  pas  une  combinaison  linéaire  des  équations 
d'ordre  |jl  de  2".  On  aura  7i|  ^  [x  et 

(E/i)'=  E„-Ki,         ...,        (  Ejx_i  )' =  E(A, 
E|i<  Ea,        (  EjjLy<  E(A».i,         ...,        (E/,,_iy<  En,, 

ce  qui  montre  encore  que  E,i  et  Kj^^  ne  pourront  jamais  avoir  les 
mêmes  indices. 

Dire  qu'une  surface  S  passe  par  l'intersection  des  surfaces  5, 
c'est  dire  que  l'on  ne  modifie  pas  l'intersection  quand,  au  liea  des 
surfaces  5,  on  considère  Tensemble  de  la  surface  S  et  des  surfaces  5. 
Si  F  =  o  est  l'équation  de  S  et  2"  le  système  canonique  formé 
par  les  équations  des  surfaces  5,  en  ajoutant  l'équation  F  =  o 
au  syst(>me  il"  on  devra  trouver  un  nouveau  système  canonique 
ayant  les  mêmes  indices  que  le  premier,  car  ces  indices  seront, 
dans  les  deux  cas,  les  degrés  des  diverses  multiplicités  composant 
la  même  intersection. 

Si  le  degré  (x  de  F  est  au  moins  égal  à  n,  il  faudra,  d'après  ce 
qui  a  clé  dit  précédemment,  que  F  =  o  soit  une  combinaison 
linéaire  des  équations  d'ordre  [jl  de  S".  Alors  2"i  sera  confondu 
avec  2",  ce  qui  montre  la  réciproque,  c'est-à-dire  que  S  passera 
bien  par  l'intersection  des  s. 

Si  (JL  est  inférieur  à  /?,  il  faudra  que  toutes  les  déduites  de  de- 
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gré  /i  de  F  =  o  soient  des  combinaisons  linéaires  des  équations  de 
degré  /i  de  S".  On  aura  alors  n^'^n  et 

(En,)'=  Ei,,+i,        ...,        (E„_i)'=Ert, 

ce  qui  montre  que  les  équations  d'ordre  n  de  2"  sont  formées  en 
prenant  toutes  les  déduites  des  équations  d'ordre  /i|  de  ^''t  et  déG- 
Dissent  par  conséquent  la  même  intersection.  Les  conditions  im- 
posées à  F  sont  donc  suffisantes. 

On  est  alors  conduit  à  la  marche  suivante,  dans  laquelle  nous 
n^emploierons  pas  les  formes  canoniques,  indispensables  pour  la 
théorie,  mais  incommodes  dans  la  pratiquée  cause  du  changement 
linéaire  de  variable  qu'elles  exigent. 

/i  =  o,       /î  =  o,         . . . , 

étant  les  équations  des  surfaces  5  en  coordonnées  homogènes,  for- 
mons les  équations  des  degrés  successifs.  Désignons,  en  général, 

par 

?v  =  o,         oj  =  o,         . . . ,         oÇ'  =  o, 

les  équations  d'ordre  v  qui  sont  linéairement  indépendantes,  et 
convenons  de  représenter  par 

le  nombre  des  termes  de  l'ensemble  canonique  d'ordre  v  -f- 1  dé- 
rivé de  l'ensemble  canonique  d'ordre  v  ayant  p^  termes. 
Il  y  aura  un  nombre  n  pour  lequel  on  aura 

n  sera  l'ordre  canonique  du  système. 
Nous  obtiendrons  immédiatement  : 

Si  [A  ^  /i,  r équation  générale  des  sur/aces  de  degré  «jl  passant 
par  r  intersection  des  surfaces  données  est 

Elles  dépendent  de /?,! —  i  paramètres  indépendants. 

On  peut  remarquer  <|ue  si   aucune  des  équations  f  ---  o  n'es! 
une  con'^équence  algébrique  des  autres,  les  équation  -^---u'sont 
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des  déduites  ou  des  combinaisons  linéaires  de  déduites  des  équa- 
tions y=  o,  de  sorte  que  l'équation  générale  des  surfaces  cherchées 
est  de  la  forme 

les  P,  étant  des  polynômes  entiers  homogènes  arbitraires  de  degrés 
tels  que  chaque  produit  Y^ifi  soit  de  degré  a.  Mais,  sous  cette 
forme,  les  paramètres  que  contiendrait  l'équation  générale  ne 
seraient  pas  tous  essentiels. 

Arrivons  maintenant  au  cas  de  (jl  <  z^. 

Considérons  une  équation  d'ordre  n  —  i  à  coefficients  indéter- 
minés et  écrivons  que  toutes  ses  déduites  sont  des  combinaisons 
linéaires  des  équations  d'ordre  n  de  S".  Nous  obtiendrons,  pour 
déterminer  ces  coefficients,  un  certain  nombre  d'équations  ho- 
mogènes qui  sont  certainement  compatibles  puisque  les  fonc- 
tion :j)„_i  satisfont  aux  conditions  imposées. 

Ces  équations  nous  fourniront,  par  conséquent,  un  certain 
nombre  d'équations  de  degré  n  —  i ,  linéairement  distinctes,  parmi 
lesquelles  nous  trouverons  o„-\  et  d'autres.  Soient 

leur  ensemble.  On  aura  forcément  (y„_i  )'^/j„,  et  toute  équation 
d'ordre  n  —  i  dont  toutes  les  déduites  seront  des  combinaisons 
linéaires  des  équations  d'ordre  n  de  ï",  sera  de  la  forme 

Cherchons  maintenant  les  équations  d'ordre  w  —  2  satisfaisant 
aux  mêmes  conditions.  Leurs  secondes  déduites  devant  être  des 
combinaisons  linéaires  des  équations  d'ordre  /i,  leurs  premières 
déduites  devront  être  des  combinaisons  linéaires  des  équations 

g\_,  =  0,  ....  orn-tr=0,  ....  CiV" -I  =  O. 

»  '•     »  '  '  •  //  -1  '  '  '  n-\ 

En  l'exprimant  sur  une  équation  à  coefficients  indéterminés  on 
arrivera  à  trouver  un  certain  nombre  d'équations  linéairement 
indépendantes  parmi  lesquelles  figureront  forcément  les  C3„_2. 
Soient 

Cp,J_ 2  —  O,  .  .  .  ,  '^/'"    «  =   O,  .  .  .  ,  CiV"-»  =  O, 


•  «--2  •  n  —  î 


cl   toute  équation  d'ordre  n  —  2   satisfaisant  aux  conditions  im- 
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posées  sera  de  la  forme 

^  1  ?i  - 1  -^ . . .  -H  y^pn-t  t;;*!-,'  -+-•••  -^  ^7«-.  ?2-V  =  o- 

On  devra  ainsi  continuer  et  ne  s'arrêter  que  lorsqu'on  arrivera 
à  un  ordre  a  inférieur  au  plus  petit  degré  des  équations  de  S"  et 
ne  donnant  pas  d'équations  complémentaires  car  les  degrés  infé- 
rieurs à  a  ne  pourront  certainement  plus  en  donner. 

Nous  dirons  alors  que  nous  avons  complété  le  système  S'*  et 
nous  obtenons  : 

Si  |JL  <  /i,  l'équation  générale  des  surfaces  de  degré  |jl 
passant  par  r intersection  des  surfaces  données  est 

tes  équations  ^*^'=  o  étant  les  équations  de  degré  [x  du  sys- 
tème S"  complété, 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  permet  de  résoudre  la 
question  plus  générale  suivante  : 

Soient  81,83,...,  8^,,  p  systèmes  de  surfaces  et  I|,  L,  . . .,  l^ 
les  intersections  de  chacun  de  ces  systèmes,  trouver  l'équation 
générale  des  surfaces  de  degré  *^  passant  pari  x^,  par  I2,  ..., 
par  \p. 

Formons  Téqualion   générale  des  surfaces  de  degré  [jl  passant 

par  I,,  ce  sera 

«1  Al  -V-  ^2  A2-1-. . .  —  0, 

puis  l'équation  géuérale  des  surfaces  de  degré  |jl  passant  par  I2, 

^1  Bi -h  ^2  î^2-+-' •  •  =  ^>         ••• 
et  enfin  l'équation  générale  des  surfaces  de  degré  ;jl  passant  par  \p 

les   /?,  les  6,  ...,  les  /  étant  des  constantes  arbitraires,  et  les  A, 
les  B,  ...,  les  L  des  polynômes  déternnnés  de  degré  u.. 

Eli  écrivant  cpie  toutes  ces  équations  représentent  la  même  sur- 
face, nous  aurons  entre  les  r/,  les  />,  ...,  les  /un  cerlain  nombre 
«l'éqnations  linéaires  et  homogène^. 
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Si  ces  équations  n'admettent  que  la  solution  banale  où  toutes 
les  inconnues  sont  nulles,  eela  veut  dire  que  les  surfaces  cherchées 
n'existent  pas. 

Si  elles  admettent  d'autres  solutions,  on  obtiendra  la  solution 
générale  par  les  procédés  connus  et  les  a,  les  6,  ...,  les  /,  seront 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d\in  certain  nombre  de  pa- 
ramètres mi,  m2,  ....  En  remplaçant  dans  la  première  équation^ 
les  a  par  les  valeurs  ainsi  trouvées,  on  aura  Téquation  générale 
cherchée  qui  sera  de  la  forme 

En  particulier,  donnons-nous  arbitrairement  des  multiplicités 
!"*"*,  I"*"^,  ...,  I*,  P  ayant  respectivement  m  —  i,  m  —  2,  ..., 
I,  o  dimensions,  et  cherchons  Téquation  générale  des  surfaces  de 
degré  jx  passant  par  toutes  ces  multiplicités.  Chacune  de  ces  mul- 
tiplicités sera  définie  comme  intersection  d'un  certain  système  S 
de  surfaces,  de  sorte  qu'on  sera  dans  un  cas  particulier  du  pro- 
blème que  nous  venons  de  traiter  précédemment. 

De  là  on  tire  un  résultat  général  : 

I  étant  un  ensemble  quelconque  de  multiplicités ^  on  peut 
toujours,  par  des  résolutions  d'équations  linéaires,  trouver 
V équation  générale  des  surfaces  de  degré  |jl  passant  par  I  et 
cette  équation  générale  contient  toujours  linéairement  des  pa- 
ramètres essentiels  dont  elle  dépend. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

LuDwiG  Otto  Hessb*s  gbsammeltb  Werke,  beraiisgc^obon  von  dor  iMalhe- 
malisch-physikalischon  Classe  (1er  K.  Baycrisclicn  Akademio  der  Wissen- 
schaften.  ln-4",  viii-732  p.  Munich,  1897.  Verlafî  der  K.  Académie. 

En  1892,  rAcaciémîe  des  Sciences  de  Bavière  a  décidé,  sur  la 
proposition  de  MM.  W.  Dyck,  Liirolli  et  Nœlher,  de  publier,  à 
sesTraJs,  une  édition  complète  des  Mémoires  d'Otto  liesse;  et  elle 
a  conlié  la  direction  de  cette  publication  aux  auteurs  de  la  propo- 
sition, auxquels  est  venu  s'adjoindre  M.  le  professeur  Gundel- 
finger  qui,  déjà,  avait  eu  à  s'occuper  des  manuscrits  laissés  par 
Hesse.  L' édition  projetée  devait  comprendre  non  seulement  les 
Mémoires  imprimés  du  vivant  de  Tiliustre  analyste  ou  publiés 
après  sa  mort,  mais  encore  tous  ceux  qui,  dans  les  manuscrits 
qu'il  a  laissés,  paraîtraient  dignes  de  voir  le  jour.  En  revanche 
elle  devait  laisser  de  côté  les  Ouvrages  parus  séparément,  qui  ont 
tous  d'ailleurs  le  caractère  de  livres  destinés  à  renseignement. 

Ces  intentions  de  l'Académie  de  Bavière  ont  été  fidèlement 
suivies,  cl  l'édition  que  nous  avons  sous  les  jeux  a  été  exécutée 
avec  un  soin  et  un  talent  que  nous  ne  saurions  trop  louer.  Elle 
comprend,  en  deux  parties  séparées,  rangés  dans  l'une  et  dans 
l'autre  par  ordre  chronologique,  tant  les  Mémoires  publiés  du  vi- 
vant même  de  Hesse  que  ceux  qui  auront  vu  le  jour  après  sa 
mort.  Tous  ont  été  soigneusement  revus,  datés,  reproduits  tex- 
tuellement, enrichis  de  Notes  et  de  Remarques  par  les  savants 
directeurs  de  la  publication.  Un  aperçu  de  la  vie  de  Hesse,  une 
liste  de  ses  Œuvres  publiées  en  Volumes,  des  indications  assez 
complètes  sur  les  manuscrits  scientifiques  qu'il  a  laissés  terminent 
ce  Volume,  orné  d'un  intéressant  portrait  qu'il  ne  nous  est  pas 
|>ermis  d'oublier.  C'est  vraiment  là  une  édition  complète  et  défi- 
nitive, destinée  à  conserver  le  souvenir  d'un  géomètre  dont  les 
travaux  sont  tous  empreints  d'une  simplicité,  d'une  élégance 
vraiment  dignes  d'admiration. 

Ces  qualités  que  Hesse  a  montrées  dans  tous  les  écrits  sortis  de 
sa    plume,   cette   limpidité,  ce   fini  deviennent  de  plus  en   plus 
rares  dans  les  œuvres  contemporaines.  On  est  prcssr,  aujourd'hui, 
JtuU.  des  Sciences  matliém.,  a*  scrif.  t.  \\I.  (  Mars  i>^\f})  '> 
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Je  mettre  au  jour  les  moindres  découvertes,  on  les  publie  souvent 
sans  prendre  le  soin,  soit  de  les  approfondir,  soit  même  de  les 
mettre  en  pleine  valeur.  Les  géomètres  tels  que  Borchardl  ou  Hesse 
deviennent  de  plus  en  plus  rares.  L'édition  actuelle  rendrait  un 
Lien  grand  service  à  notre  Science  si  elle  pouvait  décider  quelques- 
uns  de  nos  jeunes  géomètres  à  imiter  les  excellents  exemples 
qu'elle  meta  profusion  à  la  disposition  de  tous  les  lecteurs.  Il  y  aura 
toujours  profit  à  lire  et  à  admirer  les  Mémoires  qni  s'v  trouvent 
réunis  sur  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre, 
sur  la  théorie  de  l'élimination,  sur  les  fonctions  homogènes,  sur 
les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  sur  les  équations 
difTérentielles  et  sur  le  calcul  des  variations.  Ils  sont  sans  doute 
d'une  lecture  facile,  mais  ils  contiennent  des  résultats  essentiels 
et  élevés.  Quelques-uns  de  ces  résultats  sont  devenus  classiques: 
en  lisant  les  Mémoires  sur  les  formes  homogènes,  on  nVprouve 
qu'une  surprise,  celle  de  voir  désigner  sous  le  nom  de  détermi- 
nant fi' une  Jonction  cette  formation  à  laquelle  tous  les  géo- 
mètres attachent  aujourd'hui,  avec  justice,  le  nom  de  hessien. 

G.  D. 


CAVLEV  k\.).  —  Tne  Collected  M athematical  Papees.  Vol.   XI.    In-4'', 

xvi-OiJ  p.  <Iambri(lgc  Univcrsity  Press:  1896. 

Nous  avons  déjà  appelé  Tattention  de  nos  lecteurs  sur  cette 
iiingnitique  publication.  Le  présent  Volume  est  accompagné  d^une 
admirnblo  reproduction  d'une  photographie,  prise  en  i885,  de 
rilluslrc  jîéomèlre.  Il  contient,  sous  les  n"*  706  a  798,  98  Mé- 
moires publiés  dans  les  années  18-S  à  iS83,  le  discours  prononcé 
en  i}>8  j  à  Soulliporl  devant  TAssociation  Britannique  et  plusieurs 
arlicles  d'histoire  dts  sciences  publiés  dans  V E ncvciopédie  bri- 
tannitfiw  de  i-'S^-S  à  i«SS8.  Ces  travaux,  comme  les  précédents 
touchent  aux  sujets  les  plus  di\ers  :  Géométrie  analytique, 
ihéorle  des  formes,  j:éomclrio  infinitésimale,  théorie  des  fonctions 
ihèta,  équations  dinérenliellcs,  etc.  Tous  présentent  le  plus  vif 
intérêt,  presipie  lous  introduisent  dans  la  Science  fiuelque  idée  ori- 
ginale, ingénieuse  ou  féconde;  et  c'est  pour  nous  i^n  devoir,  qu'il 
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nous  est  agréable  de  remplir,  de  remercier  les  géomètres  anglais 
du  soin  avec  lequel  ils  ont  réuni  et  rassemblé  tant  d'écrits  dis- 
persés dont  la  lecture  et  dont  l'étude  exerceront  une  influence 
bienfaisante  sur  le  développement  de  toutes  les  branches  de  la 
Science  mathématique.  G.  D. 


P.  PAINLEVÉ,  Professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  sup- 
pléant au  Collège  de  Franco.  —  Leçons  sur  la  théorie  analytique  des 
ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES,  profossécs  ù  Stockliolm  (seplcmbrc,  octobre, 
novembre  1893),  sur  Finvitation  de  S.  M.  le  Roi  de  Suède  et  de  Norwège. 
In- 4"  lilh.  589  pages.  Paris,  Herrmann,  1897.  Prix  :  •^.(/^ 

INTRODUCTION. 

1.  Ces  Leçons  sont  la  reproduction  du  Cours  que  j*ai  professé  à 
Stockholm,  durant  le  semestre  d'automne  1895,  sur  Tinvitation 
de  S.  M.  le  Roi  Oscar  II  de  Suède  et  de  Norwège. 

L'objet  de  ce  Cours  était  d'exposer  les  progrès  récents  de  la 
l^héorie  analytique  des  équations  différentielles. 

C'est  Cauchy  qui,  dans  son  Calcul  des  limites,  a  jeté  les  fonde- 
ments de  cette  théorie.  Considérons  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles 

(1)  -^  =fi{^,yu  '*'yym)      ii  =  i,'>, . ..,/«), 

où  les/i  sont  des  fonctions  algébriques  de  yi,  ... ,  jKw,  analy- 
tiques en  X.  Quand  les// sont  holomorphespouro:  =  x^^y^  =.>'n 
...,^,^=j^Jj,  Cauchy  a  montré  que  le  système  (1)  admet  une  solu- 
lion^'i(x),  . . .  ^ym{j^)  holomorphcpoura:  =  :ro  cl  satisfaisant  aux 
conditions  initiales^,  (xo)=yî,  . . .  ,y,„(  j:'o)=J^"t.  Quand  les// 
ne  sont  pas  holomorphes  pour  :r  =  Xq,  j^  =j'",  .  • . ,  j^;,i=^JJ^, 
les  circonstances  très  compliquées  qui  se  présentent  ont  fait  l'objet 
de  nombreux  travaux,  dont  les  plus  connus  sont  ceux  de  Briot  et 
Bouquet,  de  MM.  Picard,  Poincaré,  etc. 

Mais  lorsque  x  s'éloigne  de  Xo  pour  varier  d'une  façon  quel- 
conque dans  son  plan,  comment  se  comporte  la  solution  Vi  (u^),  ..., 
ymi-^y^  C'est  la  un  problème  fondamental  qui,  jusque  dans  ces 
dernières  années,  n'a  été  abordé  qu<»  pour  une  classe  d\'([ualions 


68  PHEMIÈRE  PARTIE. 

très  parllculières,  à  savoir  :  les  équations  linéaires  elles  équalîons 
qui  s^y  rallachent  immédiatement.  Depuis  les  mémorables  travaux 
de  M.  Fuchs,  la  théorie  des  équations  linéaires  a  pris  un  dévelop- 
pement considérable  et  constitue  une  des  branches  les  plus  impor- 
tantes des  Mathématiques  modernes. 

C'est  aux  systèmes  différentiels  (i)  les  plus  généraux,  àTétude 
des  fonctions  analytiques  yi(j?),  ...,y„4(j:)  définies  par  un  tel 
système,  de  leurs  singularités,  etc.,  que  sont  consacrées  ces 
J^eçons. 

2.  On  conçoit  que,  dans  ce  genre  de  recherches,  il  soit  indis- 
pensable d'approfondir  le  rôle  des  constantes  arbitraires  dont 
dépend  l'intégrale  de  (i).  Représentons  par  a  une  valeur  numé- 
rique de  .r,  par  6,,  . . .,  &,„  des  valeurs  telles  que  les /* soient  holo- 
morphes  pour  j:  =:  <^/,  y,  =  f*,,  ...,  y„t:=ibm*  H  est  aisé  de 
voir,  en  complétant  la  démonstration  de  Cauchy,  que  la  solu- 
tion j^i(j:),  ...,  ym{^)^  définie  par  les  conditions  initiales 
y^  (a)=:^^,  .  . . ,  ym{ct)^=ym'»  Constitue  un  système  de  fonctions 
analytiques  àex.yl,  •  • -^rm»  soit^r,  = -f ,  (x,^^,  . . .,  ^J,,  a),  ..., 
yfn=^  'fmi-^^y^  •  •  -1  Xm^  ^),  holomorphcs  dans  le  domaine  de 
x  =  a,y\  =  b^,  ...,  yl^=bm*  Si  maintenant  ;r,  ^J,  .  .  . ,  J^S, 
varient  d'une  façon  quelconque,  qu'advient-il  des  fonctions 
j^,  =:  '^,,  . .  . ,  ym=:.  cp„,?  Tel  csl,  SOUS  sa  forme  la  plus  étendue^  le 
problème  que  nous  nous  posons  ici. 

Mais,  en  étudiant  ce  problème,  j'ai  eu  surtout  en  vue  une  caté- 
gorie remarquable  de  systèmes  différentiels,  à  savoir  les  systèmes 
(i)  dont  l'intégrale  générale  est  uniforme.  L'importance  de  ces 
systèmes  tient  à  deux  raisons  :  d'une  part,  un  tel  système  peut 
ctrc  regardé  comme  intégré,  en  ce  sens  que  les  modes  de  déve- 
loppement des  fonctions  uniformes  permettront  de  représenter 
une  intégrale  quelconque  et  de  la  suivre  dans  tout  son  domaine 
d'existence;  d'autre  part,  la  plupart  des  transcendantes  usuelles 
introduites  jusqu'ici  vérifient  des  équations  différentielles  très 
simples,  en  sorte  que  les  équations  différentielles  algébriques  à 
intégrale  uniforme  apparaissent  comme  la  source  des  transcen- 
dantes les  plus  naturelles.  A  ces  équations  (et  pour  les  mêmes 
motifs)  il  convient  d'adjoindre  celles  dont  l'intégrale  n'admet 
qu'un  nombre  fini  de  branches.  Enfin,  Tctude  même  de  ces  équa- 
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lions  met  en  évidence  le  rôle  tout  différent  que  jouent,  pour  un 
système  (i)  quelconque,  les  points  critiques  {^)  fixes  d'une  solu- 
tion^, (x),  .,.^ym{^)  (j'entends  les  points  critiques  indépen- 
dants de  la  solution  considérée)  et  les  points  critiques  mobiles 
(variables  avec  les  constantes  d'intégration);  on  est  amené  ainsi  à 
considérer  les  systèmes(i)plus  généraux,  dont  l'intégrale^,  (j:),  ..., 
ym{^)  n'acquiert  que  n  déterminations  quand  x  tourne  autour  des 
points  critiques  mobiles,  sans  tourner  autour  des  points  critiques 
fixes.  Parmi  ces  systèmes,  les  systèmes  {\)  à  points  critiques 
fixes  offrent  un  intérêt  particulier  et  constituent  une  extension 
naturelle  des  équations  différentielles  linéaires. 

En  définitive,  nous  établirons,  dans  ces  Leçons,  certaines  pro- 
priétés des  fonctions  j^,==  Çi(^,^",  ...,j>^J,,  a:©)  (f=  i,  2, ..., /w), 
qui  définissent  l'intégrale  d'un  système  (i)  quelconque,  mais  la 
principale  application  de  ces  généralités  portera  sur  les  systèmes 
(i)  dont  r  intégrale  y  i  (x)^  . .  *,ym{^)  ne  prend  qu^  un  nombre 
fini  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles, 

3-  Il  est    nécessaire,   avant  tout,   de  se  rendre  compte  avec 
précision   des  singularités  qui   peuvent  affecter  les   fonctions 

^i=?<(^,rÎ7  ••M^m^^o). 

Soil^,  {x)y  . . .  ^ym{^)  un  système  de  m  fonctions  analytiques 

de  Xy  qui  admettent  le  point  x=a  comme  point  singulier  non 

algébrique  (*''),  et  soit  /un  chemin  qui  tend  vers  6r  sans  rencontrer 
aucune  singularité  des  fonctions  yi{x)\  s'il  existe  des  chemins  / 
tels   qu'une  au  moins  des  fonctions  y{x)  ne  tende  vers  aucune 

limite  (finie  ou  infinie)  quand  j:  tend  versa  sur  /,  nous  convenons 

de   dire  que  x=a  est  un  point  essentiel  des  fonctions  j^/(j:); 

sinon,  x=^a  est  dit  un  point  transcendant  ordinaire^  ou  sim- 
plement un  point  transcendant  des  j7(j?). 

Cette  définition  admise,  soient  Xq,  j",  . . .,  y^,^  des  valeurs  pour 


(')  ISous  réservons  exclusivement  le  nom  de  pointe  critiques  amx  points  autour 
desquels  plusieurs  dclcrminalions  de  l'intégrale  se  permutent  (ou  aux  points  qui 
font  partie  d'une  ligne  singulière  autour  de  laquelle  plusieurs  déterminations  se 
p^rmntent). 

{J^)  \st  point  a  n'e»t  pas  nécessairement  isolé,  mais,  par  exemple,  peut  fitirc 
partir  d'une  coupure. 
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lesquelles  les  coefficients  difTérentiels  fi{x^ y\^  •  •  -j^m)  du  sys- 
tème (i)  sont  holomorphes;  rinlcgrale  ^i  (a:),  .  ..,^m(j:)  de  (i), 
définie  par  les  conditions  initiales  ^o<,  y%  •••>>^m7  reste  holo- 
morphe,  quand  x  varie  à  partir  de  Xq  sur  un  chemin  L,  tant  que  x 

ne  dépasse  pas  un  certain  point  a\  ce  point  a  est  un  point  singu- 
lier, soit  algébrique,  soit  transcendant,  soit  essentiel  des  fonc- 
tions j^/(ir).  Le  premier  cas  se  traite  élémentairement;  le  second 
cas  conduit  à  Tctude  des  intégrales  de  (i)  dans  le  voisinage  de 
conditions  initiales  singulières  x  =  a^yi  =  b^j  . . .,  j'^=  bm\  le 
troisième  cas  semble,  a  priori,  échapper  à  toute  méthode.  Aussi 
Texistence  de  singularités  essentielles  mobiles,  que  rien  ne  fait 
prévoir  sur  les  équations,  constitue-t-elle  une  des  plus  graves  diffi- 
cultés qu'on  rencontre  dans  la  théorie  analytique  des  systèmes 
différentiels. 

Ces  points  essentiels  mobiles  peuvent  affecter  les  distributions 
les  plus  diverses  : 

i*'  Us  peuvent  être  isolés  ou  limites  de  points  isolés. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  Téquation  algébrique  du 
second  ordre  dont  l'intégrale  générale  est 

y  =  snii^[a  -f-  log(ir  -f-  6)], 

a  ei  b  désignant  deux  constantes  arbitraires,  k^  une  constante 
numérique. 

2°  Ils  peuvent  former  (dans  une  certaine  aire  du  plan  des  x)  un 
ensemble  dont  aucun  point  n'est  isolé,  sans  que  cet  ensemble 
constitue  nulle  part  une  ligne. 

Un  tel  exemple  est  fourni  par  les  équations  du  troisième  ordre 
que  vérifient  les  fonctions  fuchsienncs  de  la  troisième  famille. 

3**  Ils  peuvent  former  des  lignes  singulières  mobiles. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  du  troisième  ordre  dont 
rintégrale  est  soit  une  fonction  fuchsienne  existant  seulement 
dans  un  cercle,  soit  une  fonction  kleinéenne,  admettant  comme 
coupure  une  ligne  non  analjti(|ue  sans  courbure. 

■i.   Si  maintenant  on  étudie  l'intégrale  (*) 


(')  Étant  donnée  une  fonction  y  de  plusieurs  >arinbles  x x^,  nous  rcprc- 
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comme  fonction  des  conslanles  y",  . .  . ,  y^,  il  est  clair  que, 
dans  les  hypothèses  1°,  2^  et  3**,  les  fonctions  <p  présentent  (par 
rapport  à  une  quelconque  des  variables ^^")  des  singularités  trans- 
cendantes variables  avec  x  et  affectant  des  distributions  analogues 
à  celles  que  nous  venons  d'énumérer.  Mais  une  nouvelle  source 
de  difficultés  provient  de  ce  fait  que  les  fondions  cp  peuvent 
admettre,  dans  le  champ  des  variables ^^?,  des  singularités  essen- 

tiellcs  indépendantes  de  x,  comme  le  montre  l'équation  j^''='" — 9 

dont  l'intégrale  csiy=yQey» 

Il  est  donc  indispensable  de  prévoir,  dans  les  raisonnements 
employés,  l'existence  de  toutes  ces  espèces  de  singularités.  On 
conçoit  que  les  quelques  théorèmes  généraux  connus  sur  les  fonc- 
tions analytiques  de  plusieurs  variables  et  leurs  singularités  ne 
soient  pas  ici  d'un  grand  secours;  car  ces  théorèmes  (en  dehors  de 
quelques  propositions  tout  élémentaires)  supposent  que  les  singu- 
larités satisfont  à  certaines  conditions  restrictives,  conditions 
que   rien  ne  nous  autorise  à  croire  remplies  par  les  fonctions 

Oi(j:,  j^J, .  ..,yj,,  a^o).  Par  exemple,  nous  ne  savons  pas  si  les 
singularités  des  (ff  sont  définies  par  des  relations  analytiques 
entre  les  affixes  des  variables,  et  l'exemple  des  fonctions  klei- 
nécnnes  montre  qu'il  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi.  Tout  ce 
que  nous  savons,  c'est  que,  dans  le  plan  d'une  des  variables,  les 
singularités  des  Oi  sont  fixes  ou  varient  avec  les  autres  variables 
d'une  façon  continue. 

o.  Ces  remarques  étaient  nécessaires  pour  éclairer  les  résultats 
que  je  vais  brièvement  résumer.  Ces  résultats  sont  de  nature  bien 
différente  suivant  que  le  système  (i)  considéré  est  du  premier 
ordre  ou  d'ordre  supérieur.  J'ai  traité  longuement,  et  d'une  ma- 
nière très  élémentaire,  le  cas  du  premier  ordre,  qui  comporte  évi- 
demment les  théorèmes  les  plus  précis.  L'avantage,  au  point  de 
vue  de  l'exposition,   c'est  que  certains  raisonnements,  une  fois 


«rnloiis,  dans  ce  qui  suit,  par  9(xp  ...,  x,_,,  x,,  jt-^,,  ...,  :r„)  la  foiKlion  do  a:, 
obtenue  en   laissant  ù  toule'i  les  vurinbles,    sauf  ii    j",,   <les    >al<urs    [iuuh  ri<]ues 

jr,,  ...,  x^  quelconques. 
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développés  sous  leur  forme  la  plus  simple  pour  le  premier  ordn 
s'étendent  d'eux-mêmes  aux  ordres  supérieurs,  ce  qui  permet,  ps 
la  suite,  de  réserver  toute  l'attention  aux  difficultés  vraimei 
nouvelles  qu'entraîne  l'élévation  de  Tordre. 

6.  Équations  du  premier  ordre.  —  La  théorie  analytique  d< 
équations  du  premier  ordre 

(A)  F(/,7,  a7)  =  o, 

algébriques  en  j/^,^,  analytiques  en  x^  repose  sur  les  deux  prop< 
sitions  suivantes,  dont  aucune  ne  subsiste  pour  le  second  ordre 

Théorème  I.  —  Une  intégrale y{x)  de  (A)  ne  peut  admetin 
comme  points  singuliers  non  algébriques,  que  certains  poin 
fixes  a:  =  Ç  qui  se  mettent  en  évidence  sur  C équation  ménty 
Quand  Téquation  (A)  est  algébrique  en  :r,  ces  points  \  sont  c 
nombre  fini  et  s'obtiennent  algébriquement. 

Théorème  II.  —  Soit  y^  la  valeur  dey(x)  pour  x  =  Xoj  < 

soit  y  =  »(^,  J'o»  «^o)  V intégrale  générale  de  (A).  Si  or,  J 
désignent  deux  valeurs  numériques  quelconques  distinctes  di 

valeurs  $,  la  fonction  y  =i  '^{x, y q,  Xq)  ne  présente  dans  toi 
le  plan  desyo  {à  distance  finie  ou  infinie)  que  des  points  sii 
g  u  lier  s  algébriques  (  *  ). 

Ces  propositions  entraînent  d'importantes  conséquences  poi 
une  é(juation  quelconque 

(Al)  Fi(y,r,  x)  =  o 

algébrique  eny' ^y^  x.  Elles  montrent,  par  exemple,  qu'une  tran 
formation  homographique  à  deux  variables,   effectuée  sur  x, 
ramène  (A|)  à  une  équation  dont  aucune  intégrale  n'a  de  poin 
essentiels.  Elles  permettent  d'étendre  aux  intégrales  d'une  équ 
tion  (A|)  quelconque  le  célèbre  théorème  de  M.  Picard  sur  l 


(  '  )  La  valeur  x  =  ^  peut  ôlrc  une  singularité  essentielle  de  çp( jc^'^,  a:^),  qu 

que  soient  y^,  x^.  Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  la  fonetion  r(^»  J'o>  ^t)  P* 
admettre,  dans  le  plan  des  ^j,,  des  singularités  transcendantes  ou  essonlielles.  I 
nicnjcs  remarques  s'appliquent  aux  valeurs  .r„    :  ;. 


i 
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zt^r^os  des  fonctions  entières;  supposons,  pour  simplifier  l'énoncé, 
que?  (A|)  ne  possède  aucune  solution  de  la  formej^  =  const.;  si 
r^.:x)e%l  une  transcendante  quelconque  (uniforme  ou  non)  véri- 
fiai ni  (A,),  Tëgalité 

a<l  imet  une  infinité  de  racines,  exception  faite  pour  un  nombre  fini 
Je  valeurs  de  b  qiii  sonX.  fixes  et  mises  en  évidence  par  Téqualion 
(lilïVreDticlle. 

7.  Passons  aux  équations  (A)  dont  l'intégrale  ne  prend  que  n 
valeurs  autour  des  points  critiques   mobiles.  Il  résulte  aussitôt 

des  théorèmes  I  et  II  que  l'intégrale  y  =  '^{x^y^^  Xq)  d'une  telle 
équation  est  fonction  algébrique  deyo-  Inversement,  si  l'intégrale 
/  =  o(x,  C)  d'une  équation  (A)  est  une  fonction  algébrique  de 
la  oonstanle  arbitraire  C,y{x)  n'acquiert  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles  qu'un  nombre  fini  de  déterminations.  La  classe  des 
^ualions  (A)  dont  l'intégrale  générale  y{x)  est  une   fonction 
algébrique  de  la  constante  (convenablement  choisie),  et  la  classe 
des   équations  (A)  dont  l'intégrale  j'(x)  n'admet  qu'un  nombre 
nui  de  branches  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles, 
^  confondent  donc.  Il  en  est  tout  autrement  pour  les  équations 
du  second  ordre  :  la  première  classe  n'est  qu'une  catégorie  de  la 
seconde. 

Les  équations  {X)  à  points  critiques  fixes  sont  les  plus  simples 

de  la  classe  en  question.  Ces  équations  ont  déjà  fait  l'objet  des 

recherches  de  M.  Fuchs  et  de  M.  Poincaré.  M.  Fuchs  a  formé  les 

conditions  nécessaires  pour  qu'une  équation  (A)  ait  ses  points 

^^f'iiques  fixes.  M.  Poincaré,  par  une  belle  méthode  d'intégration, 

est  parvenu  à  ce  résultat  bien  remarquable  que  l'intégrale  y{x) 

"**ûe  équation  (A)  à  points  critiques  fixes  s'obtient  algébrique- 

°*^'^^  ou  par  quadratures,  ou  dépend  d'une  équation  de  Iliccati. 

"*^is  les  travaux  des  deux  illustres  géomètres  prêtaient  à  deux 

*>DjeciiQng  bien  diflerentes  que  les  théorèmes  1  et  II  permettent 

seuls  de  lever  :  M.  Fuchs  s'est  borné  à  exprimer  que  toute  solu- 

lon^^j.^  de  (A),   qui,   pour  jt;  =  Xo,  prend  une  valeur  déter- 

"ie<»  y^^  çjj  uniforme  dans  le  domaine  de  jr©;  on  pouvait  se 

^w^ander  si  toutes  les  équations  (A)  répondant  aux  conditions 
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de  M.  Fiichs  avaient  vraiment  leurs  points  criliques  fixes;  appli- 
quées au  second  ordre,  ces  conditions  conduisaient  à  regarder 
comme  à  points  critiques  fixes  des  équations  dont  Tintégralc 
possède,  en  réalité,  des  points  mobiles  à  la  fois  essentiels  et  cri- 
tiques-, pour  le  premier  ordre,  il  se  trouve  que  les  conditions  de 
M.  Fuchs  sont  suffisantes,  mais  c'est  en  vertu  du  théorème  I. 
Quant  à  la  méthode  de  M.  Poincaré,  elle  s'appuie  sur  la  corres- 
pondance birationncllc  qui  existe  entre  les  valeurs  y  (x),  y{jc) 
d'une  solution  et  les  valeurs  initiales  j^©»  J'o  î  "ï^is  la  démonstration 
de  M.  Poincaré  établit  seulement  que  ladite  correspondance  est 
biunîforme  (*);  les  équations  intégrées  par  M.  Poincaré  avaient 
donc  bien  leurs  points  critiques  fixes,  mais  il  n'était  pas  certain 
qu'elles  fussent  les  seules.  Appliquée  au  second  ordre,  la  méthode 
de  M.  Poincaré  n'épuisait  pas  toutes  les  équations  à  points  cri- 
tiques fixes.  Pour  le  premier  ordre,  l'objection  s'évanouit  si  Ton 
tient  compte  du  théorème  II  :  la  relation  entre^,  y' et^oj  J^o  "® 
peut  être  biunîforme  sans  être  birationncllc. 

8.  Considérons  maintenant  une  équation  (A.)  dont  l'intégrale 
n'acquiert  que  n  déterminations  autour  des  points  critiques  mo- 
biles. Les  théorèmes  I  et  II  permettent  d'établir  qi£unc  telle 
équation  se  ramène  algébriquement  à  une  équation  (A)  dont 
les  points  critiques  sont  fixes . 

J'insiste  sur  cette  dernière  proposition,  qui  peut  sembler  évi- 
dente au  premier  abord.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  une 
équation  (A)  algébrique  cny'^y^  Xj  soit 

(Al)  F,(y,^,a7)=o. 

Si  l'intégrale  générale  ^'(x)  de  (A,)  prend  exactement /i  valeurs 
autour  des  points  critiques  mobiles,  il  est  clair  qu'elle  vérifie  une 
relation  (et  une  seule)  de  la  forme 


(')  On  montre,  il  est  vrai,  bien  aisément  que  toute  correspondance ftia/ïi/br/?ie 
entre  deux  surfaces  de  Kicmann  qui  n'admet,  sur  une  de  ces  surfaces,  que  des 
points  singuliers  isolés,  csl  nécessairement  ^t/*a^to/i/ic//e.  Mais  la  correspondance 
entre  y'j  y  et  y\y  y„  pouvait,  a  priori,  admettre  des  singularités  plus  compli- 
quées, des  lignes  singulières  par  exemple,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  le  3*  ordre. 
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où  les  R  sont  des  foncllons  de  x  et  d'une  constante  c,  dont  les 
points  critiques  dans  le  plan  des  x  sonljixes.  Si  on  élimine  c 

entre  les  R,-,  -^>  ces  fonctions  s'expriment  à  Taide  d'une  d'entre 

elles  (soit  Ro)  et  de  x.  Mais,  d'une  part,  il  n'est  pas  évident  que 
les  fonctions 

soient  algébriques  en  R©;  si  la  chose  est  vraie,  c'est  à  cause  du 
théorème  II,  qui  montre  que  les  R/  sont  algébriques  enj^o-  D'autre 
part,  cette  première  condition  remplie,  il  n'est  pas  évident  que 
les  coefficients  a(x)  de  ces  fonctions  algébriques  A/,  d«|.  de  Ro 
soient  algébriques  en  x;  si  la  chose  est  vraie,  c'est  à  cause  du 
théorème  I,  qui  permet  d'exprimer  algébriquement  qu'une  équa- 
tion (Aj)  a  ses  points  critiques  fixes.  Étendue  au  second  ordre, 
la  proposition  analogue  n'est  plus  exacte,  en  général,  parce  que 
les  R|(^, ^07^0)  peuvent  renfermer  sous  forme  transcendante  les 
constantes  ^07  J^'o-  Dans  le  cas  même  du  premier  ordre,  la  pro- 
position étendue  à  tous  les  points  critiques  tant  fixes  que  mobiles 
est  en  défaut.  Je  m'explique  :  supposons  que  l'intégrale  générale 
y{x)  de  (A|)  soit  une  fonction  qui  n'admette,  dans  tout  le  plan 
des  Xy  que  N  branches;  elle  vérifie  une  relation  (et  une  seule)  de 
la  forme 

où  les  R|  sont  des  fonctions  uniformes  de  x  qui  dépendent  algé- 

briquement  d'une  constante  C.  Si  on  élimine  C  entre  les  R/,  -j^y 
les  fonctions 

algébriques  en  R©,  ne  sont  pas  en  général  algébriques  en  x\  leurs 
coefficients  sont  des  intégrales  particulières,  parfaitement  déter- 
minées, de  certaines  équations  difierentielles  non  intégrables;  cl 
cela  tient  à  ce  qu'on  ne  sait  pas  exprimer  algébriquement  que 
l'intégrale  générale ^(x)  d'une  équation  (A^)  est  uniforme. 

D'après  ce  qui  précède,  représentons  par(E„)  unec(|uation  (A,) 
quelconque  dont  l'intégrale  y  (x)  n'acquiert  que  n  valeurs  autour 
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(les  points  crilîqiies  mobiles,  par  T,t  une  solulion  quelconque 
y{x)  d'une  équation  (E;,)  :  toute  équation  (E^)  se  ramène  algé- 
hriquement  à  une  équation  (E|);  toute  transcendante  T/,  s'ex- 
prime en  fonction  de  x  et  d'une  transcendante  T| .  Au  contraire, 
soit  (C„)  une  équation  (A|)  quelconque  dont  l'intégrale  géné- 
rale y{x)  est  une  fonction  à  n  branches,  soit  tÊ,,  une  solution 
quelconque  d'une  telle  équation  :  une  transcendante  ®/i  n'est  pas, 
en  général,  une  combinaison  algébrique  de  x  et  de  transcen- 
dan  te  s  C<. 

9.  La  nature  de  l'intégrale  y{x)  se  trouvant  ainsi  définie  dans 
riiypothèse  où  y{x)  n'acquiert  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  au- 
tour des  points  critiques  mobiles,  une  question  se  pose  d'elle- 
même  :  Etant  donnée  une  équation  (A),  comment  reconnaître 
si  elle  rentre  dans  la  catégorie  étudiée? 

J'établis  d'abord  à  ce  sujet  la  proposition  suivante  :  On  sait  re- 
connaître, à  l'aide  d'un  nombre  fini  d' opérations,  si  l'intégrale 
y{x)  d'une  équation  (A)  donnée  ne  prend  {autour  des  points 
critiques  mobiles)  qu'un  nombre  donné  n  de  valeurs  :  quand  il 
en  est  ainsi,  l'équation  s'intègre  algébriquement  y  ou  se  ramène 
algébriquement  soit  à  une  équation  de  la  forme 

=  h{x)  dx, 


v/(i—  u'^){\  —  k^u^) 


soit  à  une  équation  de  Riccati. 

Mais  est-il  possible  de  traiter  la  même  question  sans  se  donner 
n  ou  une  limite  supérieure  de  n?  Il  n\  avait  guère  lieu  de  l'espérer 
d'après  les  essais  infructueux  tentés  sur  le  cas  particulier  le  plus 
simple,  celui  où  x  ne  figure  pas  explicitement  dans  (A).  Comme 
rinlégrale  d'une  équation 

(a)  Y{y,y)=o 

ne  saurait  admettre  de  points  singuliers  fixes,  la  question  est,  dans 
ce  cas,  de  reconnaître  si  l'intégrale  r(\r)  de  (a)  est  une  fonction 
à  un  nombre  fini  de  branches  :  quand  il  en  est  ainsi,  j'(x)  est  une 
fonction  algébrique  de  x^  ou  de  c^-'*,  ou  de  snfi*\x^  X  et  /r*  étant 
nunjériques;  dans  la  première  hypothèse,  le  problème  se  traite 
élémcntairemonl  ;  dans   la  seconde,  tout  revient  à  déterminer  si 
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une  certaine  Intégrale  abélienne,  dont  tous  les  infinis  sont  loga- 
rithmiques, n'a  qu'une  période  :  c'est  là  une  question  qu'on  ne 
sait  traiter  que  dans  des  cas  très  particuliers,  par  les  méthodes 
arithmétiques  de  Tchebjcheff  et  Zololarcff.  Enfin,  dans  la 
troisième  hypothèse,  la  difficulté  est  de  savoir  si  une  certaine  in- 
tégrale abélienne  de  première  espèce  n'a  que  deux  périodes  :  ce 
problème  est  encore  à  résoudre. 

Il  était  donc  naturel  de  penser  que  la  question  analogue,  rela- 
tive aux  équations  (Â)  où  x  figure  explicitement,  était  plus  ina- 
bordable encore.  En  approfondissant  la  forme  de  l'intégrale  ^èné- 

rale  j^  =  o(j:,  jKoï  «^o)  par  rapport  à  la  constante,  je  suis  parvenu 
néanmoins  au  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  équation  * 

(A,)  F,(y,^,a;)=o 

algébrique  eny^^y^  j:,  on  sait  {à  l'aide  dUin  nombre Jini d' opé- 
rations) reconnaître  si  V  intégrale  y  {x)  est  une  fonction  trans- 
cendante qui  ne  prend  q  u'  un  nombre  fini  [non  donné)  de  valeurs 
autour  des  points  critiques,  ou  ramener  V équation  aux  qua- 
dratures. 

De  plus,  dans  les  cas  singuliers  où  l'on  sait  seulement  ramener 
l'équation  aux  quadratures,  il  reste  à  déterminer  si  une  certaine 

équation  Gf -^>  ;/j  =0  admet  comme  intégrale  une  fonction  à  un 

nombre  fini  de  branches  :  de  sorte  que  la  question  posée  serait 
complètement  résolue  pour  une  équation  (A|)  quelconque,  si 
elle  Vêtait  pour  les  équations  où  x  ne  figure  pas.  Ces  dernières 
équations,  les  plus  simples  en  apparence,  constituent  (au  point 
de  vue  qui  nous  occupe)  un  type  exceptionnel  qui  met  en  défaut 
la  théorie  des  fonctions  et  exige  des  recherches  arithmétiques, 

10.  Une  autre  circonstance  bien  remarquable,  c'est  que  les 
mêmes  méthodes,  quand  on  les  emploie  à  reconnaître  si  l'intégrale 
de  (A|)  est  algébriquCy  sont  loin  de  conduire  à  des  résultais 
aussi  précis  :  le  cas  algébrique  apparaît  donc  ici  comme  plus 
compliqué  que  le  cas  transcendant.  J'ai  consacré  deux  Leçons  au 
problème  de  l'intégration   algébricjuc  des  équations  du  premier 
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ordre.  Ce  problème,  sur  lequel  M.  Darboux  a  publié,  en  1877,  un 
Mémoire  magistral,  a  été  repris  dans  ces  dernières  années  par 
M.  Autonne,  M.  Poincaré  et  moi.  Les  méthodes  proposées  jus- 
qu'ici, quand  on  les  combine,  permettent,  dans  des  cas  très 
étendus,  de  reconnaître  si  une  équation  donnée  (A|  )  s'intègre  algé- 
briquement ou  de  ramener  l'équation  aux  quadratures.  J'ai  indiqué 
explicitement  les  cas  pour  lesquels  ces  méthodes  sont  sûrement 
insuffisantes,  et  j'ai  montré  que  la  question  ne  saurait  faire  aucun 
progrès  essentiel  si  on  n'introduit  pas,  d'une  manière  ou  d'une 
autre,  une  condition,  distincte  de  celles  que  nous  possédons  déjà, 
pour  exprimer  que  l'intégrale  algébrique  est  mise  sous  forme  irrè- 
ductible. 

Ce  qui  m'a  dé^dé  à  insister  longuement  sur  ce  point,  ce  n'est 
pas  seulement  l'importance  intrinsèque  d'un  problème  si  naturel 
et,  en  apparence,  si  simple,  c'est  aussi  la  multitude  de  questions 
(intéressant  les  équations  différentielles)  dans  lesquelles  la  même 
diffîculté,  relative  à  Pirréductibilité  d'une  relation  algébrique,  est 
l'obstacle  principal  et  veut  être  surmontée  par  des  procédés  ana- 
logues. Nous  serons  amenés,  par  exemple,  dans  la  suite  de  ces 
Leçons,  à  considérer  les  équations  du  second  ordre  qui  admettent 
une  intégrale  première 

?(y>r»^»C)=o, 

où  o  est  un  polynôme  enj^',  y,  C.  Quand  on  n'exprime  d'aucune 

manière  que  la  courbe  'f  (  r',  ^,  C  )  =  o  est  irréductible,  il  est  clair 
qu'on  ne  peut  espérer  reconnaître,  en  général,  si  une  équation 
quelconque  donnée  possède  une  telle  intégrale  première. 

1 1 .  Systèmes  dijférenticls  du  second  ordre.  —  Dès  que  l'ordre 
du  système  diflcrenlicl  dépasse  l'unit»»,  des  complications  toutes 
nouvelles  s'introduisent,  dont  la  plus  grave  est  l'existence  possible 
de  points  essentiels  mobiles  (critiques  ou  non).  Les  types  connus 
d'équations  de  second  ordre  dont  l'intégrale  présente  cette  singula- 
rité sont  si  simples  qu'il  ne  semblait  pas  douteux  qu'une  équation 
de  second  ovAm prise  au  hasard  n  en  fût  afl'ectée.  C'est  le  contraire 
qui  est  vrai  :  ics  systèmes  (i),  dont  l' intégrale  générale  possède 
ties  points  essentiels  mobiles,  forment  une  classe  exceptionnelle. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  79 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  du  second  ordre 

OÙ  y*! ,  yi  sont  rationnels  en  y^  5.  Si  on  remplace  y  par  ^  >  z  par  -  > 
le  système  s'écrit 

dx  _^tdy  -^  y  dt  __idz  —  zdi 

où  X,  A,  B,  C  sont  des  polynômes  homogènes  en  y^  z^  f,  le  pre- 
mier de  degré  y,  les  autres  de  degré  q  +  1  (analytiques  en  ^). 

Dans  Tétude  analytique  d'un  tel  système,  les  théorèmes  suivants 
jouent  un  rôle  fondamental  : 

Théorème  I.  —  Si  les  polynômes  X,  A,  B,  C  sont  les  plus  gé- 
néraux de  leur  degré,  V intégrale  générale 

(3)  y  —  ^ir^y^yZ^^xl),        z  =  '^{x, y^i,  Zq.'x^),        /si 

du  système  donné  ne  peut  admettre  de  singularités  mobiles  non 
algébriques. 

Théorème  II.  —  Pour  que  l'intégrale  générale  y  =  cp,  5=4 
(id  mette  des  singularités  transcendantes  mobiles,  il  faut  [mais 
il  ne  suffit  pas)  que  les  égalités 

X  =  o,        /A— 7C  =  o,       jB  — 5C  =  o,        5G  — /B  =  o 

soient  compatibles  [quel  que  soit  x)  pour  des  valeurs  dey,  z^  t^ 
fjui  ne  soient  pas  toutes  nulles. 

Théorème  III.  —  Pour  que  r intégrale  générale  y  =  'f ,  z  =^  •} 
admette  des  singularités  essentielles  mobiles,  il  faut  (mais  il 
ne  suffit  pas)  que  le  polynôme  X(j^,  z,  t,  x)  [ou  un  de  ses  divi- 
seurs X|(v,  5,  /,  x)]  définisse  une  intégrale  première  particu- 
larisée  du  système  (2). 

12.  Quand  il  existe  des  singularités  transcendantes  ou  essen- 
tielles mobiles,  l'intégrale  générale  j'  =  '^,  5  = 'j»,  considérée 
comme  fonclion  des  deux  constantes ^'0,  z^^^  est  airccléc  de  singu- 
larités Iranscendanles  variables  avec  x.  Mais  p<Mil-ellc  présenter 
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des  singiilarllés  non  algébriques  indépendantes  de  j:?  A  celle 
quesllon  répond  ce  nouveau  ihéorème  : 

Théorème  IV.  —  Pour  que  les  fonctions  y  =  o(xj  j)'o,  5o,  x©), 

z='!^(x,yo,  -0,^0)  [ouj'=3)(j:,jKo, -0,  J^o),^='M-^0'o, -0,^0)] 
présentent  dans  le  plan  des  y^  {ou  dans  le  plan  des  z^)  des  sin- 
gularités non  algébriques  indépendantes  de  x,  il  faut  (mais  il 
ne  suffit  pas)  que  la  condition  du  théorème  III  soit  remplie.  De 
plus,  les  affixcs  d'une  telle  singularité  rendus  homogènes,  soit 

yo=  T^»  wo=  TfT-y  vérifient  la  relation 

(4)  X(Yo,  Zo,  To,  a:o)=o. 

En  particulier,  quand  l'intégrale  générale  y{x)j  z{x)  n^admet, 
comme  singularités  mobiles,  que  des  points  algébriques,  les  fonc- 
tions y  =cp,  z  =  'i;,  regardées  comme  fonctions  d'une  quelconque 
des  deux  constantes  yo^  z^,  n'admettent  que  des  singularités  algé- 
briques, à  moins  que  la  condition  du  théorème  III  ne  soit 
remplie.Ddinsce  dernier  cas,  les  affixes  des  singularités  transcen- 
dantes (rendus  homogènes)  vérifient  la  relation  (4). 

13.  Les  propositions  s'étendent  à  un  système  (1)  quelconque 
où  ^cs/i{y^^  .  .  ",ym,  x)  sont  algébriques  en  yi,  . .  .,^'/».  Elles 
entraînent  d'importantes  conséquences  :  considérons,  par  exemple, 
un  système 

^  ffx       dy       dz 

OÙ  X,  Y,  Z  sont  algébriques  en  x,  y^  z  et  où  x^  y,  z  jouent  un  rôle 
symétrique  ;  y  entends  par  là  qu'on  se  propose  d'étudier  les  rela- 
tions entre  x,  y^  z  définies  par  (i)"  sans  fixer  la  variable  indépen- 
dante. On  voit  aussitôt  qu'une  transformation  homographique  à 
trois  variables  eflectuée  sur^,^,  z  ramène  le  système  (i)''à  nne 
forme  telle  que  la  nouvelle  intégrale ^(j:),  z{x)  ne  présente  plus 
de  singularités  essentielles.  On  n'a  plus  dès  lors  à  se  préoccuper 
que  des  singularités  transcendantes. 

Quand  la  variable  indépendante  est,  au  contraire,  donnée,  no- 
taniuKMit  quand  on  veut  étudier  les  systèmes  dont  l'intégrale  gé- 
nc'rale  r(^),  ^-{x)  n'acquiert  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  autour 
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des  points  critiques  mobiles^  il  est  loisible  seulement  d'efTectuer 
sur^,  z  une  transformation  algébrique  (où  x  figure  analjlique- 
ment)  et  de  changer  x  en  '^(^)-  Mais  ces  transformations  ne  font 
pas  disparaître  les  singularités  essentielles  mobiles  de  Fintégrale, 
s'il  en  existe.  Pour  appliquer  à  la  discussion  de  ces  singularités 
les  théorèmes  I,  II  et  III,  j'ai  dû  préciser  les  propriétés  d'une 
fonction  uniforme  (ou  à  n  branches)  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier. 

14.  Quand  une  fonction  analytique  J^(^),  uniforme  dans  une 

certaine  aire  A,  admet  dans  cette  aire  le  point  x  =  a  comme  point 
singulier  (non  polaire)  isolé,  on  sait  qu'elle  est  complètement 

indéterminée  dans  le  domaine  de  x  =  a',  d'une  façon  plus  précise, 
un  théorème  de  M.  Picard  exprime  qu'elle  prend  une  infinité  de  fois 
toutes  les  valeurs  j^  =  A,  sauf  deux  au  plus.  La  même  proposition 

subsiste  évidemment  si  a  est  un  point  limite  de  points  transcen- 
dants isolés.  Mais  qu^arrii^e-t-il  quand  a  appartient  à  un  en- 
semble par/ait  E  de  points  singuliers?  La  seule  chose  qui  soit 
certaine,  a  priori,  c'est  que  les  fonctions  j^(a:),^'(j:)  ne  peuvent 

être  toutes  deux  continues  dans  un  cercle  de  centre  a,  si  petit  que 

soit  le  rajon  de  cercle.  Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  a 
fait  ou  non  partie  d'une  coupure,  autrement  dit  suivant  que  l'en- 
semble parfait  E  est  bien  enchaîné  ou  mal  enchaîné.  Dans  le  pre- 
mier cas,  il  est  possible  que  y(x)^  y(x)  tendent  vers  une  limite, 

quand  x  tend  vers  a  sur  un  chemin  quelconque  sans  rencontrer  de 

points  E.  Dans  le  second  cas,  au  contraire,  je  montre  que  a  ou 
bien  est  un  point  essentiel  de y{x)  (j'entends  que  j^  est  indéter- 
miné quand  x  tend  vers  a  sans  rencontrer  de  points  E)  ou  bien 
est  un  point  limite  de  points  essentiels  (  *  ). 


{'  )  On  peut  préciser  beaucoup  ce  théorème  et  inoiilrer  que  y{x)  est  complète- 
ment indéterminé pouT X  =  a;  j'entends  que  (dans  le  domaine  de  x=â)  y{x) 
s'approche  autant  que  Ton  veut  de  toute  valeur  donnée  ù  l'avance.  Mais  j'ai  seule- 
ment esquissé  dans  ces  Leçons  la  démonstration  assez  délicate  de  cette  dernière 
proposition  à  laquelle  nous  n'aurons  pas  recours  par  la  suite.  J'ai  insisté,  d'autre 
part  (p.  44o-ViO»  sur  la  nécessité  de  séparer  les  transcendantes  uniformes  nw 
trois  grandes  classes  T,  T',  T",  T  représentant  les  transcendantes  (lui  possèdent 
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De  pins,  soit  A  une  aire  attenant  à  une  ligne  (c'est-à-dire  à  un 
ensemble  parfait  bien  enchaîné  de  points  E);  si  la  fonction  y  (^x) 
est  holomorphe  dans  A  et  s* annule  en  chaque  point  E,  elle  est 
identiquement  nulle, 

15.  Ces  propositions,  jointes  aux  théorèmes  I,  II,  III,  IV,  con- 
duisent à  partager  les  systèmes  du  second  ordre  en  deux  catégories. 
Considérons  une  équation 

(B)  F(y,y,7,a:)=o 

algébrique  en  y^,  y^  y,  analytique  en  ar,  et  convenons  d'appeler 
transformée  algébrique  de  (B)  toute  équation  du  second  ordre 
qui  se  déduit  de  (B)  en  remplaçante^  par  j3  =  y(^,j^,  x),  où  y 
est  algébrique  en  y^  y ^  et  analytique  en  x.  Nous  dirons  que 
V équation  (B)  est  de  la  classe  singulière,  si  elle  satisfait  {ainsi 
que  toutes  ses  transformées  algébriques)  aux  deux  conditions 
suivantes  : 

1**  Une  branche  au  moins  de  la  fonction  j^ (y,  ^,  x)  définie 

par  (B)  est  telle  que  ~  reste  fini  pour  y  =00; 

2°  La  fonction  j/^ (y,  y,  x)  admet  au  moins  un  pôle^=  G(jc) 
(d'ordre  égal  à  i  ou  plus  grand  que  1)  indépendant  de  y\  Ce  pôle 
peut  être  d'ailleurs  y  =  00  :  j'entends  par  là  que,  dans  la  trans- 


au  moins  un  point  essentiel  isolé,  T'  celles  qui  possèdent  un  ensemble  parfait 
mal  enchaîné  de  points  singuliers,  T'' celles  qui  n'ont  d'autres  singularités  trans- 
cendantes que  des  coupures.  Aux  transcendantes  T  s'appliquent  les  deux  théo- 
rèmes de  M.  Picard  : 

1"  U égalité  T  (a:)  —  A  =  0  a  une  infinité  de  racines,  sauf  au  plus  pour  deux 
valeurs  de  \. 

2"  Si  deux  fonctions  T  vérifient  une  relation  algébrique,  cette  relation  est 
de  genre  zéro  ou  i . 

Ces  deux  théorèmes  sont  en  défaut  pour  les  fonctions  T',  comme  pour  les  fonc- 
tions T",  ainsi  qu'il  résulte  des  travaux  de  M.  Poincaré.  Deux  fonctions  T'  (ou 
deux  fonctions  T")  peuvent  vérifier  une  relation  algébrique  de  genre  quelconque. 
Il  existe  des  fonctions  T'  (ou  T*)  qui  ne  prennent  pas  «7  valeurs  données  à  l'avance 
(si  grand  que  soit  q).  Mais,  tandis  qu'une  transcendante  T'  s'approche  autant 
qu'on  le  veut  de  toute  valeur  A,  le  module  d'une  transcendante  T*  peut,  par 
t.xomple,  rester  inférieur  à  un  nombre  positif  fini  N. 
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formée  de  (B)  en^=-,  la  fonction   ^{z\z^  x)  admet  5  =  0 
comme  pôle  (d'ordre  au  moins  égal  à  i),  quels  que  soient  ^'  et  x. 

Toute  équation  (B)  qui  n'est  pas  de  la  classe  singulière  est 
dite  de  la  classe  générale.  Pour  qu'une  équation  (B)  soit  de  la 
classe  générale,  il  faut  donc  et  il  sudGt  qu'une  de  ses  transformées 
algébriques  échappe  à  une  des  deux  conditions  précédentes. 

Cette  définition  admise,  on  établit  le  théorème  suivant  : 

Soit  En  une  équation  (B)  quelconque  dont  Vintégrale  générale 
y{x)  n'acquiert  qu'un  nombre  n  de  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles.  Si  lin  est  de  la  classe  générale,  ^(^)  est  une 
fonction  algébrique  de  deux  constantes  y ^^  y'^. 

Si  En  est  de  la  classe  singulière,  ou  bien  y{x)  a  des  singula- 
rités essentielles  mobiles,  ou  bieny{x)n'a  d'autres  singularités 

mobiles  que  des  pôles.  Dans  ce  dernier  cas,  yz=(f(^x^y'^yyo^  Xq) 
est  une  fonction  transcendante  (à  un  nombre  ^ni  de  branches 
de y\y  y^i  et  admet  y'^  =  00  comme  point  essentiel  ainsi  qu  'une 

au  moins  des  valeurs  y  q=  G(a:o);  en  dehors  des  valeursyQ  =  cOy 

j^0=  0(^:0)7  elle  ne  présente  que  des  singularités  algébriques^ 

Sous  une  forme  plus  brève,  on  peut  dire  que  l'intégrale  d'une 

équation  E„  renferme  les  constantes  y  q,  y  ^  sous  forme  algébrique 

ou  transcendante,  suivant  que  E/j  appartient  à  la  classe  générale 

ou  à  la  classe  singulière. 

Une  classification  et  des  théorèmes  analogues  s'appliquent  à 
un  système  (i)  quelconque. 

16.  D'après  ce  qui  précède,  ce  sont  les  équations  E;,  de  la 
classe  générale  dont  l'étude  est  évidemment  la  plus  simple.  Tout 
d'abord,  je  montre  que,  pour  ces  équations,  le  cas  de  n  quel- 
conque se  ramène  au  cas  de  /i  =  i  ;  autrement  dit,  toute  équation 
dont  l'intégrale  est  une  fonction  algébrique  de  deux  constantes 
est  réductible  algébriquement  à  une  équation  dont  Vintégrale 
y{x)  a  ses  points  critiques  fixes  et  renferme  rationnellement  les 

constantesyoj  y^^  y\  [liées  par  la  relation  ^{y\,  y\,  y^,  x^)  =  o] 
Cette  proposition  comporte  les  mûmes  remarques  que  la  proposi- 
tion analogue  relativement  au  premier  ordre  (§  8). 
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Tout  revient  donc  à  étudier  les  équations  dont  Tintégtale 
dépend  rationnellement  de  ^qî  y'oy  yl-  C'est  M.  Picard,  dans  ses 
belles  et  profondes  recherches  sur  les  fonctions  algébriques  de 
deux  variables,  qui  a  considéré,  le  premier,  cette  catégorie  d'éqaa- 
tions,  et  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  constituent  une  des 
plus  importantes  applications  de  ses  théorèmes  bien  connus  sur 
les  transformations  birationnelles  des  surfaces  algébriques.  Ces 
résultats,  et  ceux  que  j'ai  obtenus  en  prenant  comme  points  de 
départ  les  recherches  de  M.  Picard,  permettent  d'élucider  la 
nature  de  Vintégrale  dans  tous  les  cas  où  elle  dépend  algébri- 
quement des  constantes.  On  trouve  que  toute  équation  E/i  de  la 
classe  générale  ou  bien  équivaut  à  une  combinaison  de  deux  équa- 
tions du  premier  ordre  à  points  critiques  fixes,  ou  bien  se 
ramène  algébriquement,  soit  à  une  équation  linéaire,  soit  à  un 
système  hyperelliptique  (5)  : 

(5)     _t  H- ^  =  ;.(x)rfx,         -Z^H--i^=*(*)dr, 

Pour  établir  ces  résultats,  j'ai  dû  faire  une  longue  digression 
sur  les  transformations  des  surfaces  algébriques.  Les  Leçons  15  et 
16  renferment  une  théorie  complètement  achevée  des  surfaces 
qui  admettent  un  groupe  continu  fini  de  transformations  biration- 
nelles. Cette  théorie  comporte  beaucoup  d'autres  applications  : 
elle  permet,  par  exemple,  de  former  explicitement  tous  les 
groupes  continus  finis  à  deux  variables  qui  sont  algébriques. 

J'ai  eu  besoin  aussi  de  m'appuyer  sur  le  célèbre  théorème 
qu'a  énoncé  (sans  en  indiquer  de  démonstration)  M.  Weierstrass 
sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables  qui  possèdent  un  théo- 
rème d^  addition,  La  16*  Leçon  contient  une  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  théorème,  démonstration  qui  présente  de  très  pro- 
fondes difficultés. 

J'ajoute  que  les  méthodes  et  les  résultats  indiqués  dans  ce 
paragraphe  s'étendent  sans  modification  à  un  système  différentiel 
quelconque  dont  Vintégrale  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini 
de  constantes  qui  y  figurent  algébriquement. 

17.   Les   proposilions   précédentes  montrent  que  les  transcen- 
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dantes  à  n  branches  définies  par  une  équation  En  de  la  classe 
générale  ne  se  distinguent  pas  de  celles  qu'introduisent  les  équa- 
tions linéaires  et  les  quadratures.  La  même  conclusion  s'applique- 
t-elle  aux  équations  E;,  de  la  classe  singulière? 

L'intégrale  y{x)  d'une  telle  équation  est  nécessairement  une 
fonction  transcendante  de  j^o,  j^^.  Mais  deux  cas  sont  à  distinguer, 
suivant  qu'il  est  ou  non  possible  de  choisir  les  constantes  d'inté- 
gration ^e/h^o/t  quey{x)  soit  une  fonction  algébrique  d^une 
des  constantes.  Je  conviens  de  dire  que  l'intégrale  est,  dans  lo 
premier  cas,  une  fonction  semi-transcendante,  dans  le  second 
cas  une  fonction  transcendante  de  deux  constantes. 

Dans  le  premier  cas,  j'ai  réussi  à  élucider  la  nature  de  l'inté- 
grale, et  j'ai  montré  que  l'équation  E,t  équivaut  à  une  combinaison 
de  deux  équations  du  premier  ordre  à  points  critiques  fixes.  Les 
seules  équations  En  de  la  classe  singulière  qui  ne  soient  pas 
nécessairement  réductibles  aux  équations  du  premier  ordre  sont 
donc  celles  dont  l'intégrale  renferme  les  deux  constantes  sous 
forme  transcendante  de  quelque  façon  qu^on  les  choisisse. 

J'ai  dû  préciser,  à  ce  sujet,  le  sens  qu'il  convient  d'attacher  ici 
au  mot  irréductibilité.  Dans  la  plupart  des  travaux  qui  traitent 
de  la  réduction  des  équations  diflférentielles,  les  variables  qui 
figurent  dans  les  équations  jouent  un  rôle  symétrique  ;  on  re- 
garde, par  exemple,  l'équation 


/(,_-^2)(|_AV2) 


comme  définissant  une  relation  entre  x  Q\y  (relation  qui  dépend 
d'une  constante).  Au  contraire,  dans  les  problèmes  qui  font 
l'objet  principal  de  ces  Leçons,  la  variable  indépendcintc  est 
donnée]  on  se  propose  d'étudier  les  transcendantes  j^(»r)  engen- 
drées par  l'équation 

ou  les  transcendantes  y(^x)  engendrées  par  Téquation 

•^  (i  — a:»)(i  — A»2:«)' 

et  les  deux  problèmes  sont  distincts  :  le  point  de  vue  de  Lcgcndrc 
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et  celui  d'Abel  et  de  Jacobi,  au  Heu  d'être  confondus  comme  tout 
à  rheure,  sont  maintenant  séparés. 

En  assujettissant  la  variable  indépendante  €Ï  rester  la  même, 
j'ai  été  conduit  à  une  déGnition  précise  de  rirréductîbîllté,  défi- 
nition plus  restreinte  que  celle  qu'il  faudrait  adopter  dans 
d^autres  recherches,  mais  qui  s'imposait  ici  (').  Une  fois  admise 
celte  définition  (qui  se  trouve  développée  dans  la  21*^  Licçon),  on 
peut  établir  ce  théorème  :  Pour  qu^iine  équation  £«  de  la  classe 
singulière  (  algébrique  en  y"^  j^,  y^  x)  soit  irréductible,  il 
faut  et  il  suffit  que  son  intégrale  soit  une  /onction  transcen^ 
dan  te  {et  non  semi-transcendante)  des  deux  constantes, 

18.  La  question  est  maintenant  de  savoir  s'il  existe  de  telles 
équations  E;,.  La  réponse  est  affirmative,  ainsi  qu'on  le  montre  en 
formant  un  type  d'équations  à  points  critiques  fixes  dont  l'inté- 
grale est  une  fonction  uniforme  de  j^ov  y^^  qui  reste  transcendante 
par  rapport  aux  deux  constantes  quelles  que  soient  les  constantes 
qu'on  substitue  àj^oj^o* 

Quant  à  la  formation  de  toutes  les  équations  E^  irréductibles  et 
de  la  classe  singulière,  c'est  là  un  problème  du  plus  haut  intérêt, 
mais  qui  exige  encore  de  longues  recherches.  Je  me  suis  borné  à 
donner  un  aperçu  des  principaux  résultats  que  j'ai  obtenus  jus- 
qu'ici, tels  que  la  détermination  de  toutes  les  équations  à  points 
critiques  fixes  de  la  forme 

où  R  est  rationnel  en }\  y  et  indépendant  de  x;  la  détermina- 
tion [en  supposant  le  genre p  de  la  sur/ace  ^{^^y^y,  x)  =  o 
supérieur  à  l'unité]  de  toutes  les  équations¥ {y'' ^  y ^ y^  x)  =  o^ 
dont  V  intégrale  générale  y  {x)  na  comme  singularités  mobiles 
que  des  pôles,  etc.  Dans  ce  dernier  problème,  la  théorie  des 
transformations   biuniformes  des  surfaces   algébriques  joue   un 


(')  Ccst  ainsi  que  l'cqualion  algébrique  Viy",  y\  y\  y)  =  o,  qui  engendre  la 
fonction  modulaire^  =  ^(j:),  est  irréductible  au  sens  que  nous  adoptons,  bien 
que  cette  équation  se  ramène  par  des  quadratures  à  une  équation  de  Hiccati,  quand 
on  y  regarde  x  comme  une  fonction  de  y. 
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rôle  essentiel.  Ces  résultats,  et  d'autres  encore  incomplcls,  seront 
exposés  en  détail  dans  des  Mémoires  ultérieurs. 

19.  J'obser\'e,  enfin,  qu'à  un  système  de  la  forme  (i)  il  est  loi- 
sible de  substituer  un  système  différentiel  quelconque  (S)  portant 
sur  m  fonctions  j^i, . . .,  J^m  de  q  variables  :z;i, . . .,  Xq^  algébrique 
par  rapport  aux  y  elk  leurs  dérivées,  et  dont  Tinlégrale  générale 
ne  dépend  que  d'un  lïomhTeJini  de  constantes.  Toutes  les  propo- 
sitions énoncées  plus  haut  pour  un  système  (i)  s'étendent  à  un  tel 
système  (S). 

Appliquées,  en  particulier,  aux  systèmes  (S)  de  la  forme 

(t  =  I,  a,  . . .,  m). 

OÙ  les  premiers  membres  sont  des  différentielles  totales  exactes, 
ces  généralités  permettent  d'édifier  toute  une  théorie  des  fonctions 
méromorphes  2m  fois  périodiques  de  m  variables,  sans  rien  em- 
prunter à  la  doctrine  des  courbes  algébriques.  Elles  permettent 
encore  de  déterminer  toutes  les  fonctions  uniformes  x{ii^  (^), 
y{u^  v)  définies  par  V  inversion  de  deux  différentielles  totales 
algébriques 

P(x, y)dx -¥-  Q(x, y)djr  =:  du,         Pt(x, y)dx  -h  Qi{x,  y)cfy  =  dv; 

ces  couples  de  fonctions  x(Uj  v)jy{u^  r)  renferment  notamment 
un  type  quadruplement  périodique  et  non  méromorphe.  Mais  le 
développement  de  ces  indications  m'eût  entraîné  trop  loin. 

20.  C'est  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques que  je  me  suis  placé  jusqu'ici.  Mais  il  est  clair  que  les 
méthodes  précédentes  s'appliquent  aussi  bien,  el  môme  se  sim- 
plifient, quand,  au  lieu  d'embrasser  le  domaine  complexe  de  la 
variable,  on  se  restreint  aux  valeurs  réelles.  Dans  une  dernière 
Leçon,  j'ai  exposé  quelques-unes  des  principales  conséquences 
qu'entraînent  ces  méthodes  pour  les  systèmes  différentiels  oit  la 
variable  et  les  fonctions  sont  réel  les,  et  notamment  pour  les 
équations  de  la  Dynamique, 

Suit  S  un  système  matériel  à  n  degrés  de  liberté,  dont  les  liai- 
sons sont  indopendantes  du  temps,  et  (jui  est  soumis  à  des  forces 
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fonctions  seulement  de  la  position  de  S.  Le  problème  général  de 
la  Dynamique  consiste  à  calculer  la  position  de  S  à  un  instant  t 
quelconque^  connaissant  ses  conditions  initiales  pour  ^  =  o. 
Théoriquement  la  chose  est-elle  toujours  possible?  C'est  la  pre- 
mière question  qui  se  pose.  Quand  S  passe  par  certaines  positions 
singulières,  on  sait  que  les  équations  de  la  Mécanique  ne  suf- 
fisent plus  nécessairement  à  déterminer  le  mouvement  ultérieur  du 
système.  Mais  une  singularité  beaucoup  plus  inattendue  peut 
arrêter  l'étude  du  mouvement  :  il  arrive  (ainsi  qu'on  le  voit  sur  des 
exemples  extrêmement  simples)  que  S  ne  tende  vers  aucune  posi- 
tion limite  ni  vers  l'infini  quand  t  tend  vers  un  certain  in- 
stant ti. 

On  serait,  il  est  vrai,  porté  à  croire  que  de  telles  singularités 
ne  se  présentent  jamais  dans  les  problèmes  naturels,  puisqu'un 
système  matériel  occupe  toujours  à  un  instant  donné  une  position 
déterminée.  L'argument  ne  serait  fondé  que  si  les  formules  de  la 
Dynamique  correspondaient  rigoureusement  à  la  réalité.  A  ce 
compte,  deux  points  matériels  s'attirant  suivant  les  lois  de  Newton 
ne  devraient  jamais  se  rencontrer,  parce  que  la  vitesse  d'un  élé- 
ment de  matière  ne  saurait  devenir  infinie.  Dans  ce  dernier  cas, 
le  paradoxe  se  lève  aussitôt  quand  on  observe  que  les  deux  élé- 
ments matériels,  ayant  toujours  des  dimensions  finies,  se  choque- 
ront avant  que  leurs  vitesses  soient  infinies;  mais  leurs  vitesses, 
au  moment  du  choc,  seront  d'autant  plus  grandes  que  leurs  dimen- 
sions seront  plus  petites.  C'est  une  explication  du  même  genre 
qui  rend  compte  de  la  singularité  que  je  signale  :  si,  pour  ^  =  ^,, 
les  fonctions  ^i{t)  qui  définissent  la  position  de  S  deviennent 
indéterminées,  c'est  que  S,  avant  l'instant  ^i,  passe  par  un  état 
où  les  hypothèses  et  lois  de  forces,  qui  ont  permis  de  mettre  le 
problème  en  équations,  cessent  d'être  suffisamment  exactes;  mais 
S  n'atteint  cet  étal  qu'après  une  période  i*affolement  d'autant 
plus  accentuée  que  ces  hypothèses  et  lois  sont  plus  voisines  de  la 
réalité. 

Il  y  a  donc  le  plus  grand  intérêt  à  savoir  reconnaître,  sur  un 
système  d'équations  de  Lagrangc  donné,  si  les  singularités  de 
celle  nature  existent  on  non.  Quand  on  montre  qu'elles  existent, 
on  met  en  évidence  la  particularité  la  plus  remarquable  du  inou- 
\cincnl;  (|uan<l  on  nionlrc  (|u\îIIcs  n'exisleiil  pas,  on   est  certain 
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de  pouvoir  suivre  indéfiniment  le  mouvement  de  S,  au  moins  tant 
que  S  ne  passera  pas  par  une  position  singulière. 

L'application  au  domaine  réel  des  théorèmes  énoncés  plus 
haut  sur  les  singularités  essentielles  mobiles  conduit  à  d'impor- 
tantes propositions,  parmi  lesquelles  je  cite  la  suivante  : 

Théouême.  —  Admettons  qu'il  n^  existe  pas  de  positions  sin- 
gulières de  S  à  distance  finie  et  que  les  forces  dérivent  d^un 
potentiel  15 {x^^  . . .,  Xn)  qui  soit,  ainsi  que  les  coefficients  de  la 
force  vive  2T,  une  fonction  de  x^^  . .  .^  Xn  à  un  nombre  fini  de 
branches. 

Admettons  de  plus  que,  K  désignant  le  moment  d'inertie 

de  S  relativement  à  l'origine,  ^  reste  moindre  qu'une  quan- 
tité finie  A.  pour  toute  position  de  S.  Quand  t  tend  vers  t^  (quels 
que  soient  t^  et  les  conditions  initiales),  les  Xi,  x\  tendent  vers 
des  valeurs  finies  déterminées  (*);  les  Xi{t)  se  laissent  déve- 
lopper en  séries  de  polynômes 


r=fl» 


<7)  x<(/)=2p</'(0 


r=0 


convergentes  pour  t  quelconque,  séries  dont  les  coefficients 
successifs  se  calculent  en  fonctions  des  conditions  initiales  par 
de  simples  différcnliations,  comme  ceux  d^une  série  de  Taylor, 
et  qui  jouissent,  par  rapport  à  la  convergence,  la  dijférentia- 
lion,  etc.,  des  principales  propriétés  dUine  série  de  Taylor. 

On  peut  dire  que  les  séries  (7)  intègrent  les  équations  du 
mouvement,  au  sens  moderne  de  ce  mot.  C'est  dans  le  type  que 
je  viens  de  définir  que  rentrent  les  problèmes  intéressant  le  corps 
solide  fixé  par  un  de  ses  points  (^). 


(*)  On  suppose  (ce  qui  est  toujours  possible)  les  x-  choisis  de  façon  qu'ils 
restent  finis  tant  que  tous  les  points  de  S  sont  à  distance  finie. 

(^)  En  appliquant  au  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  fixé  par  un  point 
5a  méthode  d'approximations  successives,  M.  Picard  a  déjà  obtenu  une  représen- 
tation analytique  de  ce  mouvement  (  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  :».!\C)-i\H).  Dans 
f  ctlc  méthode,  le»  paramètres  et  le  temps  t  sont  exprimés  en  foncticm  d'une  va- 
riable auxiliaire  t  par  des  séries  qui  convergent  quoi  que  soit  t,  cl  (|uand  t  rrolt 
«Ir   —  X  il  -h  ce.  il  en  est  de  même  de  /. 
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Le  problème  des  n  corps  ne  rentre  pas  dans  la  catégorie  en 
question^  mais  à  ce  problùme  s'applique  la  proposilîon  saivante  : 

SI,  t  tendant  vers  t^,  certains  des  n  corps  ne  tendent  vers 
aucune  position  limite  à  distance  finie,  il  existe  au  moins 
quatre  corps  Mi,  ...,  Mv(v^4))  Q^i  ne  tendent  vers  aucune 
position  limite,  et  qui  satisfont  à  la  condition  que  le  minimum 
p  {t)  des  distances  mutuelles  rij  de  ces  points  M| ,. .  • ,  My  tende 
vers  zéro  avec  t  —  ^i,  sans  qu* aucune  des  quantités  nj  tende 
constamment  vers  zéro. 

La  singularité  en  question  ne  saurait  donc  se  produire  que  par 
suite  de  croisements  de  v  astres  entre  eux  (v^4)>  croisements  de 
plus  en  plus  fréquents  quand  t  tend  vers  t^  et  de  plus  en  plus 
semblables  à  des  chocs.  Ces  pseudo-chocs  ont  déjà  été  signalés  par 
M.  Poincaré  comme  pouvant  donner  naissance  (pour  /i>>  3)  à  des 
solutions  périodiques  d'une  nature  particulière. 

Pour  /ï  =  3,  la  proposition  énoncée  montre  que  les  trois  corps 
tendent  nécessairement  vers  des  positions  limites  à  distance  Gnie 
quand  t  tend  vers  t^  Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  des  trois  corps, 
les  coordonnées  xi,  yij  zi  des  trois  astres  se  laissent  développer 
en  séries  de  la  forme  (7),  convergentes  quel  que  soit  ^,  exception 
étant  faite  pour  les  conditions  initiales  telles  qu'au  bout  d'un 
temps  fini  t^  deux  des  astres  se  choquent  en  un  point  déterminé 
de  Tespace. 

Ces  considérations  suffisent,  je  crois,  à  montrer  l'intérêt  que 
présente,  au  point  de  vue  du  réel,  la  théorie  analytique  des 
équations  diflTérentielles. 


MERRIMAiN(M.)and  WOODWARD  (R.).  -  Higiier  Matiiematics.  A  Text- 

Book  for  classical  and  engineering  collèges,  i  vol.  in-8";  xi-576  p.  New- 
Vork;  John  Wiloy  and  Sons,  189C. 

Il  est  vraiment  curieux  de  constater  combien,  d'un  pays  ù 
l'autre,  difl'ùrcnt  les  livres  destinés  à  renseignement;  même  dans 
ces  Mathématiques  où  l'on  dit  que  les  développements  s'enchaî- 
nent d'une  façon  si  étroite  :  ici  et  là,  ce  n'est  ni  le  même  point 
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de  départ,  ni  le  même  point  dWrivée,  ni  le  même  ordre  dans  les 
matières,  ni  la  même  importance  attribuée  à  ces  matières.  Voici 
un  Text-Book  qui  nous  vient  d'Amérique,  et  qui  est  intéressant 
par  lui-même,  par  le  pian  qu'ont  adopté  les  éditeurs,  et  dont  on 
ne  saurait  dire,  chez  nous,  à  qui  il  s'adresse.  Les  divers  Chapitres, 
rédigés  séparément  par  des  auteurs  dîflTérents,  forment  chacun  un 
tout  complet.  Tel  Chapitre  serait  lu  par  nos  éhWes  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales;  nos  licenciés  en  Mathématiques  n^ont 
pas  entendu  parler  des  sujets  qui  sont  exposés  dans  tel  autre. 
Comme  il  n'y  a  pas  de  lien  entre  les  divers  Chapitres,  chaque 
sujet  est  pris  à  son  commencement  et  traité  de  manière  à  être 
compris  par  des  étudiants  qui  ont  une  forte  éducation  mathéma- 
tique élémentaire  :  laY)réoccupation  d'être  utile  aux  étudiants  est 
d'ailleurs  toujours  visible,  et  les  auteurs  ont  eu  soin  d'indiquer 
de  nombreux  exemples  et  exercices. 

Au  surplus,  voici  le  titre  des  divers  Chapitres  avec  les  noms 
des  auteurs  : 

I.  Résolution  des  équations,  Mansfield  Merriman, 
IL  Déterminants,  L.  Gifford  IVeld. 
IIL  Géométrie  projective,  G.  Bruce  Halsted. 
IV.  Fonctions  hyperboliques,  /.  Mac  Mahon, 
V.  Fonctions  harmoniques,  fV.-E.  Bierly. 
Vl.  Fonctions  d'une  variable  complexe,  T.-S,  Fiske, 
VIL  Équations  différentielles,   Woolsey  Johnson. 
VIIL  Analyse  spatiale  de  Grassmann,  E,-  JV,  Ilydc, 

IX.  Analyse  des  vecteurs  et  quaternions,  A.  Macfarlane, 

X.  Calcul   des   probabilités   et    théorie    des    erreurs.    R.-S, 

Woodward. 
XL  Histoire  des  Mathématiques  modernes,  D.-E, Smith, 
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Ball  (W.-W.-R.).  —  Mathematical  Récréations  and  Problems  of 
Past  and  Présent  Times,  3'  édition,  in-8**,  288  p.  London,  Macmilian. 

7  sh. 

BiANCHi  (L.).  —  Vorlesungen  ûber  Differential géométrie.  Édition 
allemande  par  M,  Lukat,  En  1  livraisons,  i**  livraison,  gr.  in-8*',  iv-336  p. 
Leipzig,  Teubner.  12  M. 

BiNDER  (W.).  —  Théorie  der  unicursalen  Plancurçen  4  bis  3.  Ord- 
nund  in  synthetischer  Behandlung.  Avec  65  fig.  Gr.  in-S",  xii-395  p. 
Leipzig,  Teubner.  12  M. 

Cranz  (C).  —  Compendium,  der  theoretischen  dusseren  Ballistik. 
Gr.  in-8",  xii-5ii  p.  avec  iio  fîg.  Leipzig,  Teubner.  20  M. 

Hagen  (J.-G.).  —  Index  operum  Leonardi  Euleri,  Gr.  in-8*,  viii-90  p. 
Berlin,  Dames. 

Handwôrterbuch  der  Astronomie,  Herausgeg.  von  W.  Valentiner. 
6"  livraison,  gr.  in-8°  avec  fig.  Brcslau,  Trewendt.  3  M.  60  Pf. 

Hegemann  (E.).  —  Uebungsbuch  fiXr  die  Anwendung der  Ausgleichs- 
rechnung  nach  der  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  prak— 
tische  Géométrie.  Gr.  in-8°,  iv-i56  p.  avec  87  figures.  Berlin,  Parey. 
Relié,  5  M. 

LiLiENTHAL  (  R.  von).  —  Grundlagen  einer  Kriimmungslehre  der 
Curvenscharen,  Gr.  in-8",  vii-114  p.  Leipzig,  Teubner.  5  M. 

Netto  (E.).  —  Vorlesungen  ûber  Algebra,  En  2  volumes,  i**"  Volume, 
gr.  in-8°,  x-388  p.  avec  figures  sur  bois.  Leipzig,  Teubner.  12  M. 

Stahl  (H.).  —  Théorie  der  AbeVschen  Functionen.  Gr.  in-8**,  x-354  p. 
Leipzig,  Teubner.  12  M. 

Staude  (0.).  —  Die  Focaleigenschaften  der  Flâchen  2.  Ordnung, 
Ein  neues  Gapitel  zu  den  Lehrbtichern  der  analytischen  Géométrie  des 
Raumes.  Gr.  in-8°,  viii-i85  p.  avec  49  fig-  Leipzig,  Teubner.  7  M. 
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WEBER  (II.)-  —  Lehrbucii  von  Algbbra  in  zwci  Bandcn.  Zvvcitcr   Band, 
in-8";  xiv-796  p.  Braunschvveig.  Viowcg  und  Sohn,  1896. 

Nous  avons  dit  récemment  (*)  Tintérôt  que  présente  le  premier 
Volume  du  Lehrbuch  de  M.  Weber  pour  ceux  qui  veulent  étudier 
l'Algèbre;  dans  ce  second  Volume,  l'intérêt  s'accroît  encore  s'il 
est  possible,  en  raison  de  l'élévation  et  de  l'actualité  des  sujets 
traités. 

Le  lecteur  est  maintenant  familiarisé,  par  la  théorie  de  Galois, 
avec  la  notion  de  groupe.  C'est  avec  des  groupes  particuliers,  con- 
crets, pour  ainsi  dire,  qu^il  a  acquis  cette  habitude  :  il  est  mainte 
nanten  mesure  de  s'élever  à  la  théorie  générale  des  groupes  /Z/iw, 
qui  ouvre  le  premier  Volume.  M.  Weber  étudie  d'abord  les  pro- 
priétés qui  résultent  de  la  définition  seule,  qui  ne  dépendent  ni 
de  la  nature  des  éléments  du  groupe,  ni  du  mode  spécial  de  com- 
position de  ses  éléments  :  il  introduit  les  notions  de  diviseur 
(sous-groupe)  et  en  particulier  de  diviseur  normal  (sous-groupe 
distingué  ou  invariant),  de  parties  associées  [Nebengruppen)  à 
un  diviseur,  puis  d'isomorphisme.  Si  Ton  considère  deux  parties 
A,  B  d'un  groupe,  le  résultat  AB  de  la  composition  de  ces  parties 
est  l'ensemble  des  éléments  obtenus  en  composant,  par  le  mode 
spécial  au  groupe,  chaque  élément  de  A  avec  chaque  élément  de  B. 
Les  parties  associées  à  un  diviseur  normal  Q  du  groupe  P  forment, 
par  une  telle  composition,  un  groupe,  complémonlaire  du  groupe 
constitué  par  le  diviseur  normal,  lequel  joue,  dans  le  grou[)e  com- 
plémentaire, le  rôle  d'unité.  Celte  notion  donne  naissance  à  la 
notion  de  l'isomorphisme  à  plusieurs  dimensions  (mehrsliifii;), 
désigné  comme  méroédvique  par  M.  Jordan,  et  conduit  à  la  dé- 
monstration du  beau  théorème  de  M.  Jordan  sur  Tinvariance, 
abstraction  faite  de  Tordre  des  termes,  de  la  suite  des  indices  de 
chaque  sous-groupe  par  rapport  à  celui  qui  le  précède,  dans  une 
décomposition  P,  P|,  p2î  •••?   1  d'un  grouj)e   P  en  sous-groupes 


<  '\  Voir  liullctin,  Xl\,,  p.  ifii;  i^d''. 
liuU-  des  Sciences  mathcm.,  2*  scrii»,   i.  \\I.  (  VmmI  i^<)7.) 
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tels  que  chacun  d^eux  soit  un  plus  grand  diviseur  normal  du 
précédent.  C'est  ce  théorème  qui  permettra  de  montrer  plus  tard 
que  les  degrés  des  résolvantes  qu'il  faut  adjoindre  à  une  équation 
pour  la  résoudre  forment  un  ensemble  invariable.  La  notion  de 
la  suite  des  indices  étant  acquise,  un  groupe  métacyclique  peut 
être  défini  comme  un  groupe  dans  lequel  celte  suite  se  compose 
de  nombres  premiers,  et  cette  définition  suffit  à  prouver  qu'un 
groupe  métacjclique  possède  un  diviseur  normal  commutatif. 

Passant  ensuite  aux  groupes  abéliens,  M.  Weber  montre  com- 
ment on  peut  les  représenter  au  moyen  d'une  base,  chaque  élé- 
ment du  groupe  étant  mis  sous  la  forme  A*»  AJ* .  . .  AJ%  où  ai, 
tta,  . . .,  Xv  prennent  respectivement  les  valeurs  d'un  système  com- 
plet de  résidus  par  rapport  aux  degrés  «r,,  ^2?  •  •  •?  ^v>  des  élé- 
ments de  la  base  A|,  A^,  . . .,  Av.  Dans  cette  représentation,  qui 
est  possible  de  diverses  façons,  les  plus  hautes  puissances  des  fac- 
teurs premiers  qui  entrent  dans  «,,  02^  ...,«>  restent  les  mêmes  : 
ce  sont  les  im^an'ants  du  groupe.  Si  Ton  désigne  par  Wi,  co^,  ..., 
(Ov  un  système  de  racines  des  équations  binômes 

et  si  l'on  fait  correspondre  à  chaque  élément  A  =  A*' AJ'. . .  AJ*  le 
nombre  y(  A)=:  to*»  w*» . . .  coj* ;  la  fonction  y^  ainsi  déterminée  est 
un  caracti*rr  du  groupe  ;  il  y  a  autant  de  caractères  distincts  du 
groupe  qu'il  y  a  de  combinaisons  possibles  des  racines  des  précé- 
donlos  équations  binômes,  cVst-à-dire  /?,  si  n  est  le  degré  du 
groupe.  Ces  n  caraclères  forment  un  groupe  isomorphe  au  groupe 
abélion.  A  chaque  diviseur  ï  d'un  groupe  abélien  S,  diviseur  qui 
est  nécessairomenl  normal,  correspond  un  groupe  complémentaire 

Ip  qui  esl  lui-même  abélien.  Si  l'indice  de  T  est  y,  il  y  a  j  carac- 
tères de  S  qui  prennent  la  valeur  1   pour  les  éléments  de  T;  ils 

S 
ftïrmenl  un  groupe  isomorphe  à  1^'  ^'^*  théorème  conduit  à  la  con- 

sidéralion  d'un  sous-groupe  do  S  isomorphe  au  groupe^:  c'est  le 

groupe  réciproque  de  T.  La  oonsidéralion  des  éléments  à  t/eujr 
f'tirrs  \^/.^^oisoilig^.  c'esl-à-dire  dos  éléments  identiques  à  leurs  in- 
verses, conduit  à  la  considiVation  des  ^rnrrs  contenus  dans  S;  le 
ucniv  principal  (i  c^t  le  izronpc  réciproque  du  groupe  des  éléments 


\ 
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à  doux  faces;  les  autres  genres  sont  les  autres  parties  de  S  associées 

Eln  considérant  comme  égaux  les  nombres  congrus  suivant  le 

module  m,  les  nombres  premiers  à  m  forment,  en  les  composant 

par   la  multiplication  ordinaire,  un  groupe  abélien  3f(3^  de  degré 

9(/7r  ),qui  fournit  une  illustration  simple  des  théories  précédentes 

et  dont  Tétude  prépare  le  Chapitre  suivant,  consacré  au  groupe  des 

corps  de  la  division  du  cercle. 

Un  tel  corps  û^  s*obtient  en  adjoignant  aux  nombres  rationnels 
une   racine   primitive  d'une   équation  binôme  de  degré  m;  son 
groupe  de  Galois  est  isomorphe  au  groupe  X,  précédemment  dé- 
fini; un  diviseur  primaire  de  ce  corps  Q^  est  un  diviseur  qui  n'est 
pas  compris  dans  un  corps  de  même  nature  Q^.,  f^^'  étant  plus 
petit  que  m,  La  notion  de  période  (Gauss)  se  généralise  facilement  : 
sir  est  une  racine  primitive  de  l'équation  binôme  de  degré  m,  la 
somme Sr^,  étendue  aux  nombres  a  qui  forment  les  éléments  d'un 
diviseur  ^  du  groupe  X,  est  une  période  de  division  relative  au 
diviseur  •!.  ;  son  indice  e  est  l'indice  de  X. 

Tonte  fonction  rationnelle  de  racines  de  l'unité,  à  coefficients 
rationnels,  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  à  coefficients 
rationnels  d'une  période.  Si  d.  est  un  diviseur  primaire  de  ^^  la 
période  correspondante  est  racine  d'une  équation  abélienné  dont 
I*  groupe  est  isomorphe  au  groupe  i»î>  réciproque  de  X.  Inverse- 
"**nt,  M.  Weber  donne  la  solution  du  problème  suivant  :  Déter- 
■iner  le  module  m  et  le  groupe  X  de  façon  que  le  groupe  réci- 
proque )rti  ait  un  système  donné  d'invariants  ;  ou  encore,  déterminer 
•00s  les  corps  de  la  division  du  cercle  qui  ont  un  groupe  donné, 
^name  application,  il  traite  de  la  détermination  de  toutes  les  pé- 
riodes de  la  division  du  cercle  qui  satisfont  à  une  équation  du 
^'oisième  ou  du  quatrième  degré,  à  coefficients  rationnels  :  il 
ttonire  en  même  temps  que  les  équations  abéliennes  (dans  le  corps 
^w  nombres  rationnels)  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ne 
sont  autre  chose  que  des  équations  de  la  division  du  cercle. 

^^  important  Chapitre  est  ensuite  consacré  à  la  constitution 

des  groupes  généraux.  M.  Weber  rappelle  d'abord  les  recherches 

^j'cy  sur  la  représentation  d'un  groupe  de  degré  n  au  moyen 

oune  Fable  à  double  entrée;  il  est  ainsi  aisé  de  former  directo- 

'"Wl  les  groupes  du  quatrième  et  du  sixième  degré.  Quelques 
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propositions  intéressantes  se  rapportent  à  Pisomorphisme  d'an 
groupe  quelconque  de  degré  n  k  un  groupe  transitif  de  permuta- 
tions de  n  chiffres.  On  doit  à  M.  Sjlow  les  belles  propositions  que 
voici  :  Si  P  est  un  groupe  de  degré  n  et  si  /?«  est  la  plus  haute 
puissance  de  degré/?  qui  divise  /i,  le  groupe  P  admet  un  diviseur  Q 
de  degré  />*.  L'ensemble  des  éléments  c  de  P,  qui  satisfont  à  la 
condition  c~'  Qc  =  Q,  forment  eux-mêmes  un  groupe  R,  dont  Q 
est  un  diviseur.  L'indice  y  de  II  est  congru  à  i  (modp);  le  groupe 
P  admet  y  diviseurs  de  degré/?*  qui  sont  tous  conjugués.  Tout  di- 
viseur de  P  dont  le  degré  est  une  puissance  de  P  est  contenu  dans 
l'un  de  ces  sous-groupes  conjugués.  Si  P  est  un  groupe  de  degré 
/?"  et  Q  un  diviseur  de  P  de  degré  moindre  pP,  il  existe  un  divi- 
seur Q'  de  P,  de  degré /?P+*,  donlQ  est  un  diviseur  normal.  Tout 
groupe  dont  le  degré  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  est 
niélacjcliquc.  M.  Frobenius  a  montré  qu'il  en  était  de  même  de 
tout  groupe  dont  le  degré  était  un  produit  de  nombres  premiers 
différents  et  de  tout  groupe  dont  le  degré  est  de  la  forme />*y,  p 
et  rj  étant  des  nombres  premiers  différents.  La  détermination  des 
groupes  simples  d'apW;s  leur  degré  a  élé  poussée  par  M.  Ilolder  et 
par  M.  Cole  respectivement  jusqu'aux  limites  2ooel5oo;  M.  Weber 
se  borne  aux  degrés  qui  ne  dépassent  pas  loo.  M.  Holder  a  étudié 
aussi  la  nature  des  groupes  dont  les  degrés  sont  de  la  forme />*, 
P'flipqr^p'.  M.  Weber  considère  seulement  les  groupes  de  de- 
gré/?y.  Il  établit  enfin  le  théorème  de  M.  Bertrand  sur  la  limite 
inférieure  de  l'indice  d'un  diviseur  imprimitif  ou  intransitif  du 
groupe  symétrique  des  permutations  de  n  chiffres. 

Nous  arrivons  maintenant  aux  généralités  sur  les  substitutions 
linéaires  de  déterminant  non  nul,  effectuées  sur  n  variables  Xi, 
Xy'i  '  •  ",  T,i.  Elles  forment  un  groupe  infini,  dont  il  est  possible  de 
déïacher  des  groupes  finis,  comme  le  montre  déjà  l'exemple  des 
[)ermutations.  Si  S  est  un  tel  groupe  dont  les  éléments  sont  A,  B, 
C,  . . .,  une  fonction  homogène  ^(*ri,  x^,  ...,  x„)  des  n  variables 
sera  un  invariant  absolu  du  groupe  si  elle  reste  inaltérée  par  une 
substitution  quelcon([ue  du  groupe  S.  Si  elle  se  reproduit  mul- 
ïipliée  par  un  facteur  constant,  c'est  un  invariant  relatif.  L'indice 
d'un  invariant  relatif  est  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  à 
laquelle  il  faut  élever  les  divers  facteurs  constants  qui  corres- 
p()nd(»nl  aux  diverses  substitutions  de  S  pour    obtenir   Puni  té. 
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Celles  des  substitutions  S  qui  laissent  entièrement  inaltéré  Tin- 
variant  relatif  ^(j:r|,  j?2,  ...,  Xn)  forment  un  groupe  qui  est  un 
diviseur  normal  de  S;  Findice  de  ce  diviseur  est  égal  à  l'indice  de 
l'invariant. 

M.  Hilbert  a  montré  qu'on  peut  toujours,  d'un  ensemble  donné 
fini  ou  infini  de  formes  homogènes  en  X{^  x^y  ...,  x,t^  extraire 
un  nombre  fini  de  formes  F|,  F2,  . . .,  F^  telles  que  chaque  forme 
F  de  l'ensemble  puisse  être  représentée  par  l'expression 

F  =  A|F,-f- AjF2-f-...-i- A;,F,,, 

où  Aj,  A2,  ...,  \.p  sont  des  fonctions  entières  et  homogènes  de 
j:,,  0^2,  ...,  Xn\  si  l'ensemble  est  constitué  par  des  formes  de 
degré  plus  grand  que  zéro,  il  en  est  de  même  des  éléments  ¥^^ 
F2,  . . .,  F^  et  les  coefficients  A|,  . . .,  A^  sont  de  degré  inférieur 
à  F,  en  sorte  que  si  l'on  peut  démontrer  que  les  coefficients  A| , 

A2, ,  A^  sont  des  constantes  ou  appartiennent  à  l'ensemble, 

il  est  prouvé  par  là  même  que  toutes  les  formes  de  l'ensemble 
s'expriment  en  fonction  entière  d'un  nombre  limité  d'entre  elles. 
Cette  proposition,  qui  sert  de  principe  dans  la  belle  démons- 
tration que  l'on  doit  à  M.  Hilbert  du  théorème  de  M.  Gordan  sur 
le  nombre  fini  des  invariants  (dans  le  sens  ordinaire  du  mot), 
conduit  aisément,  d'après  une  remarque  que  M.  Ilurwilz  a  com- 
muniquée à  M.  Weber,  au  théorème  suivant  :  Les  invariants 
absolus  d'un  groupe  S  s'expriment  en  fonction  entière  d'un 
nombre  fini  d'entre  eux.  Si,  d'ailleurs,  on  désigne  par  B  une 
fonction  des  variables  j*i,  ^'2,  ..-,  ./*//,  qui  prenne  |Ji  valeurs 
distinctes  B,  B|,  ...,  Bj|,_,  pour  les  ui  suhstiuilions  du  groupe, 
les  fonctions  s^^métriques  de  B,  B,,  ...,  ^^_\  sont  manifestement 
des  invariants  absolus  du  group(^  On  démontre  aisément  que  toute 
fonction  rationnelle  de  j^i,  vT»,  ...,  j*,^,  et,  en  [)arliculier,  l'une  quel- 
conque de  ces  variables,  est  une  fonction  rationnelle  de  B,  qui  est 
elle-même  une  racine  de  l'équation 

<i.(o  =  (/  — e)(/ -e, )...(/  — Ha-,)  =  0, 

* 

dont  les  coefficients  s'expriment  en  fonction  entière  des  inva- 
riants indépendants  du  groupe.  11  suit  de  là  que  les  variables  x^^ 
X2,  ...,  x,t  sont  des  fonctions  algébri(|ues  des  invariants  du 
l^roupe.  Heehercher  ces  fonctions  ou,  en  d'autres  termes,  déter- 
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miner  le  corps  Û(B)  formé  de  toutes  les  fonctions  ralionnelles  (à 
coefficients  numériques  quelconques)  de  B  :  tel  est  le  problème 
que  M.  Klein  a  désigné;  dans  ses  Leçons  surPicosaèdre,  comme  le 
problème  des  formes  du  groupe  S,  problème  qui  est  dit  de  la 
^iriuc  dimension,  si  le  nombre  des  variables  est  égal  à  /i.  Le  corps 
Q(0)  est  manifestement  un  corps  normal,  Féquation  ^(/)=  o  est 
une  équation  normale,  et  son  groupe  de  Galois  (groupe  de  Galoîs 
du  problème  des  formes)  est  isomorphe  au  groupe  S.  On  parvient 
ainsi,  comme  Ta  observé  M.  Klein,  à  une  généralisation  directe 
de  la  théorie  de  Galois  pour  une  é(| nation  générale  de  degré  /î, 
puisque,  si  Ton  regarde  les  racines  de  cette  équation  comme  les 
n  variables  indépendantes  X|,,r2,  ...,  Xny  les  fonctions  symé- 
triques de  ces  n  variables  sont  des  invariants  du  groupe  des  per- 
mutations des  mêmes  variables,  et  que  l'équation  B(^)=  o  devient 
alors  la  résolvante  de  Galois  de  l'équation  du  /i**^""**  degré.  En  sorte 
que  le  problème  fondamental  de  l'Algèbre,  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  degré  /i,  est  compris  comme  cas  particulier  dans  le  pro- 
blème des  formes  d'un  groupe  de  substitutions  linéaires  de  la /i**"* 
dimension.  La  résolution  des  équations  binômes,  des  équations 
du  second,  du  troisième  et  du  quatrième  degré  se  ramène  à  un 
problème  des  formes  de  la  première  dimension  :  on  montrera  plus 
tard  que  la  résolution  de  Téquation  du  cinquième  degré  se  ramène 
à  un  problème  des  formes  de  la  seconde  dimension,  et  l'on  est 
amené  ainsi  à  se  poser,  avec  M.  Klein,  la  question  suivante  : 
quelle  est  la  moindre  dimension  d'un  problème  des  formes  auquel 
puisse  se  ramener  la  résolution  d'une  équation  donnée?  M.  Klein 
a  montré  que  les  équations  générales  du  siiLième  et  du  septième 
degré  pouvaient  se  ramener  à  des  problèmes  des  formes  de  la  qua- 
trième dimension.  Pour  un  degré  supérieur  à  sept,  le  problème 
reste  à  peu  près  entier. 

Le  concept  d'invariants  peut  être  généralisé;  on  peut  se  pro- 
poser cil  effet  de  chercher  un  système  X|,  X^,  . . .,  X,„,  de  formes 
homogènes  du  même  degré  des  variables  Xx^  j*j,  .  .  .,  .r„  tel  que 
l'efiet  des  substitutions  du  groupe  S  sur  les  formes  X|,  X2,  .  .  ., 
X,„  consiste  à  les  changer  en  des  fonctions  linéaires  d'elles-mêmes, 
en  sorte  qu'à  chaque  substitution  linéaire  du  groupe  S  corresponde 
une  substitution  linéaire  des  fonctions  X,,  X^.,  .. .,  X,„;  ces  der- 
nières substitutions  forment  \\n  groupe  S  isomorphe  (à   une  ou 
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plusieurs  dimensions)  au  groupe  S;  la  considération  de  ces  inva- 
riants généralisés,  comme  aussi  des  invariants  relatifs,  sert  à 
réduire  le  problème  des  formes. 

La  recherche  des  groupes  finis  de  substitutions  orthogonales 
propres  se  ramène  à  la  recherche  des  groupes  finis  de  substitu- 
tions fractionnaires  de  la  forme 

^,     ^        «a:  -+-  B 

OÙ  a,  p,  Y,  0  sont  des  constantes  que  Ton  peut  supposer  liées  par 
la  relation  aS  —  ^y  =  *  •  ^  chacune  des  n  —  i  substitutions  non 
identiques  d^un  tel  groupe  G,  d'ordre  n, 

correspondent  deux  pôles  distincts,  à  savoir  les  racines  de  Téqua- 
tioQ  du  second  degré 

Un  pôle  a  est  dit  d^ordre  de  multiplicité  y  lorsqu'il  correspond 
à  V  substitutions  du  groupe;  un  tel  pôle  détermine  un  diviseur  Q 
de  G,  qui  est  un  groupe  cyclique  de  degré  v;  pour  toutes  les  sub- 
stitutions de  Q,  les  deux  pôles  sont  les  mêmes  ;  si  [x  est  l'indice 
du  groupe  Q,  on  pourra  détacher  des  éléments  du  groupe  G 
jx  —  I  fonctions  ^^i ,  ^2,  . . . ,  ^^.-1  telles  que  les  parties  du  groupe 
G  associées  à  Q  soient  respectivement  représentées  par 

les  jx  pôles 

dont  chacun  est  d'ordre  de  multiplicité  v,  qui  sont  tous  distincts, 
sont  dits  conjugués.  Deux  systèmes  de  pôles  conjugues,  qui  ne 
sont  pas  identiques,  n'ont  aucun  pôle  commun.  Dès  lors,  si  l'on 
désigne  par  v',  a',  */,  jx",  . . . ,  les  nombres  analogues  à  v,  [x  dans 
les  divers  systèmes  de  pôles  conjugués,  on  devra  avoir 

in  —  2  =  nh  —  tjL  —  ijl'  —  |x'  — . . . , 

en  désignant  par  h  le  nombre  de  systèmes  conjugués  ;  et  cette  éga- 
lité permet  de  déterminer  tous  les  cas  possibles  :  n  ne  peut 
l>r<Midrc  que  les  valeurs  2  et  3;  au  premier  cas  correspond  le 
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groupe  cyclique  (v  =  v'=/i);  au  second  cas  correspondent  le 
groupe  du  dièdre  (n  =  '2m^i^  v  =  v'=  2,  ^j''=  m),  le  groupe  du 
létraèdrc  (/i  =  i2,  v  =  2,  v'  =  v"=3),  le  groupe  de  Toctaèdre 
(/i  =  24,  V  =  2,  v'=  3,  v"=  4)^  le  groupe  de  Ticosaèdre  (/i  =  6o, 
V  =  2,  v'=  3,  */=  5). 

La  forme  binaire  qui  représente  un  système  de  pôles  conjugués 
est  un  invariant  du  groupe.  Les  diverses  formes  qui  correspondent 
aux  divers  systèmes  de  pôles  sont  les  forâmes  fondamentales  du 
groupe.  Toute  forme  invariante  du  groupe  dont  le  degré  est 
moindre  que  le  degré  du  groupe  est,  à  un  facteur  constant  près, 
un  produit  de  formes  fondamentales  du  groupe. 

Après  avoir  exposé  ces  principes  généraux,  M.  Weber  passe  à 
la  formation  effective  des  différents  groupes  des  polyèdres,  des 
formes  fondamentales  correspondantes,  enfin  des  diviseurs  de  ces 
groupes;  il  consacre  quelques  pages  aux  groupes  crîstallogra- 
phiques,  qui  ont  leur  origine  dans  les  groupes  linéaires  de  substi- 
tutions ternaires  comprenant  des  substitutions  orthogonales 
propres  et  impropres. 

La  notion  des  groupes  de  congruences  se  rattache  à  la  notion 
des  imaginaires  de  Galois,  c'est-à-dire  des  nombres  de  la  forme 

a  =  «0-+-  «is  H-  rtj£*-l-. .  .-h  art-iÊ""*» 

où  rtoî  ^ij  "  -y  ^f'n-s  sont  des  entiers  ordinaires  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer  remplacés  par  leurs  restes  suivant  le  module  pre- 
mier/;, et  où  £  est  traité  comme  une  racine  de  la  congruence 
impossible 

V  =  r^  -h pi  r^-^  -h Pi  t^-^  -h . .  .-t-/>rt=  o        (mod.  />), 

dont  le  premier  membre  est  supposé  irréductible  suivant  le 
module/?,  c'est-à-dire  que  dans  toutes  les  opérations  d'addition, 
soustraction  et  multiplication,  les  résultats  obtenus  par  les  règles 
ordinaires  de  l'Algèbre  sont  réduits  à  la  même  forme  que  a  au 
moyen  de  la  congruence  précédente. 

^L  Wcber  a  d'ailleurs  montré  tout  d'abord  comment  la  consi- 
dération des  congruences  suivant  le  double  module  P,  p  permet 
d'éviter  ce  mode  de  langage,  qui  reste  commode.  11  est  à  peine 
utile  de  dire  que  la  division  définie  comme  opération  inverse  de 
la  multiplication  est  toujours  possible,  et  d'une  seule  façon,  sauf 
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dans  le  cas  où  le  diviseur  est  nui.  Quand  on  se  donne  le  nombre 
premier/?  et  le  polynôme  P,  il  est  clair  qu'il  y  a  /?"  nombres  ima- 
ginaires de  Galois  (y  compris  o),  qui  sont  distincts.  Leur  en- 
semble peut  être  regardé  comme  un  corps  limité  C,i^p  puisque  la 
somme,  le  produit,  le  quotient  de  deux  nombres  de  cet  ensemble 
y  figurent.  Après  avoir  développé  les  propriétés  les  plus  simples 
des  nombres  de  cette  espèce  (théorème  de  Fermât,  existence  des 
racines  primitives,  etc.),  M.  Weber  montre  que  l'ensemble  des 

substitutions  (       ^  j>  où  les  éléments  doivent  prendre  toutes  les 

valeurs  distinctes  parmi  les  imaginaires  de  Galois  qui  vérifîent 
la  condition  aS  —  Py=  i,  forme  un  groupe  E,,,;,,  dont  le  degré, 

quand  p  est  un  nombre  premier  impair,  se  réduit  à^— -^^^ -f 

lorsqu'on  convient  de  ne  pas  distinguer  les  deux  substitutions 


(;  ^)'  {-\  -i) 


Sauf  dans  les  cas  n  =  i^  p  =  2  et/i=i,/?=-3,  ce  groupe  est 
simple,  ainsi  que  Galois  Tavait  déjà  observé.  Il  présente  cet  intérêt 
particulier  de  contenir  comme  diviseur  le  groupe  des  substitutions 
linéaires  E|,p,  c'est-à-dire  le  groupe  des  substitutions  de  la  forme 


( 


a     b 

c     dV 


où  a,  6,  c,  d  sont  des  entiers  ordinaires,  pris  suivant  le  module /> 
cl  vérifiant  la  congruencc 

ad — bc^i         (mod./?). 

Ce  groupe,  que  M.  Wcber  représente  par  L^,,  apparaît,  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  comme  groupe  des  équations 
modulaires  et,  à  ce  titre,  il  a  été  étudié  en  particulier  par 
l'auteur  (  *). 

Ses  propriétés  résultent  de  la  façon  la  [)lns  simple  de  ce  qu'il 
peut  être  regardé  comme  un  diviseur  du  groupe  Ej,^,  formé  au 
moyen  du  nombre  premier  p^  et  de  la  congruencc  impossible 

<5e^N         (niod./?), 


(  ')  EUiptische  Functionen  und  al^ebraisclie  Zalilen.  lirunscliwick,  iS()i 
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où  N  esl  un  non-reste  quadratique  de  p.  Dans  le  corps  (Es,^)  des 
imaginaires  de  Galois,  tous  les  nombres  réels  (les  entiers  ordi- 
naires) qui  y  sont  contenus  sont  des  carrés  parfaits  et  peuvent  même 
ôtre  regardés  comme  la  puissance  (p  -f-  i)'^"«  de  nombres  du  corps 

\^'2,p'  Les  substitutions  du  groupe  L^,  de  degré ^  ^  "^     peuvent  être 

ramenées  à  certaines  formes  normales.  L'auteur  montre  comment 
on  peut  obtenir  les  diviseurs  de  ce  groupe,  qui  sont  d'une  nature 
ln>s  différente,  suivant  que  leur  degré  est  ou  non  divisible  par/?.  La 
détermination  de  ces  derniers  rappelle,  trait  pour  trait,  la  déter- 
mination des  groupes  des  polyèdres  réguliers.  M.  Weber  termine 
ce  sujet  en  étudiant  la  constitution  du  groupe  L?  de  degré  168. 

Nous  entrons  maintenant  dans  le  domaine  des  applications,  qui 
S'ouvre  par  la  théorie  générale  des  équations  métacycliques. 

Tout  rintérêt  se  concentre  sur  l'étude  de  celles  de  ces  équations 
qui  sont  primitis^es  et  dont  le  degré  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier  />.  Le  groupe  P  d'une  telle  équation,  supposée 
irréductible,  est  transitif,  ainsi  que  tous  ses  diviseurs  normaux,  à 
Texccption  du  groupe  unité.  Parmi  ces  diviseurs  normaux,  il  y  en 
a  un,  Q,  qui  est  abélien  et  qui  n'admet  plus  de  diviseur  propre 
(autre  que  le  groupe  unité)  qui  soit  en  même  temps  un  diviseur 
normal  do  P;  tous  ses  éléments  sont  de  degré />.  La  considération 
tlo  ce  groupe  Q  permet  do  ropréseuler  analytiquement  toutes  les 
permutations 

(y  y :*•) 

du  groupe  môtacvcliquo  P  au  moxen  du  système  de  congruences 

^\       a.i^t  — a,jr,  — .  ..-^  X,;  j^— a/         (mod./)). 

OÙ  lo  dôtorminant  [3l,j'.  n'est  pas  dixisible  par/>.  Ces  congruences 
dôlîni>sont  un  irroupo  K,  ot  les  congruences  analogues,  mais  où 

X,»   Xs jt<  sont   nulles,  dôfmissont    un    autre   groupe   S.   Le 

i;rou|>o  P  pont  «'trv"  Ini-momo  ropivsonlô  sous  la  forme  P  =  TQ, 
où  r  o>t  un  j:r\Mipo  motaox clique  contenu  dans  le  groupe  des 
con;;ruoncos  S.  i>n  est  ain>i  ramène  à  chercher  tous  les  diviseurs 
inctacxcllquos  do  ce  dernier  j:roupe,  iles  principes  sont  appliqués 
aux  équations  du  ncuviôuio  ol  du  huitième  degré. 
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Après  avoir  rappelé  quelques  propositions  élémentaires  sur  les 
invariants  et  covariants  de  formes  ternaires,  puis  montré  comment 
une  forme  cubique  ternaire,  à  coefficients  réels,  peut,  par  une 
transformation  linéaire  réelle,  être  ramenée  à  la  forme  normale 

M.  Weber  traite  de  la  détermination  des  neuf  points  d'inflexion 
d*une cubique;  sur  la  forme  normale,  les  coordonnées  de  ces  neuf 
points,  leur  distribution  par  ternes  sur  douze  droites,  la  distri- 
bution de  ces  douze  droites  en  quatre  ternes,  tels  que  chaque  terne 
de  droites  contienne  les  neuf  points  dHnflexion,  apparaissent  im- 
médiatement. Et  cet  exemple  même  conduit  à  la  notion  générale 
des  équations  de  ternes  :  telle  serait  Téquation  du  neuvième  degré 
qui  déterminerait,  pour  une  cubique  donnée  sans  point  double, 
les  abscisses  des  points  d'inflexion.  En  général,  une  équation  de 
ternes  jouit  de  la  propriété  suivante  :  elle  n'a  pas  de  racines 
égales,  et  deux  racines  quelconques  déterminent  une  troisième 
'^cine  telle  que  chaque  racine  du  terne  formé  par  ces  irois-là  soit 
une  fonction  rationnelle  des  deux  autres,  et  cela  de  façon  que  si 
•^«>  •*'3,-rj  désignent  trois  racines  d'un  terne,  on  ait,  en  désignant 
P*'*  ^  une  fonction  rationnelle  fixée  une  fois  pour  toutes,  et  quel 
que  soit  l'ordre  des  indices, 

"our  une  telle  équation  du  neuvième  degré,  on  est  amené  à 
'^•re  correspondre  chaque  racine  à  un  symbole  (i,  t^)  composé 
^  deux  nombres  entiers  dont  chacun  peut  prendre  trois  valeurs 
^^stinctes  o,  1,2  (les  restes  diflerant  par  rapport  au  module  3). 
'^=^  trois  racines  qui  correspondent  aux  symboles  (Çi ,  Tj,),  ($2?  ^.2)» 
\'**'»  >;j)  appartiendront  à  un  terne,  si  l'on  a 

(nioil.  3). 

^ans  les  permutations  du  groupe  de  Galois  ne  doivent  figurer 
*l^e  des  permutations  qui  changent  un  terne  en  un  terne.  On  en 
inclut  que  toute  permutation  du  groupe  de  Galois  qui  change  la 


i 
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racine  (ç,  T|)  en  (ç',  r/)  est  de  la  forme 

(mod.  3). 

On  reconnaît  aussi  que  toute  équation  du  neuvième  degré,  de 
le  groupe  est  deux  fois  transitif  et  dont  les  substitutions  s( 
toutes  contenues  dans  le  groupe  linéaire  de  congniences  de 
forme  précédente,  est  une  équation  de  ternes. 

Enfin  Fauteur  examine  le  cas  où  le  domaine  de  rationalité 
supposé  réel. 

La  recherche  des  vingt-huit  tangentes  doubles  à  une  quartîq 
générale  fournit  une  autre  belle  application,  plus  compliquée.  Ap 
avoir  montré  comment  les  points  de  contact  s^obtiennent  par  1' 
tersection  de  la  quartique  avec  une  courbe  de  quatorzième  deg 
M.  Webcr  introduit  les  complexes  de  Steiner,  c'est-à-dire  les  s; 
lémes  de  six  couples  de  tangentes  doubles,  tels  que  si  l'on  con 
dère  deux  quelconques  de  ces  couples,  les  huit  points  de  cent 
correspondants  soient  sur  une  même  conique.  Trois  tangen 
doubles,  dont  les  points  de  contact  sont  sur  une  conique,  f< 
ment,  en  employant  les  dénominations  de  M.  Frobenius,  un  tei 
syzyfj^é  tique  ;  dans  le  cas  contraire,  un  terme  azygétique.  '. 
même  quatre  tangentes  doubles,  dont  les  points  de  contact  se 
sur  une  coni([ue,  forment  un  quatorne  svzvgétique;  dans  le  < 
conïralre,  un  qualernc*  azygrliqiie.  Trois  tangentes  doubles,  ( 
appartiennent  à  un  complexe  de  Steiner  et  dont  deux  ne  forme 
pas  un  couple,  sont  azygotiques.  Los  soixante-trois  complexes 
Steiner  se  décomposent  en  ternes  de  complexes  où  figurent 
vin^t-liuit  tan*;entes  doubles. 

Deux  complexes  oui  en  commun  un  ([uaterne  syzygétique  ou 
système  azygétique  de  six  tangentes  doubles.  Les  288  syslèn 
azygéliques  de  sept  tangentes  (systèmes  complets  ou  systèn 
sextu|»l(;s  d'Aronhold)  jouent  un  rôle  essentiel  dans  la  tliéor 
Six  éléments  (|uelcon(jues  d Un  tel  système  entrent  dans  un  méi 
complexe.  C  est  la  considération  de  ces  systèmes  qui  condu 
d'une  part,  à  Talgorithme  de  Uesse-Cayley  pour  la  distinction  (1 
vin^l-liuit  tangentes  doubles;  qui,  d'autre  part,  permet  d'arrivé 
ce  résultat  essentiel  (pie  toutes  les  tangentes  doubles  d'une  qui 
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tique  peuvent  se  trouver  rationnellement  quand  on  se  donne  un 
système  complet;  d'ailleurs,  quand  on  se  donne  sept  droites  arbi- 
traires dans  le  plan,  il  existe  en  général  une  quartique,  dont  on 
peut  déterminer  rationnellement  les  coefficients,  et  pour  laquelle 
les  sept  droites  données  forment  un  système  complet.  Ces  ré- 
sultats permettent  l'étude  du  groupe  de  Galois  de  l'équation  du 
ving^t'huitième  degré  dans  le  corps  des  fonctions  rationnelles  des 
quatorze  rapports  des  coefficients  d'une  forme  ternaire  générale  du 
quatrième  degré.  Ce  groupe,  dont  on  peut  obtenir  une  représen- 
lalîon  relativement  simple,  est  du  degré  i43  1020;  c'est  d'ailleurs 
un  groupe  simple.  On  distingue  enfin,  au  point  de  vue  de  la  réa- 
'ilé,  quatre  cas  possibles,  et  l'on  montre  que  ces  quatre  cas  se 
réalisent. 

L'étude  de  l'équation  du  cinquième  degré  amène  à  poser  la 
question  suivante  :  sous  quelles  conditions  une  équation  générale 
du  /i»e«e  degré  peut-elle  admettre  des  résolvantes  avec  un  seul  pa- 
ramètre. Quelques  lemmes  algébriques,  où  le  théorème  de  M.  Lii- 
roth  sur  la  repr-ésenlation  paramétrique  des  courbes  unicursalcs 
joue  le  rôle  essentiel,  conduisent  au  théorème  suivant  :  Si  une 
^^quaiion  générale  du  /i'*"*"*^  degré  admet  une  résolvante  avec  un 
P^r^niètre,  il  y  a  une  fonction  rationnelle  3  des  n  variables  x©, 
•''•  >  ...,  x„_i  qui,  par  les  permutations  du  groupe  alterné,  se 
<^«ange  en  une  fonction  linéaire  d'elle-même,  savoir 

c:3  -h  a 

^    ^^,  b,  c,  d  sont  des  nombres.  Puis,  de  ce  théorème,  on  arrive 

**    *^    conclusion  énoncée  par  Kronecker,  établie  pour  la  première 

"^is  par  M.  Klein,  que  pour  n  supérieur  ou  égal  à  5,  il  est  im- 

P^î^sible  de  réduire  l'équation  générale  du  /j'*^^"'*-*  degré,  au  moyen 

"^  «résolvantes  formées  rationnellement,  à  une  équation  à  un  seul 

P^ï^niètre.  Mais,  si  l'on  suppose  les  racines  jti,  x^t  ...,  x«  de  IV- 

^**^lion  du  w'^™*  degré  liées  par  des  relations  qui  subsistent  pour 

*^s  permutations  d'un  groupe  tl>  de  permutations  de  x^^  x^i  .-.,  x,tj 

^^  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  si  l'équation  en  x  admet  une 

^**olvanle  en  z 


(n 


F(w,  z)=  o, 


io6  PREMIÈRE  PARTIE. 

qui  ne  contient,  en  dehors  de  coefficients  numériques,  qu'un  para- 
mètre, lequel  est  une  fonction  des  x  invariable  pour  les  permuta- 
tions du  groupe  r,l>,  il  doit  exister  une  fonction  2rdes  variables  Xi, 
x^^  "",x„  qui,  pour  chaque  permutation  a  du  groupe  oA»,  se  change, 
en  ayant  égard  aux  relations  qui  existent  entre  les  x,  en 

^    ^  cÏJ-hd 

OÙ  rt,  b,  c,  e/sont  des  coefficients  numériques.  Les  racines  de  l'é- 
quation (i)  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  2f,  et  2f  est 
lui-môme  racine  d'une  équation  à  un  paramètre 

Si  l'équation  (i)  est  une  résolvante  totale,  ce  qui  a  lieu  néces* 
sairement  quand  le  groupe  el>  est  simple,  les  x  s'expriment  ration- 
nellement au  moyen  de  S*  et  des  fonctions  qui  appartiennent  au 
groupe  <tl>. 

Les  substitutions  linéaires  (2)  forment  un  groupe  isomorphe 
(à  une  ou  plusieurs  dimensions)  au  groupe  P  des  polyèdres. 
M.  Weber  étudie  en  détail  le  cas  où  -ce  groupe  est  le  groupe  de 
ricosaèdre  et  traite  spécialement  des  résolvantes  du  cinquième  et 
du  sixième  degré  de  l'équation  de  ricosaèdre;  il  donne  ensuite 
quelques  indications  sur  la  résolution  de  la  même  équation  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques  d'une  part,  de  la  série  hypergéo- 
mélriquc  de  l'autre. 

M.  Jordan  a  traité  en  général  de  la  détermination  de  tous  les 
groupes  finis  de  substitutions  linéaires,  et  en  particulier  pour  trois 
et  quatre  dimensions.  M.  Weber  se  borne  à  l'élude  d'un  groupe 
linéaire  de  substitutions  à  trois  dimensions,  isomorphe  au  groupe 
simple  de  degré  168  qui  a  déjà  été  étudié.  Nous  ne  le  suivrons  pas 
dans  celte  élude,  non  plus  que  dans  l'étude  de  l'équation  du 
septième  degré,  qui  s'y  rattache. 

La  théorie  des  nombres  algébriques  est  une  des  plus  singulières 
parmi  les  théories  mathématiques.  Il  est  très  naturel,  sans  doute, 
de  définir  comme  entiers  algébriques  les  racines  d'une  équation 
algébrique,  de  degré  /?,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des 
nombres  entiers  et  où  le  coefficient  de  x"  est  égal  à  l'unité  et  il 
est   aise  alors   d'observer  que  la  somme  et  le  produit  de  deux. 
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entiers  algébriques  est  ud  entier  algébrique;  cescommeDcemenls 
si  aisés  donnent  tout  d^abord  Tespoir  d'étendre  à  cette  nouvelle 
espèce  de  nombres  les  lois  de  la  divisibilité.   On  n'y  parvient 
qu'^après  un  long  détour  et  en  introduisant  des  éléments  nouveaux, 
dont  la  découverte  était  singulièrement  difficile.  Le  point  de  dé- 
pan  de  celle  découverte  est  dans  le  célèbre  Mémoire  de  Kummer 
stif  la  théorie  des  facteurs  premiers  idéaux  des  nombres  com- 
pl^ies  composés  de  racines   de  Tunité  et  de  nombres  entiers, 
RB  jftîs  c'est  à  coup  sûr  un  des  beaux  titres  de  gloire  de  M.  Dede- 
Itiv^clque  d'avoir  introduit  ces  idéaux  qui  donnent,  pour  tous  les 
er»  t^iers  algébriques,  une  solution  complète  du  problème  (*).  On 
5^  i  C  que  Kronecker,  dans  sa  Festschrift  zu  Kummer^ s  Jiibilàunx 
«  K^^pris  le  problème  à  un  tout  autre  point  de  vue.  L'exposîlion  de 
M  •    Weber,  dont  nous  allons  essayer  de  reproduire  les  traits  fonda- 
m  ^e^ntaux,  est,  dans  une  certaine  mesure,  une  synthèse  de  la  théorie 
d^     Kronecker,  dont  il  se  rapproche  dans  le  point  de  départ,  et  de 
c&Ue  de  M.  Dedekind,  à  laquelle  il  aboutit. 

IDésignons  par  R  le  corps  des  nombres  rationnels,  et  par  Q  le 
coK^ps  algébrique  formé  par  l'adjonction  à  R  d'une  racine  6  d'une 
^<{  «salion  algébrique  de  degré  /z,  irréductible  dans  R.  Le  premier 
po  i  m  consiste  à  étendre  les  corps  R,  Q  en  y  adjoignant  des  variables, 
Cï»  viombre  quelconque,  x^y^z^  . . .,  qui  ne  prendront  point  de  va- 
lemA  rs  numériques  particulières,  mais  qui  resteront  de  purs  symboles 
^  «^  mis,  pour  le  calcul,  aux  règles  du  calcul  algébrique  :  soient  R, 

Q   «^ es  corps  R,  û,  ainsi  étendus  par  l'adjonction  de  ces  variables. 
l^*^   fonctionnai  rationnel  A  sera  un  élément  de  R  :  ce  n'est  donc 

• 

^^  «a  autre  chose  qu'une  fonction  rationnelle  de  x,  y^  z  k  coeffi- 
c*^  «3ts  entiers  ;  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

=  a  Yi » > 

***■  El,  Ej  sont  des  fonctions  entières  primili\Ts,  de  x,  j',  :;,..., 
^*^^st-à-dire  des  fonctions  entières  de  x,  y^  z,  . ..,  dont  les  cocfii- 
*^'^'*ïts  sont  des  nombres  entiers  sans  diviseur  commun  :  a  est  un 
^^■^bre  rationnel  positif  qui  esl  dit  la  valeur  absolue  de  A;  si  A 

/^      >  loir  le  Tome  \I  df  la  première  Série  du  Bui/etin,  cl  le  supplément  aux 
^^^'*f$ungen  de  hîriehiet. 
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était  UD  nombre  rationnel,  les  mots  valeur  absolue  reprendraient 
ici  leur  sens  habituel.  Si  a  est  entier,  A  est  un  fonctionnai  ra- 
tionnel entier.  De  même  un  fonctionnai  de  Û  est  un  élément  du 
corps  Q,  c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  j:,y,  5,  ...  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  en  6,  à  coefficients  rationnels, 
ou,  si  l'on  veut,  un  polynôme  en  0,  de  degré  inférieur  à  /i,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctionnaux  rationnels.  La  norme  d'un 
fonctionnai  co  de  û  est  évidemment  un  fonctionnai  rationnel,  dont 
la  valeur  absolue  est  dite  la  norme  absolue  de  co.  Tout  fonc- 
tionnai (o  est  racine  d'une  équation  de  degré  /i,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctionnaux  rationnels.  Si  ces  fonctionnaux  sont  entiers 
et  si  le  coefficient  de  la  /^'*^"''  puissance  de  l'inconnue  est  i,  le 
fonctionnai  co  est  dit  entier.  Un  fonctionnai  co,  qui  est  entier  d'a- 
près cette  définition  et  qui  est  en  même  temps  un  fonctionnai 
rationnel,  est  un  fonctionnai  rationnel  entier.  Par  addition,  sous- 
traction, multiplication,  des  fonctionnaux  entiers  reproduisent  des 
fonctionnaux  entiers.  Si  (o  est  un  fonctionnai  entier  dans  û  et  si 
^{t)  est  un  polynôme  en  /,  dont  les  coefficients  sont  des  fonction- 
naux rationnels  entiers,  tel  enfin  que  ^(o))  soit  nul,  tout  polynôme 
entier  en  /  qui  divise  ^{t)  a  pour  coefficients  des  fonctionnaux  ra- 
tionnels entiers;  il  en  est  ainsi  en  particulier  du  polynôme  en  / 
irréductible  dans  R  qui  s'annule  pour  ^  =  w.  La  norme  absolue 
d'un  fonctionnai  entier  est  un  nombre  entier  naturel. 

Un  fonctionnai  entier  a  est  divisible  par  un  autre  fonctionnai  ^, 
différent  de  zéro,  s'il  existe  un  fonctionnai  entier  y  tel  que  l'on 
ait  a  r=  [ïy.  Deux  fonctionnaux  entiers  qui  sont  respectivement 
divisibles  Tun  [)ar  l'autre  sont  dits  associés.  Tout  fonctionnai 
entier  associé  au  nombre  naturel  i  est  une  unité,  une  unité  fonc- 
tionnale  ou  numérique,  suivant  qu'elle  est  un  fonctionnai  propre- 
ment dit,  ou  un  nombre.  Ainsi,  dans  le  corps  1\  les  unités  fonc- 
tionnâtes sont  les  fonctions  entières  primitives  ou  les  quotients  de 
telles  fonctions,  les  unités  numériques  sont  -h  i  et  —  i. 

Pour([u'un  fonctionnai  entier  soit  une  unité,  il  faut  et  il  suffit  que 
sa  norme  absolue  soit  égale  à  i .  Si  l'on  se  donne  un  fonctionnai  w, 
il  y  a  une  infinité  de  nombres  entiers  naturels,  parmi  lesquels 
(îgure  la  norme  absolue  Je  w,  qui  sont  divisibles  par  ce  fonctionnai. 

La  notion  de  plus  grand  commun  diviseur  s'étend  aussi  aux 
fonctionnaux  entiers  :  si  a,  [i,  ...  sont  de  tels  fonctionnaux  et  si 


k 


COMPTliS   HKNDUS  lîT  ANALYSKS.  109 

jr,  V,  ...  sont  des  variables  qui  n'y  figurent  pas,  le  pins  grand 
commun  diviseur  de  a,  ,3,  ...  sera  simplement 

0  =  ax-h  p^  -h. . .; 

sous  ceUe  forme  il  apparaît  clairement  que  tout  fonctionnai  entier 
qui  divise  a,  ^3,  ...  divise  65  le  fait  que  2  divise  a,  [î,  ...  s'établit 
sans  difficulté.  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux 
fonctioonaux  entiers  est  une  unité,  ces  deux  fonctionnaux  sont 
^iii premiers  entre  eux.  Au  reste,  on  montre  aisément  que  si  e  est 
une  unité  et  s'il  existe  des  fonctionnaux  entiers  a,  ^3,  . . .,  ç,  tj,  ... 
tels  que  Ton  ait 

les  fonctionnaux  a,  ^,  ...ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 
que  des  unités.  Dès  lors  les  théorèmes  classiques  sur  la  divisibilité 
apparaissent  immédiatement  :  si  un  fonctionnai  entier  divise  un 
produit  de  fonctionnaux  entiers  et  s'il  est  premier  avec  l'un  deux, 
tl  divise  l'autre,  etc.  Un  fonctionnai  entier,  qui  n'est  pas  une 
unité  et  qui  n'admet  pas  de  diviseurs  autres  que  des  unités  ou  les 
fonctionnaux  qui  lui  sont  associés,  est  un  fonctionnai  premier.  Le 
plus  petit  nombre  entier  naturel  qui  soit  divisible  par  un  fonc- 
lïonnal  premier,  ir,  est  un  nombre  premier  naturel,  et  la  norme 
•bsolue  de  it  est  une  puissance  de  p.  Tout  nombre  entier  naturel 
^visible  par  -n  est  un  multiple  de  p.  Un  fonctionnai  entier,  qui 
"^^slpas  premier,  peut  être  décomposé  en  un  produit  de  fonc- 
tionnaux premiers,  et  cela  d'une  seule  façon,  si  Ton  convient  de 
^^  pas  distinguer  l'un  de  l'autre  deux  fonctionnaux  associés. 

On  voit  que  les  lois  essentielles  de  la  divisibilité  des  nombres 
naturels  sont  reconstituées.  Signalons  encore  les  propositions  sui- 
vantes: Une  fonction  rationnelle  entière  d'autant  de  variables  que 
*onveul,dontlescoefficients  sont  des  nombres  ou  des  fonctionnaux 
d  autres  variables,  ne  peut  être  elle-même  un  fonctionnai  entier  que 
*>  *es  coefficients  sont  entiers.  Si  l'on  considère  un  fonctionnai 
entier  quelconque,  on  peut  lui  associer  un  autre  fonctionnai  entier 
flui  ne  contient  que  des  variables  autres  que  celles  qui  figuraient 
"^ns  le  premier  fonctionnai;  les  facteurs  premiers  d'un  fonc- 
tionnai entier  peuvent  être  mis  sous  une  forme  telle  qu'ils  ne  con- 
tiennent plus  les  variables  dont  dépend  ce  fonctionnai.  Chaque 
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foncliooDal  entier  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres  entiers  i  algébriques  i  z,  â  et  est  par  conséquent  associé 
à  une  forme  linéaire  tlx  —  S  v. 

Dans  Télude  des  nombres  algébriques,  qui  conslitaent  les  élé- 
ments d'un  corps  Û,  obtenu  par  Tadjoncûon  au  corps  R  des 
nombres  rationnels  d'une  racine  0  d'une  équation  algébrique  irré- 
ductible dans  R 

où  z,.  z. z,  sont  des  nombres  rationnels,  la  notion  de  beue 

joue  un  rOle  essentiel  :  une  base  est  constituée  par  n  éléments 
cj,.  ojj c^,  du  corps  11.  entre  lesquels  il  n'existe  point  de  rela- 
tion linéaire  et  homogène  à  coefticients  rationnels,  en  sorte  que 
tout  élément  de  O  puisse  s'exprimer  en  fonction  linéaire  et  ho- 
mogène de  i*j,.  Ly* (•>,  à  coefficients  rationnels.  Si  Ton  désigne 

pir  t-.v,,  Mri ^rt  l<^>  nombres  conjugués  à  co,^  le  carré  du  dé- 
terminant ,cr>;r  .  où  t\  j  prennent  les  valeurs  i.  a.  ...,  /t,  est  un 
nombre  rationnel,  le  discriminant  de  la  base.  Le  rapport  du 
discriminant  de  deux  bases  distinctes  est  ainsi  le  carré  d^un 
noaibre  rationnel.  Il  v  a  des  bases  dont  tous  les  éléments  sont  des 
Doml*rx?s  entiers  dans  Ù.  Le  discriminant  d'une  telle  base  est  un 
:.o:r.lr:^  ^:.::-=r  rationnel,  i.eîiii  ijiii  est  le  plus  petit  en  valeur  ab- 
>.Î:î-:  t>!  :e  'i  ';i'r:' /*  tî/ .'.'Hr'.ir  r/  ou  le  discriminant  du  corps  û 
^:  Ijk  tjse  oorresponJanîe  est  une  base  minima.  Tout  nombre 
t  :::!'? r  iar.s  lî  <:>:  uno  fonction  linéaire  des  éléments  d'une  base 
r.îir.iiiîa.  :o::v::.::i  viont  les  coetiioionl-i  sont  des  entiers  rationnels! 
;  u'.s  :::o  ;  t>»  '.i:î  nombre  entier  dans  li,  il  est  clair  que  les  clé — 
:v.r:::>  .:■,•.:: ;^  l  ,i>e  :r.inima  ue  j'eaxent  a\o:r  d'autre  commun  divi- 


;..*e 


K . i:: :  ,: .  r  ;: :  v. :î  :o*u* : io r. :: .*!  e :î i ît  r  j. ,  on  peut  trouver  une  bas 
.  i^ it  -io  li.  îV-nv.'.o  vie    nv^:nlire<  entiers  et  telle  que 
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Cv>c::e"r.c  :.  us  l:*>  lu^ivibri^  en::ers  de  tî  qui  sont  divisibles  pai^ 

cî  C':u\-!à  >iV..-v *:;;'!.!.  .i,:a".i  v^:i  v  reinplace  .r,.  x. Xg  par 

r.  o;r.  ';  r;'  >  v  r.  :  :  :  r  >  :  Ji  :  '  or.  r.  -v\  > .  Le  <  \  -  :ê  ni  e  i . ,  i  » z  ^  est  dit 
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variaLles  it,  t^^  ...,  tn^,  on  obtient  un  fonctionnai  A  qui  n^esl 
autre  que  le  plus  grand  conrimun  diviseur  de  a,,  ol^^  '  *  *j  oLn  et  qui 
csl  divisible  par  [jl.  C'est  une /orme  basique  du  fonctionnai  |x,  et 
de  tous  les  fonctionnaux  associés. 

L.a  notion  de  congruence  peut  maintenant  être  étendue  aux 
nombres  algébriques  entiers  pourvu  que  le  module  soit  un  fonc- 
tionnai entier,  non  nul.  Le  nombre  de  nombres  entiers  incongrus 
suivant  un  fonctionnai  aest  égal  à  la  norme  absolue  de  [x.  Puisque 
la  notion  de  système  complet  de  nombres  incongrus  suivant  un 
module  trouve  ici  son  extension,  il  en  sera  de  même  des  consé- 
quences de  cette  notion;  il  j  aura,  par  exemple,  un  théorème  de 
l**ermal  dans  cette  théorie. 

Arrivé  là,  M.  Weber  compare  la  belle  exposition  qu'il  vient  de 

faire  avec  celle  de  M.  Dedekind,  dont  les  idéaux  sont  les  éléments 

essentiels  :  rappelons  qu'un  idéal  est  un  système  de  nombres  en- 

*'^i*s,  pris  dans    l'ensemble   û'   des   entiers  du  corps  û,  et   tel 

1*»«la  somme  ou  la  différence  de  deux  nombres  de  ce  système 

appartienne  à  ce  système,  ainsi  que  le  produit  d'un  nombre  quel- 

*^^^«ique  du  système  par  n'importe  quel  nombre  pris  dans  û'.  Enfin 

'^    produit  de  deux  idéaux  est  un  idéal  dont  les  éléments  s'obtien- 

'^^  Vit  en  ajoutant,  de  toutes  les  façons  possibles,  des  produits  de 

"^^^^Tibres  pris  Tun  dans  le  premier  facteur  idéal,  l'autre  dans  lese- 

^^^v^d  facteur  idéal.  Dans  ces  conditions,  M.  Weber  montre  qu'entre 

'^^    fonctionnaux  et  les  idéaux  on  peut  établir  une  correspondance 

J^ 'hissant  des  propriétés  suivantes  : 

-A  chaque  fonctionnai  entier  correspond  un  idéal  qui  est  le 
"*^ine  pour  tous  les  fonctionnaux  associés,  et  pour  ceux-ci  seule- 
''•^^ «II;  à  chaque  idéal  correspond  une  infinité  de  fonctionnaux 
^^  t  iers,  tous  associés. 

-Au  produit  de  deux  fonctionnaux  correspond  le  produit  des 

"^Mx  idéaux  correspondants.  A  un  nombre  entier  correspond  un 

ïd^al  principal,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  nombres  de  Û'  qui  sont 

"^visil^les  par  un  même  entier.  Aux  unités  correspond  l'idéal  û'. 

Cette  correspondance  une  fois  définie,  rien  n'empêche  d'adopter 

^  expression    idéal  pour  désigner   l'ensemble   des   fonctionnaux 

•^sociés.  L'ensemble  des  fonctionnaux  associés  à  un  nombre  en- 

t'^rsera  un  fonctionnai  principal,  etc. 

I)ru\  fonctionnaux  entier^^  ou  fractionnaires  '^,  'l  du   rorp^  Q 
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sont  dits  équii'alenls  quand  II  existe  dans  Q  un  nombre  a  et  une 
unité  e  tels  que  Ton  ait 

? 

en  particulier,  deux  fonctionnaux  associés  sont  équivalents.  Deux 
fonctionnauK  équivalents  à  un  troisième  sont  équivalents  entre 
eux.  Cette  notion  acquise,  les  fonctionnaux  du  corps  û  se  range- 
ront en  classes,  chaque  classe  ne  contenant  que  des  fonctionnaux 
équivalents.  Une  classe  doit  être  regardée  comme  contenant  non 
seulement  des  ioactionnaux  mais  aussi  les  idéaux  correspon- 
dants, d'où  les  dénominations  classes  de  fonctionnaux,  classes 
d'idéaux,  I/ensemble  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  de  Û, 
de  toutes  les  unités  et  de  tous  les  produits  des  nombres  de  û 
par  les  unités  forme  une  classe  dite  principale  :  elle  contient 
ridéal  û'.  Dans  chaque  classe  il  y  a  un  fonctionnai  entier,  premier 
à  un  nombre  fonctionnai  entier  arbitrairement  choisi.  Dans  une 
Note,  M,  Weber  indique  le  rapport  de  la  théorie  de  Féquivalence 
avec  la  théorie  de  la  résiduation  sur  les  courbes  algébriques. 

Le  nombre  de  classes  d'un  corps  Q  est  fini  :  cette  proposition 
capitale  résulte  de  ce  que,  dans  chaque  classe,  il  y  a  des  fonc- 
tionnaux entiers  dont  la  norme  absolue  doit  rester  inférieure  à  un 
nombre  entier  déterminé  qui  ne  dépend  que  du  corps  Q.  Dans  sa 
Géométrie  der  Zaklen,  dont  le  liuUctin  a  rendu  compte  récem- 
ment, M.  Minkowski  a  démontré  le  fait  que  le  nombre  de  classes 
était  (îni  par  des  considérations  d'une  tout  autre  nature. 

M.  Weber  e\|>ose  ce  qui  est  nécessaire  des  idées  de  M.  Min- 
kowski pour  établir  les  imporlantes  propositions  que  voici  :  Dans 
chaque  classe  d'idéaux  on  peut  choisir  un  représentant  dont  la 
norme  soil  inférieure  à  la  racine  carrée  de  la  valeur  absolue  du 
nombre  fondamental  du  corps.  En  dehors  du  corps  des  nombres 
rationnels  H,  il  n'y  a  aucun  corps  dont  le  nombre  fondamental 
soit  I.  Signalons  encore  l'exposition  des  recherches  de  M.  Hensei 
{Crellcy  t.  113)  sur  la  détermination  efl'ective  des  facteurs  pre- 
miers d'im  nombre  premier  p  et  des  idéaux  premiers  d*un  corps  û. 

La  théorie  (jue  nous  venons  d'analyser  doit  subir  quelques  mo- 
dificalious  quand  on  prend  comme  point  de  départ  un  corps  algé- 
brique quelconque  au  lieu  de  prendre,  comme  on  Ta  fait,  le  corps  R 
des  nombres  rationnels.  Ces  modifications  ont  été  obtenues  par 


à 
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M.  Dedekînd  (*)  et  par  M.  Ililberl  ('-);  nous  ne  suivrons  pas 
M.  Weber  dans  leur  exposé,  non  plus  que  dans  rapplication  des 
théories  précédentes  aux  corps  quadratiques  et  aux  corps  de  la 
division  du  cercle,  malgré  l'intérêt  que  ces  applications,  où  les 
théorèmes  généraux  prennent  en  quelque  sorte  une  forme  con- 
crète, présentent  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  nombres, 
non  plus  encore  que  dans  la  démonstration  du  théorème  surTiden- 
tité  des  corps  abéliens  et  des  corps  de  la  division  du  cercle, 
identité  que  Kronecker  avait  affirmée,  mais  sans  apporter  de  preuve 
complète,  et  que  M.  Weber  a  le  premier  établie  en  toute  rigueur. 
Récemment,  M.  Ililbcrt  a  apporté  une  seconde  démonstration  (^). 

Deux  Chapitres  importants  sont  consacrés  à  Tétude  des  mé- 
thodes analytiques  que  Dirichlet  a  introduites  dans  la  théorie  des 
nombres  et  à  l'application  de  ces  méthodes  à  la  détermination  du 
nombre  de  classes,  en  particulier  dans  le  cas  d'un  corps  de  la 
division  du  cercle. 

Enfin  un  dernier  Chapitre  se  rapporte  aux  nombres  transcen- 
dants :  l'existence  de  pareils  nombres  est  prouvée  par  la  méthode 
que  l'on  doit  à  M.  G.  Canlor  :  les  nombres  algébriques  forment  un 
ensemble  dénombrable,  l'ensemble  des  nombres  forme  un  en- 
semble qui  n'est  pas  dénombrable.  Puis  la  preuve  de  la  transcen- 
dance des  nombres  e  et  tc  est  établie  d'une  façon  élémentaire  et 
simple,  ainsi  que  le  théorème  de  M.  Lindemann  sur  la  fonction 
exponentielle.  Deux  Notes  sont  consacrées  à  rirréductibilité  de 
Téquation  du  cercle;  l'une  de  ces  Notes  est  destinée  à  compléter 
et  à  rectifier  sur  un  point  la  démonstration  contenue  dans  le  pre- 
mier Volume,  l'autre  est  fondée  sur  la  théorie  des  nombres  algé- 
briques et  conduit  à  la  démonstration  du  célèbre  théorème  de  Di- 
richlet sur  l'existence  des  nombres  premiers  dans  une  progression 
arithmétique  indéfinie. 

Bien  que  ce  compte  rendu  ail  été  nécessairement  écourté  sur 
quelques  points,  nous  espérons  qu'il  a  donné  au  lecteur  quelque 


(  '  )  L'eber  die  Discrimanten  end/icher  hôrpcr  {Abhandlungen  der  Gottinger 
GetelUchaft  der  W'issenscha/ten^  >*iu'j);  Xur  Théorie  der  Idéal  {Aachrichten 
de  la  ifi^'ine  Société;  1K91). 

(2)  Grundziige  einer  Théorie  der  (ialoischen  Zahlkorper,  même  Kecueil  ; 

1V4. 
<  ■•  )  Xfichrichtcn  der  Gcxcllschaft  der  Wisscnschaften  zu  Gottingen;  ifty6. 
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idée  de  la  richesse  des  matières  contenues  dans  le  Lehrbuch  der 
Algebra  de  M.  H.  \Veber(*).  Il  ne  manquera  pas  d^admirer,  en 
l'étudiant,  avec  quel  art  et  quelle  sûreté  ces  matières  ont  été  dis- 
posées et  ouvrées. 

Pour  nous,  en  fermant  ce  Livre  qui  résume  FeiTort  de  tout  un 
siècle  pour  Taccroissement  de  TAlgèbre,  il  nous  a  paru  qu^il  con- 
stituait un  monument  de  plus  à  la  gloire  d*Evariste  Galois,  dont  la 
pensée  continue  de  vivre  et  de  grandirdanscette  Science,  à  laquelle 
il  a  donné  quelques  heures  de  sa  vie  courte  et  agitée.         J.  T. 


BAILLAUD  (B.).  —  Cours  d'Astronomie  a  l  usage  des  étudiants  des  Fa- 
cultés DES  Sciences.  —  Seconde  Partie  :  Astronomie  sphérique.  Mouve- 
ments dans  le  système  solaire.  Éléments  géographiques.  Éclipses.  Jstrono- 
mie  moderne,  i  vol.  in-S",  vi-52o  p.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  i8^. 

M.  Baillaud  vient  de  publier  le  second  Volume  de  son  Cours 
d* Astronomie.  Le  premier  Volume  était  consacré  exclusivement 
à  Texposition  de  quelques  théories  applicables  à  l'étude  des 
Sciences  expérimentales  :  en  particulier,  la  théorie  des  erreurs 
d*observation,  celle  des  instruments  d'optique  et  des  principaux 
instruments  de  précision  emploj'és  en  Astronomie,  celle  des  cal- 
culs numériques  et  des  méthodes  d'interpolation.  Le  présent  Vo- 
lume est  consacré  à  rAstronomie  proprement  dite.  11  s'adresse, 
comme  le  précédent,  aux  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  : 
ceci  ne  veut  pas  dire  que  l'auteur  s'est  borné  à  traiter  les  ques- 
tions qui  fleuraient  à  l'ancien  programme  de  la  Licence  es 
Sciences  mathématiques.  Au  contraire,  il  a  voulu  donner,  à  l'étu- 
diant qui  veut  apprendre  rAstronomie,  les  moyens  de  se  mettre 
au  courant  de  ce  qui  se  fait  réellement  dans  les  observatoires, 
quand  on  veut  tirer  parti  d'une  observation.  11  ne  s'est  pas 
astreint,  et  je  ne  saurais  l'en  trop  louer,  à  exposer  cette  science 
bâtarde  dont  on  s'est  trop  souvent  contenté  dans  les  Facultés  des 


(')  Nous  sommes  heureux  d'apprendre  que  MM.  Gauthicr-Villars  et  fils  oot 
rinlention  de  publier  la  traduction  du  premier  Volume;  M.  Griess  s*est  chargé  de 
rpit*»  traduction,  qui  rendra  les  plus  grands  services. 
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Sciences,  de  peur  sans  cloule  d'eflTra^er  les  éludianls  en  leur  ap- 
prenant quelque  chose  de  pratique  :  c'est  la  véritable  Astronomie 
qu'a  voulu  enseigner  M.  Baillaud,  et  ses  émincnles  qualilés  de 
professeur,  dont  je  puis  témoigner,  lui  ont  rendu  facile  cette 
tâche  un  peu  ingrate. 

De  plus,  M.  Baillaud  n'a  pas  craint  d'initier  les  étudiants  aux 
premiers  principes  de  la  Mécanique  céleste  :  je  ne  doute  pas, 
pour  ma  part,  que  son  exposition  si  claire  et  si  précise  ne  soit  un 
précieux  encouragement  pour  ceux  d'entre  eux  qui  sont  curieux 
de  cette  science  si  attachante,  et  qui  peuvent  librement  pour- 
suivre leurs  études  dans  cette  voie,  grâce  à  l'heureuse  réforme 
de  la  Licence  es  Sciences  :  après  la  lecture  du  Livre  que  nous 
allons  analyser,  ils  ne  trouveront  plus  de  difficultés  quand  ils 
entreprendront  l'étude  des  grands  Traités  de  Mécanique  céleste 
de  Laplace  et  du  regretté  Tisserand. 

Ce  second  Volume  comprend  vingt  et  un  Chapitres. 

Le  Chapitre  1  est  consacré  aux  définitions  relatives  à  la  sphère 
céleste,  au  mouvement  diurne  et  aux  différents  systèmes  de 
coordonnées  employés  en  Astronomie  :  les  divers  problèmes  qu'il 
y  a  lieu  de  poser  à  ce  sujet  y  sont  résolus  avec  élégance  et  simpli- 
cité. 

La  théorie  de  la  réfraction  astronomique  forme  la  matière  du 
Chapitre  II;  on  y  trouvera,  en  particulier,  les  formules  qui  servent 
à  corriger  de  la  réfraction  les  observations  équatoriales,  qui 
donnent  les  différences  des  coordonnées  de  deux  astres  très  voi- 
sins dont  l'un  est  supposé  parfaitement  connu;  la  mesure  des 
hauteurs  au  moyen  du  baromètre  termine  ce  Chapitre. 

Dans  le  Chapitre  111,  l'auteur  étudie  la  parallaxe,  c'est-à-dire 
la  correction  qu'il  faut  apporter  aux  coordonnées  observées  d'un 
astre  pour  en  déduire  ses  coordonnées  géocenlriques.  Il  déter- 
mine avec  soin  les  corrections  de  parallaxe  pour  les  différentes 
espèces  d'observations  et  les  diverses  catégories  d'astres;  il  ter- 
mine en  parlant  de  la  parallaxe  des  étoiles. 

lue  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  l'aberration  de  la  lu- 
mière et  de  son  influence  sur  les  observations.  L'aberration 
annuelle,  l'aberration  diurne  et  l'aberration  des  planètes  sont 
successivement  envisagées. 

Le  Cihapilre  V   est  parliGulièrnncnt  ini|)ortanl  :    M.    Haillaud  v 
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définil  de  la  façon  la  plus  précise  les  phënomènes  connus  sous  le 
nom  Ag  précession  cl  de  nutation,  c'esl-à-dire  le  déplacement  de 
Téclipliqne  et  de  réquateur  sur  la  sphère  céleste  :  il  mooire 
comment  on  passe  des  coordonnées  moyennes  d\in  astre  à  une 
date  aux  coordonnées  moyennes  du  même  astre  à  une  autre  date; 
quelle  est  aussi  riiifluence  de  la  précession  sur  les  éléments  qui 
déterminent  la  position  d'un  grand  cercle;  comment  se  fait  la  ré- 
duction au  jour;  enfin,  il  termine  en  résolvant  les  questions  rela- 
tives au  mouvement  ])ropre  des  étoiles. 

Dans  le  Cliapitre  VI,  Tauteur  étudie  le  mouvement  du  Soleil 
et  est  amené  par  suite  à  donner  les  principales  formules  relatives 
au  mouvement  elliptique,  en  particulier  à  la  résolution  de  Téqua- 
lion  de  Kepler  cl  aux  développements  en  série  du  rajon  vec- 
teur et  des  diverses  anomalies.  Il  définil  d'une  façon  précise  les 
difTércnls  jours  et  les  dillérentes  années  usités,  le  temps  sidéral, 
le  temps  vrai,  le  tenips  moyen,  et  montre  comment  l'on  convertit 
l'un  de  ces  temps  en  un  autre;  enfin,  il  étudie  Téquation  du 
temps,  ses  zéros,  ses  ma\ima  et  ses  minima. 

Le  Chapitre  VII  débute  par  l'étude  des  mouvements  apparents 
des  planètes;  on  y  trouve  ensuite  l'exposition  du  système  de  Co- 
pernic, l'énoncé  exact  des  lois  de  Kepler,  étendues  à  tous  les  cas 
possibles;  la  définilion  des  éléments  d'une  orbite;  l'étude  du 
monvemerit  piuabolicjue  el  du  mouvement  elliptique  dans  une 
orbite  très  alloni;ée,  d'après  Gauss;  les  formules  relatives  à  la 
conslruction  d'une;  (''phèmèride  donnant  les  coordonnées  équato- 
riales  ^éocenlrlques  d'une  planète  ou  d'une  comète;  enfin,  les  re- 
lations diflérenlieiles  entre  les  éléments  de  l'orbite  d'un  astre  et 
les  coordonnées  géocenlri(|ues  de  cet  asire. 

Los  (^hapilrcs  VI 11,  I\  vi  X  sont  consacrés  à  la  résolution  du 
problème  de  la  délcrmiualion  de  l'oibile  elli))tique  d'une  planète, 
ou  do  lOrbiUî  parabolique  (l'une  comèlo  à  l'aide  de  trois  observa- 
lions  coMiplèles.  Les  métliodos  exposées  sont  celles  de  Gauss, 
d'Op|>oI/.cr  vl  d'Olbers,  el  celte  exposition  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  précision  et  de  la  clarté.  Les  précautions  à 
prendre  sont  expliquées,  minulieusemenl  ;  le  degré  de  précision 
que  Ton  peut  obtenir  est  discuté  avec  le  plus  grand  soin.  On  y 
trouve  aussi  la  démouslralion  des  beaux  théorèmes  d  Euler  et  de 
Lambert,  relatifs  aux  orbites  paraboliques  el  elliptiques;    la  dé- 
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termination  des  orbites  circulaires  d'après  Oppoizer;  Télude  de 
la  variation  de  grandeur  d'une  petite  planète;  un  résume  des  re- 
cherches de  M.  Brédichin  sur  les  queues  des  comètes,  et  de  celles 
de  Schiaparelli  sur  les  étoiles  filantes;  et  finalement,  la  déter- 
mination de  Torbile  parabolique  d'un  essaim. 

Les  cinq  Chapitres  suivants  forment  un  abrégé  de  Mécanique 
réleste  des  plus  intéressants.  D'abord,  au  Chapitre  XI,  M.  Bail- 
laud  conclut  des  lois  de  Kepler  la  loi  de  la  gravitation  univer- 
>elle;  puis,  partant  de  la  loi  de  Newton,  il  donne,  sous  les  diffé- 
rentes formes  les  plus  usitées,  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement de  n  corps  réduits  à  des  points  matériels,  et  il  intègre  les 
équations  dans  le  cas  de  deux  corps;  le  Chapitre  se  termine  par 
l'élude  des  formules  de  M.  Brédichln,  relatives  au  mouvement 
d'une  particule  de  la  queue  d'une  comète. 

Dans  le  Chapitre  XII,  après  avoir  donné  les  intégrales  connues 
du  problème  des  n  corps,  l'auteur  établit,  par  la  méthode  de 
Lagrange,  les  équations  du  mouvement  troublé  d\ine  planète, 
expose  la  méthode  d'intégration  par  approximations  successives, 
met  en  lumière  les  diverses  sortes  d'irrégularités  et  donne,  en 
particulier,  les  expressions  générales  des  inégalités  séculaires. 

Le  Chapitre  XIII  contient  le  calcul  des  perturbations  spéciales 
par  quadratures  mécaniques.  M.  Baillaud  y  a  exposé  successive- 
ment la  méthode  de  la  variation  des  éléments,  celle  de  Bond  et 
Ëncke  pour  le  calcul  des  perturbations  des  coordonnées*  rectan- 
gulaires; enfin,  celle  de  Hansen  et  ïietjen,  fondée  sur  Teniploi 
des  coordonnées  polaires. 

Pour  chacune  de  ces  méthodes,  il  montre  comment  se  fera  le 
calcul  des  éléments  osculateurs  à  une  date  donnée. 

I-.e  Chapitre  XIV  renferme,  d'a|)rès  un  Mémoire  de  Tisserand, 
une  détermination  élémentaire  des  principales  inégalités  du  mou- 
vement de  la  Lune,  et  le  Chapitre  XV  fait  connaître  les  circon- 
stances les  plus  im))ortantes  du  mouvement  des  satellites  de  Ju- 
piter, et  met  en  évidence  Tintérêt  qui  s'attache  à  l'observation 
des  éclipses  de  ces  astres. 

Les  Chapitres  XVI,  X\  If,  WIII  et  XIX  sont  consacrés  à 
l'élude  de  la  Terre.  Le  premier  d'entre  eux  est  un  aperçu  histo- 
rique des  recherches  tant  anciennes  que  modernes  relatives  à  la 
forme  de  la  Terre  et   à  ses  dimensions;  dans  le  Chapitre  XVll 
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sont  décrits  les  instruments  de  mesure  des  bases  géodésiq-ues,  de 
mesure  des  angles;  les  moyens  employés  pour  déterminer  l'heure, 
la  latitude  et  la  longitude  dans  une  station  géodésique  ou  en  mer; 
le  Chapitre  XV  lll  renferme  la  théorie  des  calculs  géodésiques, 
c'est-à-dire  des  triangulations  et  des  nivellements;  enfin,  dans  le 
Chapitre  suivant,  M.  Baillaud  s'occupe  des  Cartes  géographiques, 
d'après  le  Mémoire  connu  de  Tissot. 

Le  Chapitre  XX  est  intitulé  :  Apparences  qu^offrent  les 
astrrs  du  système  solaire.  L'auteur  montre  d'abord  comment 
on  détermine  par  les  observations  le  mouvement  de  rotation  d'un 
astre,  en  particulier  du  Soleil  vi  de  la  Lune;  puis  il  expose  une 
théorie  élémentaire  des  éclipses  de  Lune,  et  enfin  la  méthode  de 
Ilansen  pour  calculer  les  éclipses  de  Soleil,  et  généralement  les 
passages  d'un  astre  sur  la  surface  du  cône  circonscrit  à  deux 
autres  astres;  il  montre  comment  on  obtient  les  courbes  limites 
dans  une  éclipse  de  Soleil,  et  comment  on  calcule  les  circon- 
stances d'une  telle  éclipse  en  un  lieu  donné. 

Le  Chapitre  XXI  et  dernier  renferme  l'exposé  des  principales 
méthodes  de  l'Astronomie  moderne. 

M.  Baillaud  indique  d'abord  les  recherches  entreprises  sur  les 
parallaxes  des  étoiles,  sur  les  mouvements  relatifs  des  étoiles 
doubles  et  leurs  masses,  sur  les  mouvements  propres  des  étoiles 
et,  en  particulier,  celui  du  Soleil  ;  sur  l'éclat  des  étoiles,  et  sur 
leurs  grandeurs  photographiques;  il  signale  justement  les  travaux 
d'Argelander,  décrit  les  divers  photomètres  en  usage,  et  montre 
comment  on  peut  expliquer  les  phénomènes  présentés  par  les 
étoiles  variables.  Puis  il  parle  des  belles  applications  de  la  Spec- 
troscopie  à  rAslronomie  :  l'élude  des  protubérances  solaires,  et 
celle  des  vitesses  radiales  des  étoiles  à  l'aide  du  principe  de 
Doppler-Fizeau.  Enfin,  quelques  mots  sur  l'histoire  de  la  Pholo- 
graphi(*,  et  les  procédés  actuellement  employés  pour  construire  la 
(]arle  pholoi;raphique  du  Ciel  terminent  l'Ouvrage. 

Comme  on  le  voit,  l'œuvre  que  M.  Baillaud  a  su  mener  à  bonne 
fin,  est  considérable.  Il  a  su  condenser  en  un  Volume  de  cinq 
cents  pages  la  substance  des  grands  Traités  d'Astronomie  de 
(ihauvenck,  de  Walson  et  d'Op[)oIzer,  et  exposer  d'une  façon 
élémentaire  les  principales  circonstances  du  mouvement  des 
asires.  H  a  montré  les  choses  comme  elles  sont  en  réalité,  et,  pour 
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obtenir  ce  résultat,  il  a  fait  œuvre  de  mathématicien  autant  que 
cl*astronome  :  son  hel  Ouvrage  ne  saurait  donc  manquer,  comme 
nous  le  disions  plus  haut,  de  développer  parmi  les  étudiants 
auxquels  il  s'adresse  le  goût  de  l'Astronomie,  en  leur  ouvrant 
toutes  larges  les  portes  de  celte  Science,  et  leur  permettant  de  la 
voir  telle  qu'elle  est,  attirante  par  la  grandeur  des  problèmes 
qu^elle  étudie,  et  féconde,  puisque,  s'emparant  de  toutes  les  res- 
sources que  lui  offre  l'Analyse,  comme  la  Physique,  c'est  elle  qui 
a  déterminé  les  plus  grands  progrès  réalisés  par  ces  Sciences. 

II.  Andoyer. 


Florian  CAJORI.  —  A  History  of  Matiiematics.  ln-8",  \i\-\22  p.  New- York 
et  Londres,  Macmillan  and  C*;  1895.  (Prix  :  relié,  3^%5o.) 

Présenter,  en  quatre  cents  pages,  un  exposé  complet  de  This- 
toîre  des  Mathématiques,  y  enseigner  tout  ce  qui  est  essentiel  en 
cette  matière,  et  surtout  y  comprendre  les  travaux  de  notre  siècle 
jusqu'aux  plus  récents,  est  une  entreprise  que  je  n'aurais  certes 
pas  crue  susceptible  d'être  menée  à  bien,  avant  d'avoir  lu  le  vo- 
lume que  vient  de  publier  le  savant  professeur  du  Colorado 
Collège.  Je  crois  cet  Ouvrage  appelé  à  un  succès  d'autant  plus 
assuré  que  je  ne  sache  pas  qu'il  en  existe  aucun,  ayant  quelque 
valeur,  qui  puisse  être  réellement  mis  en  parallèle;  car  le  Short 
account,  publié  en  Angleterre  par  W.  Rouse  Bail,  est  conçu 
suivant  des  proportions  encore  plus  restreintes,  ce  qui  rendait  la 
composition  plus  facile,  tout  en  diminuant  les  services  qu'on 
peut  demander  à  une  histoire  des  Mathématiques. 

FI  va  sans  dire  que  de  pareils  Ouvrages  sont  nécessairement 
de  seconde  main;  M.  Cajori  a  judicieusement  choisi  et  intelli- 
gemment compilé  les  historiens  auxquels  il  a  eu  le  plus  souvent 
recours,  Chasles,  Hankel,  Cantor,  Gùnthcr,  Allman,  Gow,  Tod- 
liunter,  Gino  Loria,  etc.  Mais  je  ne  sais  par  quelle  fatalité,  en 
pareil  cas,  si  dans  un  excellent  Ouvrage  s'est  glissée  une  de  ces 
fautes  que  l'humaine  nature  entraîne  avec  elle,  on  l'empruntera 
la  première. 

Ainsi,  et  pour  n'en  citer  qu'un  exemple,  il  n'y  a,  je  crois, 
dans   le  célèbre  Aperçu  historique  de  Chasles,   qu'une    erreur 
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vraimenl  grave;  si  M.  Cajorî  copie  in  extenso  un  passage  de 
Chasles,  ce  sera  précisément  celui-là.  Il  s'agit  de  la  façon  dont 
Apollonius  conçoit  la  généralion  des  sections  coniques,  en  par- 
tant d'un  cône  oblique  à  base  circulaire.  Chasles  appelle  triangle 
par  Vaxe  la  section  du  cône  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
de  la  base  et  passant  par  la  droite  (axe)  qui  joint  le  sommet  du 
cône  au  centre  de  la  base;  puis  il  admet  que  le  plan  sécant,  qui 
donne  la  conique,  est  pris  perpendiculaire  au  plan  du  triangle 
par  Taxe.  Or,  pour  Apollonius,  c'est  tout  à  fait  le  contraire; 
le  plan  sécant  est  absolument  quelconque  et  le  plan  du  triangle 
par  l'axe  est  mené  perpendiculaire  au  plan  sécant  et  ne  l'est 
dus  lors  au  plan  de  la  base  que  dans  des  cas  très  particuliers. 
Il  suit  de  lu  que,  pour  Chasles,  l'intersection  du  plan  sécant  et 
du  triangle  par  l'axe  est  de  fait  un  axe  de  la  conique,  quoiqu'il 
l'appelle  diamètre,  car  elle  est  évidemment  perpendiculaire  à  la 
direction  conjuguée  (intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  de 
base);  Apollonius  établit,  au  contraire,  immédiatement  la  relation 
générale  entre  les  segments  d'un  diamètre  quelconque  et  l'or- 
donnée conjuguée. 

Il  serait  malheureusement  facile  de  relever,  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Cajori,  nombre  d'erreurs  scmblablement  imputables  aux  au- 
teurs qu'il  a  suivis;  il  n'a  pas  non  plus  toujours  évité  un  autre 
danger  dans  les  travaux  de  seconde  main,  celui  d'accoler  des  opi- 
nions rccllcrinent  contradictoires.  CVst  ainsi  qu'il  me  parait  inad- 
nïissible  de  sup[)oscr,  avec  Hankcl,  que  Diophante  a  subi  une 
inlluence  v(fnue  de  Tlnde,  tout  en  constatant  ce  que  Hankel  igno- 
rait encore,  à  savoir  que  toute  la  Science  des  Hindous,  Astro- 
nomie, Géométrie  et  nieme  Algèbre,  a  son  point  de  départ  dans 
la  Science  ;j;recque. 

L'exposé  dos  travaux  mathématiques  de  notre  siècle,  qui  rem- 
plit le  quart  du  volume,  constitue  naturcllenicnl  une  œuvre  beau- 
coup plus  personnelle  que  les  Chapitres  précédents.  M.  Cajori  y 
a  déployé  une  richesse  d'informations  très  remarquable,  et  s'est 
uïonlré  juge  éclairé  et  impartial.  Il  fournil,  en  particulier,  des 
renseignements  très  intéressants  sur  la  part  des  Américains  dans 
les  progrès  conleniporains.  iVvi  l   Tamnehv. 
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NEITO  (E.).  —  VoRLESUNGEN  tEBER  ÀLGEBR.A.  Erster  Band. 

Ce  premier  Volume  des  leçons  de  M.  Nello  correspond  à  peu 
près,  comme  matière,  à  ce  que  Ton  enseigne  d'Algèbre  dans  nos 
classes  de  Mathématiques  spéciales;  mais  les  sujets  sont  déve- 
loppés avec  une  ampleur  qu'inierdisent  les  exigences  des  exa- 
mens, et  une  liberté  d'esprit  que  ne  peuvent  avoir  les  professeurs 
de  nos  lycées.  On  sent  assez  qu'ici  le  maître  s'adresse  'à  des 
élèves  qui  n'ont  pas  d^autre  but  que  d'apprendre  la  science  qu'il 
leur  enseigne.  Quant  aux  qualités  pédagogiques  de  M.  Netto, 
elles  sont  connues  de  tous  ceux  qui  ont  étudié  ses  Leçons  sur  la 
théorie  des  substitutions  :  ils  retrouveront  ici  la  même  éh'gance, 
la  même  simplicité  savante,  la  même  concision,  qui  ne  nuit  ja- 
mais à  la  clarté. 

M.  Netto  est  resté  fidèle  a  la  doctrine  de  Rronecker,  et  il  est 
de  ceux  qui  purifieraient  volontiers  l'Algèbre  de  tout  élément 
étranger.  Personne  sans  doute  ne  contestera  que  celte  conception 
de  l'Algèbre  ne  soit  la  vraie,  au  point  de  vue  philosophique  et 
esthétique;  mais  l'enseignement  a  des  exigences  qu'il  serait  im- 
prudent de  méconnaître,  au  moins  quand  on  veut  s'adresser  à 
des  gens  qui  ne  savent  pas  encore  ce  qu'on  prétend  leur  ensei- 
gner. 11  est  alors  presque  toujours  provisoire,  il  comporte  des 
moments  d'arrêt  où  le  guide  conseillera  à  ceux  qu'il  conduit  de 
se  retourner,  et  leur  découvrira  des  perspectives  et  des  routes 
qu'ils  ne  soupçonnaient  pas.  C'est  ce  que  fait  M.  Netto  quand 
l'occasion  se  présente,  en  distinguant  nettement  les  points  de 
vue  et  les  principes.  Au  commencement  de  son  Livre,  dès  la 
troisième  Leçon,  il  étudie  les  principales  démonstrations  (Cau- 
chj,  Gauss,  etc.)  du  théorème  fondamental  de  l'Algèbre  qui  sont 
fondées  sur  la  notion  de  continuité.  Il  revient  sur  le  sujet  dans 
la  treizième  Leçon,  après  avoir  traité  de  la  recherche  des  diviseurs 
communs  à  deux  polynômes,  après  avoir  montré  comment  la 
méthode  d'Euler  est  indépendante  de  la  notion  de  racine  :  il  peut 
alors  exposer  la  troisième  démonstration  de  Gauss,  avec  les  sim- 
plifications qu'y  a  apportées  M.  Gordan,  et  insister  sur  le  carac- 
tère de  cette  preuve,  qui  réduit,  et  cela  par  une  voie  purement 
algébri(|ue,   la  démonstration   de  l'existence  des  racines  à  cette 
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unique  proposilion  :  Si g{x)  est  un  polynôme  à  coefficients  réels 
tels  que  g{a)  et  g{b)  soient  de  signes  contraires,  ily  a  entrea 
et  b  une  racine  de  r équation  g{x)  =  o.  Le  point  où  intervient 
la  conlinuilé,  l'élément  étranger  à  l'Algèbre  est  ainsi  nettement 
délimite.  C'est  dans  la  vingt  et  unième  Leçon,  à  propos  de  la  sé- 
paration, des  racines,  que  M.  Netlo  exposera  les  idées  de  Rro- 
necker  sur  la  proposition  même  que  nous  venons  de  rappeler,  et 
il  semble  bien  que,  dans  un  livre  d'enseignement,  ce  soit  là  leur 
véritable  place. 

Bien  que  le  Livre  de  M.  Netto  soit  élémentaire,  l'auteur  ne 
s'est  pas  astreint  à  reprendre  tous  les  sujets  ab  ovo;  il  se  permet 
de  supposer  quelques  connaissances  chez  ceux  qui  le  liront  et  il 
a  cru  devoir  s'en  expliquer  dans  sa  Préface:  c'est  qu'en  effet 
il  rompait  ainsi  avec  des  habitudes  très  répandues  en  Alle- 
magne, habitudes  que  l'on  peut  sans  doute  défendre  par  des  rai- 
sons qui  sont  excellentes,  mais  nullement  impérieuses.  M.  Nelto 
semble  même  incliner  à  croire  qu'il  y  a  quelque  franchise  à 
abandonner  ces  habitudes. 

Il  nous  reste  à  indiquer  rapidement  Tordre  des  sujets  traités. 

Après  deux  Leçons  préliminaires,  relatives  à  l'introduction  des 
nombres  imaginaires,  M.  Netlo  traite,  comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut,  de  l'existence  des  racines,  puis  de  l'interpolation  ;  il 
introduit  ensuite  la  notion  d'irréductibilité  et  développe  à  ce 
propos  diverses  conséquences  du  théorème  d'Eisenstein.  Il  traite 
du  plus  grand  commun  diviseur,  de  la  recherche  des  racines  mul- 
tiples et,  avec  quelques  détails,  du  développement  en  série  d'une 
fraction  rationnelle  et  des  suites  récurrentes,  des  fonctions  svmé- 
triques,  de  la  transformation  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles que  vérifient  les  fonctions  symétriques,  du  résultant  entre 
deux  polynômes,  des  diverses  méthodes  d'élimination  (fonctions 
symétriques,  Euler,  Sylvesler,  Bézout)  dont  les  résultats  sont 
élégamment  ramenés  l'un  à  l'autre,  des  propriétés  du  discrimi- 
nant. Une  digression  nécessaire  se  rapporte  aux  formes  qua- 
dratiques; puis,  presque  tout  le  reste  du  Volume  est  consacré  aux 
équations  numériques.  La  place  que  lient  Timportance  de  ce«* 
équations  dans  des  Livres  comme  celui  de  M.  ]\etlo  ou  celui  de 
M.  Weber  { Lchrbuch  drr  yi/grbrrr )s  qui  s'adressent  spéciale- 
mont  à  un  public  savant,   mérite   bien  d'élrc   signalée,    alors   que 
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celle  tbéorie  est  écourtée  chez  nous,  dans  un  enseignement  dont 
le  but  essentiel  est,  dit-on,  de  conduire  à  des  carrières  pratiques. 
M.  Nette  traite  des  diverses  règles  pour  obtenir  les  limites  des 
racines  d^une  équation,  des  théorèmes  de  Rolle,  de  Budan-Fourier, 
de  Descartes,  de  la  règle  qu'a  donnée  M.  Sjlvester  pour  trouver 
une  limite  supérieure  du  nombre  de  racines  comprises  entre  deux 
nombres  donnés,  enfin  de  Télégante  proposition  qu'on  doit  à 
M.  Biehler  sur  la  réalité  des  racines  des  équations 

U  =  o,        V  =  o, 

obtenues  en  égalant  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  |>artic  imaginaire 
dans  un  produit  tel  que 

(jr  —  ai  —  bxi){x  —  cf; —  bii), .  ,{x  —  a^  —  ^/lô, 

où  toutes  les  quantités  b  ont  le  même  signe.  Le  théorème  de 
Sturm  et  celui  de  M.  Hermite  sont  développés  avec  Tampleur 
qu'ils  comportent;  puis,  M.  Nctto  aborde  le  problème  du  calcul 
effectif  des  racines  (séparation,  racines  rationnelles,  méthodes 
d'approximation  de  Newton,  de  Bernoulli,  de  Lagrange,  etc.). 
Signalons  ici  deux  intéressantes  Leçons  relatives  à  la  recherche 
des  fonctions  qui,  comme  la  fonction  de  Newton 

>yi    •'       '__ 

peuvent  conduire,  par  des  applications  successives,  à  l'approxima- 
tion indéfinie  d'une  racine,  et  à  l'étude  des  limites  dont  on  s'ap- 
proche ainsi,  en  général,  par  la  rciléralion  d'une  même  opération. 
Après  avoir  traité  de  la  résolution  algébrique  des  équations  du  se- 
cond, du  troisième  et  du  quatrième  degré,  M.  Netto  termine  ce 
premier  Volume  par  l'étude  de  l'équation  l)inonie  et  spécialement 
de  la  méthode  de  Gauss. 

Le  second  Volume  sera  principalement  consacré  à  la  question 
de  la  résolution  algébrique  des  équations  et  à  la  théorie  de  l'éli- 
mination. J.  T. 
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STDRM  (D"  R.)»  Professeur  à  Breslau.  —  Die  Gebildb  ersten  und  zweiten 
Grades  der  Linibngeometrib  in  synthetischer  Beiunolung.  —  III.  Theil  : 
Die  Sira/ilencomplexe  zweiten  Grades,  i  vol.  in-8°,  p.  xxiv-5i8.  Leipzig, 
Teubner,  1896. 

En  publiant  ce  compte  rendu  du  dernier  Tome  de  TOuvrage  de 
M.  Sturm  sur  la  Géométrie  de  la  droite,  nous  nous  acquittons  d'un 
engagement  que  nous  avons  pris  avec  les  lecteurs  du  Bulletin  (voir 
leCahierde  novembre  1893);  et  c'est  avec  un  véritable  plaisir  que 
nous  le  faisons,  car  nous  pouvons  de  la  sorte  faire  à  l'illustre 
auteur  nos  compliments,  pour  avoir  accompli  une  entreprise 
pleine  de  difficultés  et  d'un  intérêt  hors  ligne  pour  la  Géométrie. 
II  est  inutile  que  nous  nous  appesantissions  sur  les  procédés  de 
recherches  et  d'exposition  préférés  par  M.  Sturm,  car  nous  de- 
vrions répéter  les  remarques  faites  sur  les  deux  premières  parties 
de  son  travail  (remarquons  seulement  les  nouvelles  applications 
des  méthodes  de  M.  Schubert);  de  même  il  ne  nous  semble  pas 
nécessaire  de  continuer  la  discussion  courtoise  qu'il  a  acceptée 
avec  M.  Schœnflies  et  moi,  car  quiconque  voudra  prononcer  son 
jugement,  trouvera  dans  la  littérature  mathématique  toutes  les 
données  nécessaires  :  qu'il  nous  soil  seulement  concédé  d'observer 
tout  de  suite  (et  nous  trouverons  l'occasion  |)0ur  le  conlirmer  en 
détail)  que  de  plusieurs  passages  du  Livre  de  M.  Sturm  semble  ré- 
sulter que  la  considération  des  espaces  à  j)Iusieurs  dimensions 
s'impose  un  grand  nombre  de  fois  ;  chassée  par  la  porte,  elle 
rentre  par  la  fenêtre  !  Par  rapport  au  Volume  dont  nous  devons 
nous  occuper  à  présent,  nous  remarquerons  en  général,  en  pre- 
mier lieu,  que,  quoique  son  thème  soit  (d'après  le  litre)  «  les 
complexes  quadratiques  »,  cependant  plusieurs  pages  se  rap- 
portent aux  congruences  de  '2^  degré  et  aux  surfaces  réglées 
du  4'  degré  :  ce  dont  on  ne  doit  pas  s'étonner,  car  l'étude  com- 
plète de  toute  variété  exige  celle  des  variétés  qui  la  contiennent 
et  de  celles  qu'elle  contient;  nous  remarquerons,  en  second  lieu, 
que  le  Tome  111  du  Traité  dont  il  s'agit,  ayant  été  rédigé  après  la 
publication  des  deux  premiers,  donne  des  compléments  aux  deux 
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avec  raison,  la  préférence  à  ra])pellation  consinguliers.  Par 
chaque  droite  de  l'espace  passent  quatre  complexes  consinguliers; 
le  lieu  des  droites  polaires  d'une  droite  g  par  rapport  aux  com- 
plexes du  2®  degré  ayant  commune  la  surface  singulière  est  une 
surface  du  8*  degré,  qui  a  g  comme  droite  quadruple,  etc. 

La  considération  des  lignes  asymptotiques  d'une  surface  de 
Kummer  mène  aux  concepts  de  droites  singulières  du  a"  et  du 
3*  ordre  y  pour  un  complexe  du  'i^  ordre  dont  cette  surface  est  sin- 
gulière. (jC  qui  oflVe  une  bonne  occasion  à  notre  auteur  pour  écrire 
quelques  pages  de  complément  au  Tome  I,  où  sont  démontrées 
certaines  propositions  remarquables,  dues  à  M.  Lie,  établissant 
un  lien  entre  les  complexes  linéaires  et  les  tangentes  principales  ; 
par  exemple,  la  suivante  :  dans  chaque  surface  il  y  a  un  nombre 
fini  de  points,  dont  chacun  correspond  au  relatif  plan  tangent  par 
rapport  à  un  complexe  du  i*''' ordre,  mais  s'il  y  en  a  oo*  ils  forment 
une  ligne  asymptotique  de  la  surface. 

5.  A  la  découverte  d'aulres  droites  de  l'espace,  remarquables 
par  rapport  à  un  complexe  du  2®  degré,  on  parvient,  par  les  cor- 
respondances ('^,^)  que  nous  avons  définies  (n°l),  c'est-à-dire 
en  cherchant  les  droites  où  une  de  ces  correspondances  se  réduit 
à  une  involulion  quadratique  prise  deux  fois.  On  arrive,  de  la 
sorte,  à  associer  à  chaque  complexe  du  2*^  degré  un  du  6*  degré, 
dont  chaque  droite  //  jouit  de  la  propriété  suivante  (et  de  sa  cor- 
rélalivc)  :  Par  les  deux  points  où  une  droite  h  est  coupée  par  la 
conique  du  complexe  située  dans  un  plan  mené  par  h  passe  une 
autre  courbe  du  complexe.  Si  le  complexe  F^  est  tétraédral,  le 
complexe  des  droites  li  est  formé  par  trois  complexes  tétraédraux 
consinguliers  au  complexe  donné. 

G.  La  notion  de  r--polaire  mène  à  d'autres  figures  covariantes 
à  r^.  On  peut  d'abord  considérer  le  lieu  des  droites  /  dont  les 
droilos  polaires  forment  un  complexe  du  degré  n  :  c'est  un  com- 
plex(î  du  degré  Wn  ;  i)ar  exemple,  à  toutes  les  droites  /  qui  coupent 
une  droile  g  correspond  un  complexe  du  3''  degré  contenant  la 
congruence  linéaire  ayant  pour  directrices  ^' et  sa  F^-polaire  ^, 
et  qu'on  peut  définir  connue  le  lieu  des  droites  polaires  de  g"  par 
rapport  à  tous  les  cônes  ou  à  toutes  les  coniques  du  complexe.  On 
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Joint  ces  deux  points-ci  est  une  droite  singulière  du  complexe. 
L^e  lieu  des  points  singuliers  coïncide  avec  Tenveloppe  des  plans 
singuliers  :  c'est  la  surface  singulière  du  complexe,  d'ordre  et 
classe  4»  A.  chaque  point  et  à  chaque  plan  singulier  correspond 
uJ^ne  droite  singulière  déterminée.  D'ailleurs  la  surface  du  com- 
plexe relative  à  une  droite  singulière  est  un  cas  particulier  exlrê- 
^^^ement  remarquable  de  celle  dont  nous  avons  parlé  dans  le  nu- 
éro  précédent. 


3.  On  parvient  à  de  nouveaux  résultats  en  considérant  les  00' 
o^>^^°cs  du  complexe  et  les  co^  couples  de  points  dans  lesquels 
ol^^s  peuvent  se  décomposer,  et  en  considérant  les  figures  cor- 
rélatives. A  ces  systèmes,  M.  Sturm  applique  les  procédés  de 
calcul  de  M.  Schubert.  Si  par  [jl,  v,  p  on  représente  les  condi- 
tions suivantes  pour  une  conique,  son  plan  passe  par  un  point 
donné,  elle  coupe  une  droite  donnée,  elle  touche  un  plan  donné; 
on  trouve  d'une  manière  plus  ou  moins  aisée  les  relations  sui- 
vaotes  : 

v»p  =  32,        vp»  =  i6,        p'  =  8,        v'  =  48; 

Si  01:1  appelle  encore  r^  la  condition  pour  une  conique  de  se  dé- 
com  poser  en  un  couple  de  points,  on  trouve,  d'une  façon  ana- 
logue, 

Tr^jiv  =  8,         r^llp  =  8,  t^jjlv  =  16,  r^y^  =  3'i,  r^vp  =  32  ; 

^ous  laissons  aux  lecteurs  d'énoncer,  dans  le  langage  ordinaire, 
ces  relations  dont  chacune  exprime  un  théorème  sur  les  complexes 
tiu  a*  degré  et  leurs  surfaces  singulières  ;  par  exemple,  on  trouve 
^ue  la  surface  singulière  d'un  complexe  quadratique  général  est 
^^^  Surface  du  4''  ordre  (de  Kummcr)  douée  de  16  points  et  de 
^0  plans  doubles,  c'est-à-dire  la  surface  focale  d'une  congruence 
quadratique  [voir  le  Tome  précédent  de  l'Ouvrage  de  M.  Sturm). 

"*•  Tandis  qu'un  complexe  quadratique  détermine  sa  surface 
singulière,  il  y  a  Qo'  complexes  du  second  ordre  dont  une  surface 
"^  "^ummcr  est  surface  singulière  ;  on  appelle  d'ordinaire  ces 
coiïiplexes  homofocaux  ou  coufocoux,  mais  M.  Sturm  donne. 
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8.  Les  théorèmes  sur  la  polarité  par  rapport  à  ud  complexe 
quadratique  T^  se  présentent  sous  un  jour  particulier  remarquable, 
si  on  les  applique  aux  éléments  du  plan  à  Tinfini  de  l'espace,  et 
notre  auteur  s^arréte  à  exposer  ces  particularisations  qui  ont  un 
intérêt  historique,  car  elles  remplissent  un  grand  nombre  de  pages 
du  dernier  Ouvrage  de  Pliicker.  Uaxe  d'un  complexe  est  une 
droite  dont  la  T^  polaire  est  Tinfini  ;  le  diamètre,  la  polaire  d'une 
droite  à  TinGni  ;  les  diamètres  d'un  complexe  quadratique  forment 
la  congruencc  (3,a)rf,  et  les  axes  la  congruence  (3,a)a  confocale 
à  la  précédente.  Deux  diamètres  ou  deux  axes  du  couple  sont  con- 
jugués lorsque  leurs  points  à  Tinfini  sont  conjugués  par  rapporta 
la  conique  (4l5)  du  complexe  dans  le  plan  à  Tinfini,  etc.  Trois  dia* 
mètres  et  les  trois  axes  parallèles  forment,  d'après  Plùcker,  un 
<(  parallélépipède  central  »  ;  tous  les  parallélépipèdes  analogues 
ont  le  même  centre,  qui  est  aussi  le  centre  de  tous  les  liyperbo- 
loiVles  déterminés  par  trois  diamètres  ou  trois  axes  du  complexe; 
on  rappelle  centre  du  complexe,  quoiqu'il  ne  soit  pas  centre  de 
sjmélrie,  ni  pôle  par  rapport  au  complexe  du  plan  à  Tinfini. 

9.  Par  rapport  à  une  congruence  quadratique,  on  peut  établir 
aussi  une  polarité,  dont  les  propriétés  résultent  très  simplement' 
de  celles  déjà  dcmonlrées  sur  la  polarité  par  rapport  à  un  com- 
plexe quadratique  ;  voilà  la  raison  qu'elles  n'ont  pas  trouvé  une 
place  dans  aucun  des  Touies  précédents  de  TOuvrage  qui  nous 
occupe.  Moins  claire  est  d'abord  la  raison  qui  a  conseillé  l'auteur 
à  placer  ici  des  roclicrclies  a[)profondics  sur  les  surfaces  gauche 
du  4''  ordre  douées  de  deux  directrices  doubles  ;   pour  la  co 
prendre,   il  faut  considérer,   avec  M.   Rlein,  la  géométrie  de  ". 
droite  comme  Télude  d'une  quadri(|ue  à  4  dimensions  de  l'espac 
linéaire  de  5  dimensions;  alors  un  comi)lexe  du  2*^  degré  est  Vi 
lerseclion  de  doux  quadriqucs,  une  congruence  quadratique  V\ 
terseclion   de   deux  quadricjucs  et  d'un   livper-plan,   une  de  c 
surfaces  l'intersection  de  deux  quadriques  et  deux  hyper-plans, 
i(  par  projections  et  sections  »,  on  passe  de  la  polarité  par  rapp 
à  un  complexe,  à  la  polarité  par  rapport  à  une  congruence,  et  ap 
à  la  polarité  par  rapport  à  une  surface  réglée  du   4"  ordre.  C 
inutile  de  dire  que  cette  considération  hyperspacielle  n'est 
avouée  par  M.  Slurm,  et  nous  croyons  que  les  lecteurs  qui  ne 
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feront  pas  au  lieu  de  Tauteur  auront  quelques  difficullés  à  com- 
prendre le  lien  existant  entre  lesdiles  correspondances  de  polarité. 

10.  En  passant  à  un  nouvel  ordre  d'idées,  notre  géomètre  s'oc- 
cupe ensuite  de  deux  questions,  Tune  et  l'autre  fondamentales 
dans  l'étude  des  complexes  quadratiques,  et  qui  sont  liées  étroi- 
tement entre  elles  :  c'est-à-dire  de  la  détermination  des  quadriques 
que  contient  un  tel  complexe  et  d'une  méthode  pour  la  construire. 
Il  arrive   de  la   sorte  au  théorème   de  Caporali,  d'après  lequel 
il  y  a,  dans  tout  complexe  du  second  degré,  oo*  systèmes  de  géné- 
ratrices de  quadriques,  dont  oc'  sont  des  coniques,  oo^  des  cônes 
et  ac*  des  couples  de  faisceaux  de  rayons.  L'élude  de  ces  systèmes 
mène  à  conclure,  avec  M.  Schiir,  que  tout  complexe  du  second 
ordre  peut  être  engendré  par  les  intersections  des  éléments  cor- 
respondants de  deux  réseaux  réciproques  de  complexes  linéaires  ; 
vice  versa  deux  réseaux,  dans  ces  conditions,  engendrent  tou- 
jours un  complexe  quadratique.  Comme  la  génération  précédente 
est  possible  oc'  fois,  on  conclut  qu'il  y  a,  dans  l'espace,  oo**  com- 
plexes quadratiques  et  oo*'  surfaces  de  Rummer.  Nous  ajoutons 
que  la  considération  des  quadriques  que  contient  un  complexe 
quadratique,  donne  la  démonstration  d'un  grand  nombre  de  pro- 
pnétés  de  ce  complexe  ;  par  exemple,  de  celle-ci  ;  les  complexes 
linéaires  fondamentaux  sont  les  seuls  par  rapport  auxquels  un 
complexe  quadratique  corresponde  à  lui-même.  Arrivé  à  ce  point, 
M.  Sturm  est  en  mesure  de  justifier  Tasserlion  de  M.  Klein  que 
oous  avons  rappelée  an  numéro  précédent. 

Si  l'on  coupe  les  oo*  complexes  quadratiques  consinguliers,  par 
«n  ou  deux  des  complexes  fondamentaux,  on  arrive  à  oo*  con- 
P^cnees  ou  oc*  surfaces  réglées  biquadratiques  que  M.  Sturm 
appelle  consinfi^utières  à  cause  des  remarquables  relations  géomé- 
'nques  qui  les  relient. 

11.  Des  propositions  énoncées  au  numéro  précédent  on  ob- 
tient «  par  section  »  d'autres  qui  se  rap[)orlenl  aux  congruences 
quadratiques.  On  trouve  de  la  sorte  que  toute  congruence  du 
2*  déféré  contient  00*  systèmes  de  génératrices  d'une  quadrique  et 
i6faisceaux  de  rayons,  et  qu'elle  est  contenue  en  oc*  complexes  qua- 
dratiques dont  4o  sont  tétraédraux.  C'est  remarquable  le  cas  où 
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une  congruence  du  2*^  degré  appartient  à  un  complexe  linéaire 
spécial;  encore  plus  particulières  sont  les  congruences  qui  nais- 
sent en  supposant  encore  que  Taxe  du  complexe  spécial  soit  une 
droite  ordinaire  ou  singulière  du  complexe  quadratique  généra- 
teur :  les  surfaces  focales  de  ces  complexes  sont  telles  pour  oo* 
complexes,  mais  dépendent  respectivement  de  17,  16  ou  i5  con- 
stantes. 

12.  L'auteur  revient  ensuite  aux  complexes  tangents  à  un  com- 
plexe quadratique  T'^  pour  appliquer  les  théorèmes  précédents,  à 
étudier  les  congruences  où  ces  complexes  coupent  F^;  il  conclut 
de  cette  façon  que,  par  deux  droites  de  F^  passent  deux  systèmes 
de  génératrices  de  quadriques  appartenant  à  F^,  et  que  chaque 
droite  de  F^  en  a  trois  infiniment  voisines.  Si  Ton  considère  une 
droite  ff  de  F^,  puis  une  droite  g'  de  F^  infiniment  voisine  à  ^, 
puis  une  droile  ^"  infiniment  voisine  à  g',  etc.,  on  arrive  à  une 
totalité  continue  de  00*  droites;  c'est  une  surface  réglée  du 
16^  degré,  une  sur/ace  principale  de  M.  Klein.  Par  chaque 
droite  g  de  F^  passent  Irois  surfaces  principales;  elles  sont  les 
surfaces  communes  à  F^  et  aux  congruences  où  se  coupent  les 
Irois  complexes  consinguliers  à  F^  passant  par  la  droite  g".  Il  est 
aisé  de  Irouvcr  les  asymptotiques  des  surfaces  principales  de  F^. 

13.  En  dehors  de  la  inclhode,  pour  construire  les  complexes 
(juadraliques,  dont  nous  avons  parlé  n"  10,  il  y  en  a  d'autres  non 
moins  remarquables,  aiix(juelles  on  arrive  par  la  considération 
des  oc^  couples  de  droites  gauches  formées  par  les  droites  de  F-. 
Une  chauic  de  couples  est  un  système  de  couples  tel  que  deux 
couples  consécutifs  quelconques  du  système  appartiennent  à  la 
même  surface  du  i>,'-  ordre,  en  particulier  trois  droites  qui,  deux 
à  deux,  ne  se  c()U[)ent  pas,  form(;nt  une  chaîne  ternaire .  En 
parlant  d'un  couple  de  droites  de  F^,  et  en  construisant  successi- 
vement des  chaînes  ternaires,  on  arrive  à  un  système  fermé  com- 
posé de  X'»  couples.  En  étudiant  les  couples,  on  parvient  à  la 
^^énération  des  complexes  du  1*'  degré  à  Faidc  de  deux  syslcnics 
composés  chacun  de  x^  complexes  linéaires  et  corrélatifs  entre 
eux^  à  un  complexe  d'un  de  ces  systèmes  correspond  un  système 
(le    ^génératrices    d'une    quadri(|ue    dans    l'autre,    qui   a    commun 
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un  couple  avec  ce  complexe;  les  oo'  couples  analogues  forment  un 
complexe  quadratique.  Tout  complexe  de  ce  degré  peut  s'en- 
gendrer de  cette  manière;  en  outre,  cette  génération  mène  à  des 
générations  analogues  des  congruences  du  2^  degré  et  des  sur- 
faces réglées  du  4*  ordre  avec  deux  droites  doubles. 

On  a  des  générations  analogues  de  f^  avec  des  systèmes  00^  ou 
QO^  de  complexes  linéaires;  le  lecteur  les  apprendra  en  ayant 
recours  à  l'Ouvrage  original,  car  nous  ne  pouvons  pas  nous  y 
arrêter  :  majora  prémuni. 

14.  Arrivé  à  ce  point  de  développement  de  la  géométrie  de  la 
droite,  M.  Sturm  invite  ses  lecteurs  à  une  excursion  dans  l'espace 
a  5  dimensions  composé  des  complexes  linéaires  :  le  guide  qu'il 
choisit  à  cet  effet,  sans  toutefois  l'avouer,  est  la  géométrie  des 
espaces  à  plusieurs  dimensions;  et  je  crois  que  les  lecteurs  qui  ne 
sont  pas  familiers  avec  cette  manière  de  raisonner,  trouveront  que 
le  voyage  est  intéressant  et  instructif,  mais  que  le  chemin  par- 
couru est  semé  de  cailloux  et  que  les  hauteurs  auxquelles  on  par- 
vient ne  sont  faites  que  pour  ceux  qui  ont  des  poumons  d'alpi- 
niste. L'espace  dont  nous  disposons  ne  nous  permet  pas  de  faire 
une  description  de  cette  pérégrination  :  qu'il  nous  suffise  de  citer, 
comme  exemple  des  fruits  qu'elle  donne,  le  théorème  de  M.  Reye, 
d'après  lequel  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  de  Kummer 
sont  chacune  le  bord  d'un  faisceau  de  surfaces  du  4®  ordre. 

15.  En  revenant,  après  cette  échappée,  à  notre  espace,  Tinfa- 
tigable  professeur  de  TUniversilé  de  Breslau  se  tourne  une  autre 
fois  à  l'étude  d'un  complexe  quadratique  F^  pour  en  trouver  une 
représentation  (s'il  est  possible  biunivoque)  sur  l'espace  ordi- 
naire. Il  considère,  à  cet  effet,  deux  droites  fixes  </,  v  de  T'^  et 
les  oc' complexes  du  i**"  degré  qui  les  contiennent.  Trois  quel- 
conques de  ces  complexes  coupent  F-  en  deux  droites  x^  x'  entre 
lesquelles  existe  une  correspondance  involutoire;  dans  celte  cor- 
respondance, si  X  décrit  une  quadrique,  x'  engendrera  une  sur- 
face gauche  du  G*'  degré  ayant  u  et  v  comme  droites  doubles; 
niais,  si  cette  surface  passe  par  u  (ou  v)^  il  lui  correspond  une 
autre  quadrique  passant  par  i'  (ou  bien  w);  et  si  u  décrit  un  fais- 
ceau de  rayons,  x'  engendrera   une   surface  gauche  du  M  dci^ré. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i35 

servi  de  l'aoalyse,  son  collègue  de  Breslau,  par  des  raisonnements 
indépendants  des  coordonnées,  arrive  à  conclure  Texistence  de 
huit  types,  auxquels  on  peut  ramener  tous  les  complexes  quadra- 
tiques. Les  recherches  établies  par  M.  Sturm,  pour  arriver  à  ces 
conclusions,  sont  longues  et  fatigantes,  comme  on  devait  s^y 
attendre,  et  serviront  à  l'avenir  de  modèles  à  ceux  qui  voudront 
résoudre  des  problèmes  analogues. 

L'autre  point  de  vue  auquel  se  place  M.  Sturm,  pour  classifier 
les  complexes  quadratiques,  se  base  sur  la  considération  des 
droites  doubles,  qu'exceptionnellement  il  peut  avoir  :  c'est  un 
critère  analogue  à  celui  qu'on  emploie  pour  les  courbes  planes 
et  les  surfaces.  Mais,  avant  de  l'appliquer,  il  s'arrête  surun  com- 
plexe quadratique,  qui  est  particulier  quoiqu'il  n'ait  pas,  en  gé- 
néral, des  droites  doubles,  c'est-à-dire  de  celui  qu'il  appelle 
harmonique,  formées  des  droites  qui  coupent  deux  quadriques 
données  en  deux  couples  de  points  harmoniques.  Celte  digression 
est-elle  louable?  Nous  en  doutons,  et  nous  croyons  que  M.  Sturm 
ne  l'aurait  pas  faite  s'il  eût  écrit  tout  son  Ouvrage  avant  d'en  com- 
mencer l'impression;  suivant  notre  sentiment,  il  aurait  bien 
mieux  valu  étudier  le  complexe  harmonique  après  le  complexe 
tétraédral,  et  avant  les  congruences  quadratiques,  comme  prépa- 
ration ultérieure  à  l'exposition  des  propriétés  des  complexes  qua- 
dratiques généraux,  d'autant  plus  que  l'énuméralion  des  cas 
particuliers  du  complexe  harmonique  aurait  été  une  excellente 
préparation  à  la  classification  dont  nous  allons  nous  occuper  à 
présent. 

17.  Pour  arriver  à  celte  classification,  M.  Suirm  commence  à 
déterminer  quelle  spécialité  présente  un  complexe  quadratique 
lorsqu'il  a  une  droite  double;  ou,  |)0ur  nous  servir  des  symboles 
de  MM.  Klein  et  Weiler,  de  quelle  manière  se  distinguent  les 
complexes  du  tvpe  [21111]  du  complexe  quadratique  général 
[iiiiii].  A  cette  classe  appartiennent  les  complexes  [3iii], 
[4  1 1],  [^i]  et  les  deux  corrélatifs  [()],  dont  chacun  a  une  droite 
double,  les  complexes  [519.1  i],  [3ui],  [33]  et  les  deux  corrélatifs 
[4^]  qui  en  ont  deux  droites  doubles  qui  se  coupent,  les  deux  cor- 
rélatifs entre  eux  dont  la  caractéristique  est  [229.],  et  ([ui  en  ont 
trois  qui  sont  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  :  l'auleur  éludie  suc- 
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cessivement  deux  de  ces  complexes,  en  exposant  en  particulier  des 
manières  pour  les  construire  et  les  représenter  univoquement  sur 
Tespace  ordinaire.  Un  autre  groupe  très  intéressant  de  complexes 
quadratiques  est  celui  dont  chacun  a  deux  droites  doubles  qui  ne 
se  coupent  pas  :  tous  peuvent  être  engendrés  par  deux  faisceaux 
projeclifs  de  complexes  linéaires,  tous  ont  la  surface  singulière 
réglée.  Le  plus  général  de  ces  complexes  a  la  caractéristique 
[(ii)iiii]  et  peut  se  représenter  sur  l'espace  d'une  façon  plus 
simple  que  celle  de  Caporali,  comme  a  rema^qué  M.  Monlesano. 
Les  autres  complexes  du  groupe  sont  :  [(11)211],  [(11)^']' 
[(ii)(n)ii],  [(2i)(ii)i],  [(2i)(2i)],  [(ii)(ii)2]  (complexe  de 
llirsl),  [(3i)(i  i)],  [(i  i)(i  i)(i  i)]  (complexe  tétraédral),  [(22)(i  i)], 
[(11)2U],  [(.1)4],  [(P^i)iii],  [('^1)2.],  [(21)3],  [(3i)i.],  [(4i).], 
[(3i)a],  [(T)!)].  Un  dernier  groupe  de  complexes  du  2*  degré  est 
composé  de  ceux  qui  ont  chacun  oc*  droites  doubles;  le  plus 
général  a  comme  symbole  [(i  1 1)1 1 1]  tandis  que  les  caractéristiques 
<les  autres  sont  :  [(111)21],  [(iii)3],  [(1 1  i)(i  1)1],  [(ïii)(2i)], 
[(iiiXiiO].  [^2ii)ii],  [^3ii)i],  [(211)2],  [(2ii)(ii)],  [(4it)], 
[(^221)1],  [(,3ai)],  [(22)11],  [(32)1],  [(22)2]  (deux  complexes  cor- 
rélalifs'j,  [^  î^^]  (deux  corrélatifs)  [(33)],  [(222)]  (encore  deux 
rt>rrélahfs).  On  a  en  tout  55  espèces  de  complexes  qui,  toutefois, 
se  rôtluisont  à  (t)  si  Ton  considère  comme  identiques  deux  types 
corrélalifs.  Si  Ton  a  égard  aux  nombres  et  à  la  disposition  des 
«Iroilos  donblrs,  ces  espèces  donnent  16  groupes  et  un  égal 
iiombiv  s'obliiMiï  en  considérant  les  surfaces  singulières;  mais  si 
Von  dénombre  hv^^eonslanles,  des(|uelles  dépend  chaque  complexe, 
on  arriNe  à  dou/.e  j;:roupes. 

l/i)uNraue  de  !NL  Slurm  se  elO>l  par  des  Tables  où  est  résumée 
la  elassiliealion  dont  nous  >enons  de  parler:  par  conséquent, 
nous  M)mmeN  arrivt^  au  terme  de  notre  tàelie.  Avant  de  terminer, 
nous  Nouions  encore  une  fois  l'aire  remarquer  combien  est  riche 
el  Narie*^  la  matière  traitée  par  M.  Sturin,  et  combien  nombreux 
>onl  h^s  nouNcaux  roultat^^  de  détail  auquel  il  est  parvenu  :  TOu- 
M\ij;e  du  protVoenr  alItMnand  est  ilono  très  digne  de  lîgurer  dans 
la  e\>lleetion  que  ^on  pn  déeesseur  Sehroter  a  inaugurée  par  les 
/.<<*»»?>'  \le  SleiiuM'  et  a  enrielii  de  jdusieurs  éléments.  Cependant, 
uni*  obsorxation  d.Ml  être  laite  :  La  lillêralure  mathématique 
manque  rneore  d  un»"  exposition  complète  mais  rapide  de  la  géo- 
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riîétrîe  de  la  droite  (*)  qui,  s'adressant  à  un  public  plus  étendu 
é^ue  celui  qui  lira  le  Livre  que  nous  venons  d'analjser,  serve  mieux 
â  augmenter  les  cultivateurs  d'une  doctrine  qui  est  digne  de  tous 
ï  «s  soins  des  géomètres;  nous  finissons  donc  avec  le  vœu  de  la 
oir  bientôt  paraître  :  à  ce  vœu  s'uniront  certainement  tous  ceux 
ni  ont  au  cœur  les  progrès  de  la  Géométrie,  M.  Slurm  le  premier. 

Giwo   LORIA. 


^lARROFF  (A.). — DiFPERENZRECHNUNG.  AutoFisierto  deutscho  Ueborsetzung 
von  Th.  Friesendorff  u.  E.  Prlimm.  Mit  einem  Vorwort  von  R.  Mehmke- 
I  vol.  m-8';  v-194  p.  Leipzig,  Tcubner,  1896. 

Voici  un  petit  livre  aussi  intéressant  qu'utile,  dont  il  faut  savoir 

^ré  â  l'auteur  et  aux  traducteurs;  il  satisfera  les  mathématiciens 

pskr    l'intérêt  propre  des  problèmes  et  des  méthodes  qui  y  sont 

développés,  par  la  façon  dont  l'approximation  obtenue  est  toujours 

rfiscrulée,  et  ceux  qui  veulent  appliquer  ces  résultats  par  la  foule 

de      ^^enseignements  qu'ils  trouveront,  et  qu'ils  auraient  souvent 

ide  peine  à  se  procurer  ailleurs. 

première  Partie  du  livre  de  M.  Markoflfse  rapporte  à  l'inter- 

polsiiion;  le  problème  est  posé  comme  il  suit  :  étant  données 

^    v- Si. leurs  distinctes  de  x 

rti,     aj,     ...,     an, 

®^  Icî' s  valeurs  que  doit  prendre  une  fonction /(a;)  et  ses  a/_|  pre- 
"^*^m*es  dérivées  pour  j:  =  «/  (f  =  1,  2,  . . .,  m),  trouver  un  poly- 
^^^^rar^e  F{x)  du  moindre  degré  possible,  qui  pour  x  =  ai  coïncide 
^^'^^czi  f{x)^  et  dont  les  ai_i  premières  dérivées  coïncident  avec  les 
*« —  «  premières  dérivées  de  f{x).  Le  théorème  de  Rolle  fournil 
^'2sê»-nent  une  expression  de  l'erreur  que  Ton  commet  quand  on 
^^"2S  tilue  F'(j:)  'd/{x),  à  savoir 


osant 


1 . 2 . . .  //i 
en 


n  =  ai-H  «j-i-. .  .-f-a 


m 


^       ^   M.  Kœnigs   en    a  commencé  une,  Ta-t-il  complétée?  Je  crois  que  non. 
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et  en  désignant  par  ^  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  quantités  Xi,  a^^a2J  ..•,  am*  L'auteur  établit 
ensuite  les  formules  élémentaires  relatives  aux  différences  (finies) 
des  différents  ordres,  et  traite  ensuite  de  l'expression  des  dérivées 
au  mojen  des  différences,  ou,  inversement,  des  différences  au 
moyen  des  dérivées. 

La  remarque  qui  permet,  dans  ces  diverses  formules,  d^obtenir 
le  terme  complémentaire,  consiste  en  ce  que  l'équation  en  z 

,  ( -5  —  a). .  .(^  —  ^  —  ^^i) 

-+-  K '■ : j 

I  .  '2 .  .  .  (  /l  -r-  I  ) 

OÙ  R  est  un  nombre  arbitraire,  admet  au  moins  les  {n  -f-  i)  racines 
a,  a-i-fi,  ...,  a-\-nli^  en  sorte  que  l'équation  obtenue  en 
prenant  les  dérivées  m'*^™*'*  des  deux  membres  admet  certainement 
n  —  m  -h  I  racines  entre  a  et  a  -f-  /i/i. 

Un  Chapitre  très  Intéressant  est  consacré  aux  Tables  numériques, 
à  leur  construction,  à  leur  emploi;  on  y  notera  la  façon  dont 
l'étude  des  différences  permet  de  découvrir  l'existence  et  la  place 
des  fautes,  et  comment  même  elle  permet,  dans  une  certaine 
mesure,  de  corriger  ces  fautes.  11  est  à  peine  utile  de  dire  que  les 
erreurs  qui  résultent  de  l'interpolation  sont  discutées  avec  soin. 
M.  Markoff  donne  d'intéressants  exemples  numériques  relatifs  à 
l'emploi  des  Tables  qu'il  a  dressées  lui-même  pour  les  valeurs  de 
l'intégrale 


Le  calcul  des  intégrales  (léfinies  est  traité  avec  détail.  Les 
erreurs  que  comportent  les  méthodes  de  Simpson,  de  Cotes,  de 
Gauss,  sont  soigneusement  discutées.  La  méthode  de  Gauss  donne 
à  M.  Markoirroccasion  de  traiter  des  polynômes  de  Legendre  et 

du  développement  en  fraction  continue  de  log .  •  Il  développe 

ensuite  une  belle  généralisation  de  la  méthode  de  Gauss,  qui  le 
conduit  en  particulier  à  l'étude  du  développement  de  l'intégrale 
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Die 


/ 


Z  —  X 


dx^ 


ne  fraction  continue  de  la  forme 


P\ 


^1 


Pt 


--*-<7î— T 


P^ 


z  ->r-qz 


€â 


de 


lion  continue  dont  la  convergence  est  soigneusement  étudiée. 
<a  seconde  Partie  est  intitulée  :  Equations  aux  sommes  et  aux 
erences.  Un  premier  Chapitre  est  consacré  à  cette  question  : 
«LHerminer  une  fonction  F{x)  connaissant  sa  difl'crence  AF(a:)  » 
•  ODtient  plusieurs  exemples  intéressants  de  sommation.  L'au- 
to traite  ensuite  de  la  formule  d'Euler-Maclaurin  et  en  développe 
<Jeux  usages  principaux  :  calculer  une  valeur  approchée  d'une 
grale  définie,   trouver  la  somme  des  valeurs  d'une  fonction 
ïon  connaît  rintégrale;  M.  Markoff  montre  par  exemple  com- 
t  on  peut  calculer 

dx 


£ 


X 


=  lo-  •?., 


\X'- 


huit  décimales  exactes,  ou  la  somme 


I 

loo 


I 

loi 


I 

lOii 


i(M)0 


^'^"Ci  quatorze  décimales  exaeles.  Il  traite  ensuite  de  la  formule  de 

^**"ling.  Trois  Chapitres  sont  consacrés  aux  équations  aux  diffé- 

"^  crcs,  cl  spécialement  aux  équations  linéaires  du  premier  ordre; 

^    C3ccupe  même  dc\s  équations  de  celte  nature  à  deux  variables 

^^ pendantes,  et  en  tire  parti   pour  établir  certains  dévclojïpe- 

-■>  ts  en  série  avec  deux  variables.  Le  cas  des  équations  ù  coeffi- 

-■"*  ts  constants  est  traité  avec  les  détails  qu'il  comporte. 

^nfin,  le  dernier  (Chapitre  est  consacré  aux  transformations  de 

*  Os  qui  rej)Osent  surla  considération  des  séries  à  double  entrée; 

^*  trouvera  en  particulier  la  formule  d'Eu ler-Mon mort 


Wu-i-''i;-+-  Mi;*-4- 


Ui 


ÎA//C 


«-Î       U-î)' 


M  —  r  )■* 
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Tapplication  de  celle  formule  à  la  sommalion  de  séries  peu  con- 
vergenles  el  diverses  applicallons  de  la  formule  de  Schelbach 

.    a3  ^   a(aH-i)?(p-+-i)    ,     a(a -M)  (a -h  a)  P(p  H- i)  (P -H  2) 

1  -r-  — r  -f- 


ab       a(a-h  r)6(6  H- 1)       a(a-H  i  )(a-H  2)6(6  H- i)  (6 -h -2) 

_  (a-f-6  — g  — i)(a  +  6  — P  — i)— (or  — 0(6  — 1) 
~  (a-+-6  — a—  p  — i)(a-H6  — a  — fi) 

_^      (g  —  a)(«  —  p)(6  —  a)(6  —  3)[(a  4-  6  —  a  H-i)(a  -h  6  —  p  4-  Q  —  06] 
'   a6(a-H6  — a— p—  i)(a-t-6  — a  — 3)(a-h6  — a  —  pH-i)(a-H6 — a  —  ?-4-2) 

J.  T. 


MELANGES. 

SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  m.  Jules  DRACH. 

Les  équalions  dont  il  s'agit  ont  la  forme 

et  possèdent/^  solutions  parliculières  lices  par  une  relation  quadra- 
tique 

-^  _i-   '2  -4-  -u   -s  —  n 

M.  Darboux  a  mis  en  lumière  le  rôle  qu'elles  jouent  en  Géo- 
métrie; rimporlance  de  ce  rolc  donnera  peut-être  quelque  intérêt 
aux  propositions  particulières  que  nous  allons  établir. 

I. 

1.   Désignons  par  [ji  une  solution  quelconque  de  l'adjointe  à  (F) 

O-'L  O'x        ,  Oix        /du        Oh  \ 

^     ^  '  ^       dJ-  f)f  dx  dy       \  ôx        dy         /  ' 

nous  savons  cpic  si  Ton  pose 


d 
dj 


1  /  d^x        .     \  di  l  dz  \ 

V  \dx  !  dy       '   \dy  J 


I 

i 
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la  foDClion  o*  satisfait,  quelle  que  soit  la  solution  z  de  Tëqua- 
tion  (F),  à  une  équation  du  second  ordre 

[-      1 
dx         \  a  d^        \    dd  _ 

Soient  maintenant  o-|,  0-2,  . ..,  o*;,  les  diverses  solutions  de  Téqua- 
lîon  (i)  qui  correspondent  respectivement  à  Zx^  :î2»  ••->  ^p\  l(^ 
fonction  Tj^  définie  par  V égalité 

sera  une  nouvelle  solution  de  V équation  (F). 
11  sufût,  en  effet,  de  tenir  compte  des  relations 


2-? = 0, 

pour  obtenir 

dZ       ^      dzi 
ôx=2à'"dx' 

dZ       ^      dZf 
d»  Z         \7       «>«  Si 

r^ —  =    y   <J/  -: :— 

1 


dsi  dZi  _ 
àx   dy  ~    ' 


ùx  ùy       Âd   '  àx  dy 

et  par  conséquent 

F(Z)  =  2^'-^(-')- 

A    toute  solution  [x  de  Inéquation  adjointe  à  (F),  la  for- 
mule {a.)  fait  donc  correspondre  une  nouK^elle  solution  de  (F). 

2.    Posons 
nous  aurons,  en  diflercntiant, 

croù  Ton  peut  conclure  que  S  est  encore  une  solution  de  récpia- 
Buti.  des  Sciences  malhém.,  a'  série,  t.  \\I.  (Mai  i^ot)  »o 
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S^/8i  doit  vérifier  réquation  (F)  sans  qu'il  en  résulte  entre  les  A 
et  les  6  de  relation  d'égalité.  On  conclut  de  là  que  0  a  la  forme 
simple 

0  =  7  -h  A,  —  -f-  Aj  — -  -+-  B,  — . 
f)x  ox^  ôy 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas 

2^/0,=  Z. 

et  Von  ne  peut  parvenir  y  par  celte  voie,  à  aucune  solution  de  (F) 
distincte  de  la  solution  déjà  obtenue. 

Considérons  maintenant  la  fonction  O,  définie  par  régaiité 


7. 


e=2»?  = 


nous  exprimerons  que  8  est  une  nouvelle  solution  de  réquation 
en  8  en  écrivant  que  0  correspond  à  la  solution  S  de  Téqualion 
en  0",  qui  vérifie  la  relation 

OU,  en  d'autres  termes,  en  écrivant  identiquement 

B^  S-h  V,—  -h  A2-—  -f-B,  — . 
fix  Ox^  ov 

Celle  identité  ne  devant  entraîner  entre  les  A  et  les  B  aucune  re- 
lation d'égalité,  on  en  conclut  par  un  calcul  immédiat 

V2=  B,  =  o. 
La  fond  ion  0  so  réduit  donc  à  ses  deux  premiers  termes 

OU  encore 

p  désignant  une  fonction  de  x  cl  y  à  déterminer. 

Nous  aurons  donc,  d'après  les  théorèmes  généraux^  à  con- 
sidérer deux  cas  seulement  :  ou  bien  p  = —  [x,  ou  bien  8  5^ an- 
nule pour  une  solution  particulière  quelconque  ex'  de  l'équa- 
tion (i). 


j 
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Le  premier  cas  donne,  si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  de  0, 

el  par  suite 

la /onction — z  se  déduit  de  <t  en  permutant  x  et  y\  ce  n^est 
donc  pas  là  une  véritable  généralisation  des  résultats  relatifs 
à  l'équation  en  <t. 
L'égalité 

montre  d'ailleurs  qu'en  échangeant  dans  la  formule  (a)  les  lettres 
jc  ely  on  obtient  la  solution  —  Z. 
Enfin  si  l'on  pose 

T  est  une  solution  de  l'équation  en  t  et  Ton  a 

T  =  S-fjiZ. 

A.  Le  deuxième  cas  conduit  à  des  résultats  plus  intéressants. 
Soit  sf  la  solution  de  l'équation  (F)  qui  correspond  à  la  solution  <t' 
de  l'équation  (i),  on  a 


et  par  conséquent 


Si  l'on  pose 


on  aura  encore 


0  =  7—  -,  .3. 


H  =  2^''' 


H=S— ~Z 


et  H  sera  une  solution  de  l'équation  dont  0|,  Oo,  ...,  Oy,  sont  des 
solutions  particulières. 

Cette  équation,  qui  admet  en  général  (*)  (p -{- 2)  solutions 


(')  Le  cas  où  l'on  prend  z' —  Z  donne  en  ciïcl  B  —  o:  d'autres  ras  analogues 
^ront  signalés  plus  loin. 
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liées  par  une  relation  quadratique,  dépend  de  deux  arbitraires  :  la 
solution  [1  de  l'adjointe  à  (F)  et  une  solution  quelconques'  de  (F). 
Il  est  facile  de  la  former  effectivement. 
On  déduit,  en  effet,  de  Téquation 


y 


6  =7 ;Z, 


en  tenant  compte  de  la  définition  de  a-  et  de  t', 


et  par  conséquent 


(:») 


c'est  Téquation  cherchée. 

Cette  équation  développée,  s'écrit 


^^^       dxOY  ?  ?  Ojc        ixz'—7'  z'  àv~'^ 

et  si  Ton  observe  qu'en  permutant  les  lettres  t  et  y  on  permute 
seulement  entre  elles  les  quanlilcs  a-'  et  ;jl:;' —  t^,  on  peut  en  con- 
clure que  l'équation  (2)  est  définie  sy  nié  trique  ment  par  rap- 
port aux  deux  variables  x  et  y.  ce  qui  était  d'ailleurs  à  pré- 
voir (  '  ). 


(')  Nous  signalerons  en  passant  une  propriété  curieuse  de  l'équation  (2)  :  on 
peut  regarder  chaque  solution  6  de  cette  équation  comme  dérivant  d'une  solution  « 
de  Tcquation  (F)  et  de  la  solution  correspondante  9  de  l'équation  (i)  par  la 
transformation 

r 

«>tte  transformatii»n  change  la  relation 
rn  une  relation  de  même  forme 

28  =  ye;. 

Appliquons  à  l'équation  (3)  la  même  transformation  en  partant   d'une  solution 
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Les  propositions  que  nous  venons  d'obtenir  nous  fournissent 
donc  deuK  méthodes  pour  passer  e/i  général  d'une  équation  F^  à 
une  équation  ^p^2  î  ces  deux  méthodes  sont  d*ailleurs  susceptibles, 
pour  lesfaibles  valeurs  de />,  d'interprétations  géométriques,  mais 
nous  remettons  à  un  autre  moment  Je  développement  des  appli- 
cations géométriques. 

Nous  ferons  néanmoins  encore  une  remarque  :  les  expressions 
0",  T,  ô  étant  déterminées  par  des  quadratures,  ne  sont  définies 
qu'à  une  constante  additive  près;  il  résulte  de  là,  par  exemple, 
que  S  peut  être  augmenté  d'une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants  des  cr  : 

Si  Ton  veut  exprimer  que  les  (/?  -f-  2)  solutions  i ,  <X|,  . . .,  o*^, 
S  ne  sont  pas  indépendantes,  il  suffira  par  conséquent  d'écrire 

S  =  const., 

ce  qui  entraîne  simplement  Z  =  o. 

On  remarquera  de  même  que  8  =  const.  entraîne 

c  désignant  une  constante. 

III. 
o.   Parmi  les  équations  (F)  qui  possèdent  p  solutions  particu- 


rlilTcrenlc  z"  de  l'équalion  (F),  c'est-à-dire  posons 

0" 

^  ~  6  —  -^  z. 

Il  suffit  de  remplacer  6  et  6"  par  leur  expression  en  <5  et  a"  pour  obtenir 

La  fonction  \  satisfait  donc  à  l'équation  du  second  ordie  que  l'on  déduit 
de  r équation  (3)  en  y  remplaçant  simplement  z'  par  z". 

I>es  transformations  que  nous  venons  de  définir  échangent  donc  entre  elles. 
d'une  manière  très  simple,  les  équations  (a)  relatives  aux  diverse?  solutions  z' 
de  réquatioQ  (F). 


l: 
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lièrcs  liées  par  une  relation  quadratique 


2 


5?  =  0 


celles  qui  sont  identiques  à  leur  adjointe  présentent  un  intérêt 
particulier. 
Soit 

Tune  de  ces  équations;  désignons  par  |x  Tune  quelconque  de  ses 
solutions^  nous  avons  vu  que  si  Ton  pose 

d^  àix  fh  dz 

la  fonclion  Tsatisfail,  quel  que  soit  2,  à  l'équation 

,  .  d^rr  UL     ài         dx    07 

(i)  - — r -^^-^  Â -p=o. 

ôx 

L'expression  Z,  défînie  par 

est  une  nouvelle  solution  de  Téquation  (/),   cl  rc(|uation   en  o* 
admet  la  solution  S  qui  vérifie  la  relation  quadratique 

Si  Ton  échange  les  variables  x  cl  r,  7  est  rcmj)lacé  par  — t  et 
Ton  a 

avec 

d-z  ()z 

Or  Ox 

Oz  ^  J|i 

Considérons  mainlcnanl  la  fonction  o" -♦-  t  =  5i t -{-  [i :;  =  2 t  —  ul:?, 
colle  fonclion  satisfera  encore  à  une  équation  du  second  ordre  (*  ). 


(')  l  n  calcul  rlémeniairr  montre  que  celte  proposition  n'est  vraie  que  pour  le* 

çqualions  dont  les  invariants  sont  égaux. 
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La  proposition  est  bien  connue  :  en  posant 


on  aura 

dx  '^     ôx       ^  dx  ~~      ^  dx 


a 


^  =  ^^_^^=+îx«Af4) 


z 


et  par  conséquent 

^^^  dy\^'t  dx)'^  dx\^i  dy)~^' 

L'expression  S©/^/  sera  évidemment  une  solution  de  l'équa- 
tion (/)  (*),  puisque  l'on  a 

Nous  ajouterons  que,  si  Von  pose 

O  est  encore  une  solution  de  V équation  dont  Çi,  cp^,  ...,  cp^  sont 
des  solutions  particulières.  On  a,  en  effet, 

c'est-à-dire 

<l>  =  aS  —  fiZ, 

ce  qui  suffit  à  établir  la  proposition. 

6.   Il  est  aisé  de  déduire  de  la  proposition  précédente  une  pro- 
position plus  importante  :  on  sait  que,  si  l'on  écrit 

la  fonction  (o  satisfera  à  une  équation  du  second  ordre  à  invariants 
égaux;  c'est  la  proposition  de  M.  Moutard.  Celte  équation  ad- 


(')  Cette  proposition  a  clé  obtenue  directement  par  M.  A.  Tliybaut,  qui  en  a 
donné  d'intéressantes  applications  géométriques  {Comptes  rendus,  \Z  avril  et 
3  août  1896). 
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puisque  l'on  a 

^  =  a  -4-  T  =  fxu). 

L'équation  dont  dépend  0  peut  se  mettre  sous  la  forme 
on  voit  que  celle  équalion  n*est  à  invariants  égaux  que  si  Ton  a 


dxdy 


=  o. 


Il  y  aurait  lieu  d'étudier  d'une  façon  précise  dans  quel  cas  cette 
relation  peut  être  satisfaite. 
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COMPTES    UKNDUS    ET    ANALYSES. 

iitBRiEL  KCENTGS.  —  Lkçons  dk  Cinématique,  professées  à  la  SorlxHino: 
avec  des  N«les  par  M.  (».  Darhoux  el  par  MM.  Ji.  et  /'.  (ossrrat.  i  vol. 
in-8",  x-4(i9P-  I*aris,  Ilerinann,  1897. 

Ampère,  qui  a  séparé  dctinilivomenl  de  la  Mc('ain<|iu'  réludtî 
des  mouveracnls  géométriques,  a  établi  pour  la  uouv(?ll(*  Science 
un  programme  qui  est  devenu  classique,  mais  avec  celte  inlerpré- 
lalioii  un  peu  étroite  que  la  Cinématique  a  seulement  pourohjectir 
de  conduire  à  la  théorie  des  mécanismes. 

Carnol,  avant  Ampère,  avait  donné,  dans  sa  (jromririr  f/c po.si- 
fion„  une  idée  plus  compréhensive  du  but  à  atteindre. 

t*  Si  la  théorie  des  mouvemenls  «géométriques  était  ap|)rofondie, 
Wil-îl  (p.  3.'{8),  la  Mécanique  et  rilvdraulique  seraient  inliniment 
simplifiées;  elles  se  réduiraient  au  <léveloppement  du  principe 
i;:énéral  de  la  communication  des  mouvements,  cpii  n'est  autre 
chose  que  celui  de  Taclion  toujours  égale  et  contraire  à  Taelion. 
Les  grandes  difficultés  analvti(|ues  qu'on  rencontre,  dans  la  science 
de  Téquilibre  et  du  mouvement,  viennent  principalement  de  ce 
que  la  théorie  des  mouvements  géométriques  n'est  point  faite; 
elle  mérite  donc  toute  Tattention  des  savants.  » 

Le  Livre  de  M.  Rœnigs,  tout  en  constituant  une  introduction 
1res  couq>léte  et,  à  bien  des  égards,  nouvelle  à  la  théorie  des  nié- 
cani>mes,  s'inspire  en  outre  de  la  vue  lar^e  de  Carnot  que  nous 
venons  de  rappeler. 

Pour  traiter  la  Cinéinati<|ue  avec  l'ampleur  désirable  et  lui 
donner  Tunité  <|ui  est  le  propre  de  toute  Sci«.'nee,  il  faut  une  mé- 
thode qui  possède  la  puissance  (riuvestigation  et  la  g(*néralité  do 
rAnaIvse,  mais  qui  donne  aussi,  comme  la  (.léomélrie,  la  vue 
claire  el  directe  des  faits,  sans  les  mas(pi<T  par  rap|)areil  du 
Calcul.  La  Mécani(|ue  en  a  fourni  tous  les  éléments.  (r<*st  trelle 
fiu<*  vient  cette  remanpiable  (réométrie  des  (piantité's  dirig<*es  qui 
riifficentre  toute  l'attention  sur  ce  (|u'il  y  a  (Tessentiel  dans  les 
nroldùmes;  elle  aussi  a  fait  naître  l'idée  <les  axtrs  niobiles  d<»  coor- 
d«»iinces,  cet  instrument  si  maniabb*  et  si  souple  <pii  peut  atteindre 
il  hiul  avec  autant  d'aisance  que  de  sûreté. 

iâull.  des  Sciences  maihcm.,  j»  •icrit*.  l    \\I.  (  Juin  1^,7.)  1 1 
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En  faisant  reposer  toule  son  exposition  de  la  Cinématique  j 
la  Géométrie  de  la  droite  et  sur  l'emploi  du  trlèdre  mobi 
M.  Kœnigs  a  su  faire  une  synthèse  très  complète,  et  en  mé 
lemps  bien  personnelle,  des  méthodes  fécondes  de  recherches  q 
nous  devons  à  Poinsot,  Chasics  et  Bonnet,  et  plus  près  de  m 
à  Kibaucour  et  à  M.  Darboux. 

C'est  par  la  théorie  dos  segments  que  s'ouvre  l'Ouvrage.  Api 
un  excellent  exposé  de  la  théorie  des  projections,  l'auteur  ioti 
duil  la  considération  du  moment  de  deux  segments,  qui  a  l'avanta 
de  grouper  deux  éléments  importants  ;  les  moments  par  rapp( 
aux  axes  et  les  tétraèdres  envisagés  par  Chasles  dans  la  Statiqi 

Los  systèmes  de  segments  font  apparaître  le  couple  et  la  vis 
Hall  et  conduisent,  par  une   voie  naturelle,   à    la    théorie  de 
droite;  les  propriétés  du  complexe  linéaire  sont  obtenues  d'u 
manière  particulièrement  élégante. 

Il  semblait  qu'il  n'y  eut  rien  à  ajouter  aux  notions  couraol 
sur  le  mouvement,  la  vitesse  et  Taccélération,  qui  font  Tobjet 
(^ihapitre  II.  M.  Kœnigs  a  pu  en  accroître  l'intérêt  par  l'introdi 
tion  du  trièdre  mobile,  qui  permet  de  donner  toute  la  précisi 
nécessaire  à  ces  notions  fondamentales,  par  la  définition  des  co< 
données  curvilignes  et  du  rfs*  de  l'espace,  qui  se  rattache  de 
manière  la  plus  naturelle  à  l'idée  de  vitesse;  enfin,  par  la  con 
déralion  de  l'hodographe,  qui  rend  intuitives  la  nature  et  . 
pro|)riélés  de  Taccéléralion.  Il  donne  l'expression  très  importai 
do  Taccélération  en  coordonnées  curvilignes;  elle  ne  contient  q 
les  éléments  du  ds-.  Des  applications  bien  choisies  terminent 
Chapitre  :  l'accélération  est  rapprochée  de  la  déviation  et,  ent 
autres  mouvements  curvilignes,  l'auteur  étudie  le  mouvemc 
oscillatoire  ol  le  mou\ ornent  sur  une  hélice. 

Lo  Cha[>itrc  III  s'occupe  du  changement  de  système  de  comi: 
raison  ol  du  mouvomont  relatif.  Après  avoir  établi  la  relali 
oiilro  la  \ilosse  absolue,  la  vitesse  relative  ol  la  vitesse  d'enlraîr 
mont  d'un  ptiint  mobile,  il  obtient  les  formules  fondamentales 
la  Ci!iéinali(|no  (|ui  oxprlnionl  les  projections  de  la  vitesse  absol 
>ur  hs  axos  du  Irièdro  mobile;  il  les  appli(|ue  à  la  compositi< 
<los  \ilos>os  tlaiis  lo  cas  tlos  coordonnées  reclangulaires  et  d 
otiordoniiôos  polairo>:  olios  conduisent  immédiatement  aux  rogi 
d«-  P«)insol  ol  do  Hohorval,  pour  la  construction  des  tangentes 
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iesnormales,  cl  à  d'élégantes  proposilions  relatives  aux  conchoïdcs 

les  plus  générales. 

\vec  le  Chapitre  IV  est  abordée  la  Cinématique  du  corps 
soVide,  et  un  élément  nouveau  apparaît,  la  rotation  définie  par  un 
se«nirtent;  la  vitesse  d'un  point  d'un  corps  animé  d'un  mouvement 
derotatioD  autour  d'un  axe  est  ainsi  représentée  par  un  moment. 
Ces  notions  établissent  immédiatement  un  lien  étroit  entre  la 
théorie  des  segments  et  des  moments  et  celle  du  déplacement  d\m 
corps  solide.  L'auteur  fait  ressortir  le  parallélisme  remarquable 
qui  existe  entre  la  théorie  des  rotations  et  celle  des  segments;  il 
donne  une  forme  concrète  aux  segments  qui  apparaissent  dans  les 
lormales  fondamentales  du  Chapitre  III,  et  il  fait  voir  ainsi  que 
tout  mouvement  d'un  corps  peut  être  à  chaque  instant  regardé 
comme  résultant  de  plusieurs  rotations.  La  théorie  des  segments 
conduit  dès  lors  à  l'idée  du  mouvement  hélicoïdal  instantané  ou 
^Dgent  dont  les  propriétés  sont  par  là  même  immédiatement 
tt>Dnues.  M.  Kœnigs  insiste,  dans  un  paragraphe  plein  d'intérêt, 
*ar  le  caractère  presque  intuitif  de  la  forme  hélicoïdale  de  tout 
déplacement  infiniment  petit  d'un  corps,  et  montre  comment 
''<léesi  remarquable  de  Chasles  se  rattache  aux  transformations 
infinitésimales  de  M.  Sophus  Lie.  La  méthode  qui  a  servi  à  Chasles, 
P^ur obtenir  les  propriétés  du  déplacement  infiniment  petit  d'un 
^TP?,  a  été  reprise  depuis  et  entièrement  développée  par  plusieurs 
S^niétres.  L'auteur  expose  rapidement  la  partie  classique  de  celte 
l'ïestion;  la  considération  des  segments  attachés  au  trièdre  mobile 
**  conduit  ensuite  aux  importantes  relations  qui  existent  entre  la 
"^ferie  des  complexes  linéaires  et  le  déplacement  d'un  corps 
^We.  Ces  relations  sont  établies  d'une  manière  purement  géo- 
''ïétrique;  mais  l'auteur  montre,  sur  un  exemple  simple,  avec  quelle 
»*ciliié  on  |>ourrait  les  mettre  en  évidence  par  l'emploi  du  trièdre 
""^^uile.  Il  est  ainsi  amené  à  exposer  le  problème,  traité  j)ar 
*^«  Darboux,  de  la  détermination  d'un  mouvement  continu  quand 
'^'^  Connaît  les  rotations,  et  il  fait  ensuite  l'application  de  ces  for- 
""iiiles  aux  courbes  gauches. 

L'accélération  dans  le  mouvement  relatif  fait  l'objet  du  Cha- 
P'^*  V.  La  définition  de  l'accélération,  donnée  précédemment  au 
*oyen  de  l'hodographe,  et  l'emploi  du  trièdre  mobile  conduisent 
^ïfcctcment  aux  formules  de  Bour.  Il  suffit  d'interpréter  ces  for- 
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mules  pour  obtenir  le  ihéorèmo  de  Coriolis,  qui  se  trouve  ain: 
établi  en  qucl<|ues  li<;nes.  L'élude  de  la  distribution  de  Faccélérs 
tion  dans  un  corps   en  mouvement  se  fait   d^une   manière  n< 
moins  simple.  La  brièveté  de  ce  Chapitre,  où  pourtant  la  questi< 
envisaj;;é(î  est   traitée  d'une  manière  très  complète,  fait  ressorti 
combien  riu^lrumenl  de  calcul  adopté  par  Fauteur  estcommod< 


tous  les  inconvénients  inhérents  à  Pemploi  des  coordonnées  ord 
naircs  disparaissent,  et  à  chacpie  pas  on  obtient  d'une  façon  imm 
diale  tous  les  faits  géométriques  intéressants. 

l/élude  de  détail  (jue  fauteur  entreprend,  dans  les  (Iliapit 
suivants,  des  mouvements  particuliers  les  plus  importants  d'u 
corps  solide,  va  confirmer   de  la   manière   la   plus  ample    cett  -^^ 
puissance  de  la  méthode. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  à   Télude  du  mouvement  d'un      - 
fij^ure    |)lane   dans    son    plan.    Les   formules  fondamentales,   q 
expriment  la  vitesse  d'un  point  de  la  figure  mobile,  mettent  to 
de  suite  en  évidence  Texistence  du  centre  instantané  et  des  deu: 
roulettes.   Les  formules  relatives  à   faccéléralion,  par  un  choi: 
particulier  des  axes  mobiles  suggéré  par  l'existence  des  roulettes 
reçoivent  une  forme  très  simple  conduisant  d'une  manière  éiégaott 
à   la   formule   de    Savary.    L'auteur  généralise  cette  formule  e 
obtient  le  théorème  relatif  au  centre  de  courbure  de  Tenvelopp 
d'une  courbe  mobile.  I/interprétalion  de  la  formule  de  Savary  at 
moven  des  formules  fondamentales  de  l'accélération  conduit  à  h 
construction  géométrique  du  centre  de  courbure  de  la  trajectoi 
d'un  point  au  moyen  des  centres  de  courbure  des  deux  roulettes^ 
La  remar(|ue  que  la  correspondance  entre  le  point  de  la  trajecloircr 
et  le  centre  de  coui  bure  est  une  homographie  introduit  par  une? 
voie  naturelle  le  cercle  des  indexions  et  le  cercle  des  rebrousse-^ 
uicnls,  et  l'auteur,  en  appli<|uant  les  formules  de  Bour  aux  accélë-' 
rations  d'ordre  c|u<'lcon(|ue,  complète  ces  notions  par  une  étude 
très  intéressante  d(»s  trajectoires  dans  le  voisinage  d'un  point.  Le 
(Chapitre  se  termine  par  la  détermination  du  lieu  du  centre  des 
accélérations  (|uand  la  loi  du  tenqts  varie,  et  du  lieu  des  points 
d«)nt  raccélérahi)n  lani;eutielle  est  nulle. 

A  cette  exposition,  si  complète,  l'auteur  a  encore  ajouté,  au 
commencement  du  (chapitre  \  IL  de  nombreuses  applications 
rlioisicN  avec  un  très  •;rand  soin.  On  y  trouxera  en  particulier  les 
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t|uesl ions  classiques  (lu  mouvemonl  cvcloïdnl  cl  île  la  ^n'urrallon 
ties  podaircs  cl  des  caustiques.  Dans  la  seconde  partie  du  (Cha- 
pitre  s'inlroduisenl  les  propositions  remar(|ual)les  qui  sont  rela- 
lî\es  aux  aires.  Le  curieux  ihéorènie  de  Holdilch,  le  principe  des 
plaiiimèlrcs  polaires,  sont  établis  par  la  voie  la  plus  simple  el  la 
plus    cdégantc.   M.    Rœnigs  étend    Tordre    d'idées    précédent    en 
envisageant    un    segment   variable,  et  il  obtient  le   théorème  (h* 
Sleiner  relatif  aux  aires  des  roulettes,  aucpiel  il  ajoute  le  théorème 
<ie    Géométrie   générale  qu'il  a  fait  connaître  en   i8()^  dans  les 
^-^omptes  rendus.  Ce  Chapitre  se   termine  par  le   théorème  de 
Sleiner  relatif  aux  arcs. 

L'élude  du  mouvement  autour  d'un  point  fixe  occupe  le  .(Cha- 
pitre VIll  et  se  trouve  traitée  par  la  même  méthode  que  le  mou- 
vement d'une  figure  plane  dans  son  plan.  L'emploi  du  Irièdre 
>"ol>ile  conduit,  avec  la  même  simplicité  et  la  même  rigueur  quant 
aux  signes,  au  théorème  de  Rivais  sur  l'accélération  et  à  la  for- 
mule analogue  à  celle  de  Savarj.  L'auteur  traite  avec  un  grand 
*^in  la  question  de  la  réduction  du  nombre  des  variables  qui  défi- 
'^■ssent  le  mouvement  d'un  trièdre  mobile,  et  il  établit  les  célèbres 
l^rniules  d'Ëuler  et  d'Olinde  Rodrigues. 

'-^n  très  remarquable  Chapitre  est  ensuite  consacré  au  mou\e- 

■^cni  continu  le  plus  général  d'un  corps  solide.  Un  premier  pro-   ' 

Wcrne  se  pose  :  la  recherche  des  courbes  liées  à  la  figure  mobile  et 

S***  Ont  une  enveloppe.  Le  problème  se  ri*duit  aux  cpiadratures  par 

^  *>elle  méthode  d'intégration  due  à  M.  Darboux,  et  qui  ramène  à 

"^    Oquation  de  Riccati    la    recherche   du    mouvement   continu 

9^ancl  les  rotations  sont  dtmnées.  La  méthode  suivie  met  tout  de 

"*^^'    en   évidence  qu'une  courbe  de  la  fi«;ure  mobile  qui  a  une 

^  ^'oppe,  glisse  en  général  sur  cette  enveloppe.  Klle  |)rrmcttra, 

^^•itre,  à  l'auteur  de  préciser  la  nature  du  mouvement  (pie  Heii- 

.  *  ^' ^   a  appelé  viration  /jamais  aucune  courbe,  tracée  sur  la  siir- 

^"^    lieu  de  Taxe  du  mouvement  hélicoïdal  dans  la  lii^iirr  niobilr. 

'"^îste  tangente  à  une  courbe,  à  moins  (pie  h*  momeiiicnt  Im'Ii- 

*"*âl  tangent  ne  se  réduise  à  une  rotation  ou  (pic  \v>  Av\\\  >ur- 

^=^    lieux  de  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  ne  soient  deux  tlé\f- 

*    l^i*l)les  dont  les  arêtes  sont  constamment  en  contact.  Ces  diux 

>*v>nl  étudiés  avec  le  plus  j;rand  soin  :  au  premier  x'  ratlacl  e  U* 

'      *^*«vnie  de  la  déf(jrmatioii  des  surfaces  réglées  ;  railleur  est  con- 
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(luit  à  celle  conclusion  curieuse,  susceptible  d^applicalions  pra- 
li(|ucs  :  (|ue,  quelle  que  soit  la  surfuce  réglée  fiie  sur  laquelle  vire 
sans  glisser  une  surface  mobile,  les  courbes  liées  à  cette  dernière, 
qui  ont  une  enveloppe,  sont  toujours  les  mêmes.  Ce  beau  Chapitre 
se  termine  par  Tétude  du  caractère  distinctif  de  la  viralion  et  par 
quelques  remarques  générales  sur  Taccélération  dans  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide. 

Le  Chapitre  X  est  consacré  à  la  notion  féconde  des  degrés  de 
liberté  d^uu  système  mobile  et  des  mouvements  à  plusieurs  para- 
mèlres.  La  considéralion  d\in  segment  qui  possède  deux  degrés 
de  liberté  permet  à  Tau  leur  d'introduire  les  congruences  de 
droile,  les  foyers  et  plans  focaux,  les  surfaces  focales.  Le  cas  par- 
ticulier dans  lequel  trois  points  d'un  segment  décrivent  trois  plans 
rectangulaires  et  celui  dans  lequel  les  trois  points  décrivent 
trois  sphères  servent  d\ipplications  à  ces  premières  généralités. 
M.  Kœnigs  définit  ensuite  les  degrés  de  liberté  d'un  corps  solide. 
Il  donne  les  formules  fondamenlales  qui  expriment  la  vitesse 
absolue  d'un  poinl  d'un  cor|)S  à  n  degrés  de  liberté  lorsqu'on  rap- 
porte cette  \itesse  à  un  trièdre  mobile.  Les  translations  et  les  rela- 
tions do  ce  trièdre  ne  peuvent  être  quelconques,  elles  doivent 
satisfaire  à  un  système  d'équations  très  important  dont  le  rôle, 
pour  le  cas  on  le  trièdre  a  deux  degrés  de  liberté,  est  capital  dans 
la  théorie  générale  des  surfaces.  Vient  ensuite  Tapplication  de  ces 
principes  au  mouvement  d'un  corps  assujetti  à  quatre  conditions; 
ils  i'onduiscnt,  de  la  manière  la  plus  simple,  à  Texistence  des 
deux  axes  de  rotation  instantanée  et  au  théorème  de  MM.  Scho- 
neinann  et  Mannheim.  L'auteur  termine  l'étude  du  mouvement  à 
deux  paramètres  en  d(*nu»ntrant  le  remanpiable  théorème  d'Albert 
Puliaueour.  (|ui  rattache  le  probiènu*  de  la  déformation  des  sur- 
laco  à  rètiule  de  et*rt;iins  mou\rments.  Le  Chapitre  s'achève  par 
la  r^'chcrrlif  <lr>  lUiMiM'nKiits  à  tn»is  paramètres  réductibles  à  des 
rotai ion>  >uere>>i\e'i,  et  par  la  ci>iisidéialion  du  mouvement  très 
inlèrosanl  tlunt"  ligure  qui  n*ste  >ymétri(|ue  d'une  fij^ure  fixe. 

La  tlh'orit'  de*«  >\>trnirs  artii*ulè>a  maintenant  sa  place  marquée 
k\m\>  ren>t'i::nf'inrnt  \\c  la  (jnénialitpie  :  par  ses  nombreux  con- 
l.uls  ;i\rr  la  (i«'omrtrie  et  par  les  apj»liealion>  multiples  qu'elle* 
ti(»u\e  iLtn^  l.i  pr.il Ique.  elle  eon>litue,  en  ellet.  une  transition  n«i- 
tiii<  Ile  <  ntie  le>  il<u  (i  ww"-  ^l'otnêti  iqiieN  qui  préet'denl  et  la  théorie 
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des  mccaoismes.  M.  Kœnigs  a  consacré,  à  ce  sujet,  un  Chapllre 
1res    ï^cmarquable,  qui  s'ouvre  par  un  hislorique  inléressant  des 
syslèFnes  articulés  et  par  la  définition  générale  d'un  syslèiTie  arti- 
culé plan.  Le  système  articulé  le  plus  simple  est  le  quadrilatère 
ou    sjrstème  à  quatre  menabres  dont  la  forme  dépend  d'un  seul 
paracnètre.  Une  discussion  géométrique  fort  élégante  permet  à 
Fauteur    de    distinguer,   dans   les    quadrilatères    articulés,    trois 
formes,  coDveice,  uniconcave  et  biconcave,  et  d'établir  la  condi- 
tion  d'eiistenee  des  pivots  à  révolution  complète  ;  il  montre  que, 
dans   \xn  quadrilatère  qui  a  deux  pivots  à  révolution  complète,  ces 
deux    pivots  sont  aux  extrémités  de  la  plus  petite  tige  ;  les  quadri- 
lateres  qui  ont  trois  pivots  à  révolution  complète   sont  le  cerf- 
volant^etle  fer  de  lance  des  Anglais;  quand  tous  les  pivots  sont 
à  ^^vc>lution  complète,  on  a  le  parallélogramme  et  le  contre-paral- 
lelog-t^amixie.  Ces  résultats  peuvent  être  obtenus  par  la  belle  mé- 
ibode  analytique  qui  a  permis  à  M.  Darboux  de  rattacher  la  ques- 
tion de  la  déformation  des  quadrilatères  articulés  a  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  M.  Kœnigs,  en  faisant  subir  à  cette  méthode 
^^^  modification  qui  supprime  la  considération  des  imaginaires, 
•  ^cherché  dans  quel  cas  on  peut  passer,  par  déformation  con- 
tinue, d'un  quadrilatère  construit  avec  des  tiges  données  à  un 
antre  quadrilatère  construit  avec  les  mêmes  tiges,  et  il  retrouve  le 
cnterium  qui  s'est  déjà  présenté  dans  la  question  des  pivots.  La 
transformation  des  mouvements  de  rotation  au  moyen  de  quadri- 
latères articulés  se  trouve   ensuite   naturellement   abordée,   par 
I  élude  des  trois-barres  ;  l'auteur  établit  la  propriété  très  intéres- 
sante que  possèdent  les  quadrilatères  articulés  de  décrire,  par  un 
point  invariablement  lié  à  la  bielle,  les  podaires  de  coniques.  Un 
trois-barres  est  un  quadrilatère  dont  le  mouvement  dépend  d'un 
seul  paramètre  ;  les  transformateurs  articulés  possèdenl  un  niou- 
\ement  qui  dépend  de  plusieurs  paramètres.  Les  plus  connus  (Us 
transformateurs  sont  les  pantographes  ;   le  pantograj)lie  de   Syl- 
vcsler  conduit  au  théorème  remarquable  de   M.  Rohrrls,  sur  la 
triple  génération  de  la    courbe    décrite   par  un   point  lié   à  une 
bielle,  et  au   principe  de   l'échange   de   bielle   et  manivelle,   (]ui 
fournit  une  démonstration  intuiu\(î  du  tlu'orèmedc  (lavlrv,  sur  la 
4lt*7»criplion  des  podaires  de  coniques.  Après  les  ])anl(»i;raplH's  se 
|>résenl(*nl   les   inverseurs,  el  rn  pjirlirulier  ceux   de   llar!    r!   tK* 
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Pauccllicr,  puis  les  ingénieux  appareils  de  Kempe,  sur  la  consi- 
dération desquels  TinNenleur  a  fondé  la  dcinonstratioD  de  ce  re- 
niar(|ual)le  ihéorùnie  que  Ton  peul  toujours  trouver  un  système 
articulé  dont  un  point  décrive  une  courbe  algébrique  plane  donnée 
à  Tavance.  M.  Kœnigs,  par  cet  attachant  exposé,  amène  ainsi  le 
lecteur  à    riniportante   question  du   guidage  exact  ou  approché 
du  mouvement   recliligne  d'un  point;  il  présente  une  très  belle 
étude  du  parallélogramme  de  Watt,  la  solution  exacte  obtenue 
par  Taucellier  et  retrouvée  par  Lipkine,  enfin  les  beaux  appareils 
à  ligne  droite  dus  à  Ilart  et  à  Rempe  ;  il  expose  la  méthode  suivie 
par  M.  Diirboux,  dans  Tétude  d'un  de  ces  appareils,  méthode  qui 
montn^  le   parti   que  Ton  peut  tirer  des  imaginaires,  ou,  ce  qui 
revient  au  n)éme,  du  calcul  des  équipollences  dans  la  théorie  des 
systèmes  articulés  ;  il  indique  également  la  disposition  d'un  sys- 
tème à  cinq  liges  qui  permet  de  décrire  une  ellipse  et  de  réaliser 
rigoureusement  le  mouvement  de  l'ellipsographe  que  le  balancier 
dX)liver  livans  fournit  seulement  d'une  manière  a|)proximative. 
l/auleur  montre  tout  le  parti  que  Ton  peut  tirer  d'un  même  appa- 
reil  articulé,   l-e   contre-parallélogramme,  qui   sert  à  décrire  des 
ptxlaires  d'ellipse  et  d'hvperbole,  a  été   utilisé  par  llart  comme 
inverseur;  il  [>eut  aus<i  être  emplové  pour  décrire  les  cubiques 
circulaires  unicursalcs  à  axe  de  svmétrie.  Un  autre  exemple  est  le 
'  proiactciir,  ipii   permet   de  d<*crire   les  conchoïdes.  Les  systèmes 
articulés    peuvent    également    être   em[)lo\és   à   la   résolution    des 
équatiou^i  et  à  la  icprc-»i'iit.ilit>n  des  fonctions.  L'étude  des  svs- 
tèmes  arlit  iiIcn  i:;ini  he-^  suit  crll«'  ilcs  s\slèmes  plans  et  n'est  pas 
moin<  <'iMtipl<'le  ni  Mh>in>  inti-rc^s.inte.  A  la  question  elassitpie  du 
ji»inl  tic  (..inLin,   I  .lutciir  a  .i jouté   une   théorie   très  élégante   du 
joint   (loiilu-i   t'I  du  j«wiil  ( llt-tncn^.  du  plani^raphf  et  de   l'ellip- 
*'i»iili»^raphe  ctM»^liuit>  eu  a|qdic.iti«»n  d  un  tliror»' me  tie  M.  I)ar- 
Intuv.  Lt*  t  Ji.ipi'iic  NI'  lî'iiniîic  p;ir  Ic'^  rrnjarqu.iMcv  lin  ori  ines  tiue 
I  jiilt'ur  a   t.iil  ioniiailrc  t-n  ;i\ril    i"^»/)  d.ius  les  C'>tit/tfi'!i  rau/ns 
et  qui  «laMi'^^'riil  ijii  il  n  C^l  piMui  *\r  n)«>ii\i  nnnt  it!gfbri(pie  d'un 
ci»rp>  qui  ur  |»!U^-f  i  l:  i-  r-   il:^**  .lu  ni>'\4  :i  «ii>  Nîiijj,!,^  «iitiiutalions. 
t.fiif  l  rlK' t  \j>..^:!-. -i:  •;.    1  i  ilii  l'f'.v    «^1^  ^\^:.  :i.r>  ,11  iMult>  atti- 
ra :\i  \  IN  i  un  n:  i'.i:V  :.?  :  «u  •!»  ^  ^'   -m    .î  -.  -.  ^  î  t  ik   ic  j  ■  îit  iiianipier 
lit    |'i»'\i»  m»  I   i<  -  !.  '  .\.    .■  ^   Il  «  li.  !»iii  ^  .;:.      »  ..:.   i  î;!    1»  î;r  •:*  Muiinlt' 
I»-  -i:!    J-  \  i  !    l'j  «  »    |:  .  «-  •  i.«  .  '1 1    •  4  .  :•    :.  ■  -..s  :■  .  ;.    î;      •!«     la   (  .un-- 
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maiicjue,  qui  remonte  à  peine  à  trente  ans,  et  qui  offre  déjà  des 
applicralions  si  variées  et  si  importantes. 

I—^    Chapitre  final  du  Livre  introduit,  comme  le  précédent,  dans 
'C  pi^ogramme  classique  un   sujet  nouveau  et  qui  n'a  pas  moins 
n  iitêrét;  l'auteur  envisage  le  déplacement  comme  cas  particulier 
u  lio  mographie.  Il  fait  voir  d^abord  l'identité  des  formules  qui 
représentent  un  déplacement  dans  le  plan  avec  celles  d'un  chan- 
gemcïtii  de  coordonnées,  et  présente  alors  l'étude  des  formules  de 
'■*  '■■"^  csformation  homographique  la  plus  générale  du  plan.  Il  en 
''^^*^^«*t  très  nettement  le  caractère  du  déplacement  plan  qui  est 
une     l-momographie,   dans  laquelle  les  points  circulaires  à   Tinfini 
^^"^^    ciîhacun  leur  propre  homologue.    Pour  le  cas  d'un   déplace- 
"'^'^^    dans  l'espace,  une  étude  analogue   montre  que,   dans  Tho- 
nio^  ^^pljjg  correspondante,   il  n'y  a  pas,   en   général,   de  point 
ci^ul>|g  ^  dislance  finie;   tout  déplacement  est  une  homographie 
^^*   Conserve  le  cercle  de  l'infini.  La  recherche  des  transforma- 
^*^*^^     homographiques    qui    conservent  les  points   circulaires   à 
*^^**ïii  conduit  à  ce  résultat  que,  s'il  n'j  a  pas  échange  entre  ces 
V^^^ls,  l'homographie  est  un  déplacement  accompagné  d'une  ho- 
<*^^^Kétie  et,  s*il  y  a  échange,  l'homographie  est  un  renversement 
^^compagné   d'une   homolhélie   et    d'un  déplacement.    L'auteur 
H^onire  que  le  groupe  des  transformations  homographiques,  qui 
conservent  chacun  des  points  circulaires  à  Kinfini,  est  identique 
^ celui  des  substitutions  linéaires  entières;  on  se  trouve  conduit 
>insi  au  calcul  des  équipollenccs  de  Bcllavilis^  dont  Tapplicatior. 
aux  notions  essentielles  de  la  Cinéujalique  est  rapidement  expli- 
(/«ée.  La  recherche  des  homographies  de  l'espace,  (pii  conservent 
le  cercle  de  l'infini,  donne  des  résultats  non  moins  intéressants. 
Toute  transformation  de  ce   genre   consiste   en   un  déplacement 
accompagnée  s  ily  a  lieu,  d'une  homothélie  directe  ou  imerse.  Les 
coordonnées,  rapportées  au  cercle  de  riulini,  sont  introtluilrs  et 
appliquées  aux  figures  sphéri(pies;  Tauleur  montre  (ju'à  touti'  ro- 
tation autour  d'un  point  se   trouve  attachée  une  transforiUcition 
linéaire  fractionnaire,  portant  sur  une  variable  complexe,  et  ter- 
mine ce  Chapitre  par  des  indications  sur  les  groujies  de  substi- 
tutions linéaires  attachées  aux  rotations  (pii  ne  fout  (préchangor 
rrilre  eux  les  sommets  d'un  p()l>rdre  régulier. 
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iKB<^  rBts  algébriques  unicursaux  à  un  ou  à  plusieurs  paramùlres.  Il 
e  î-*' t  aisé  d^obtenir  ainsi  des  mouvements  dans  lesquels  tous  les 
!><->  î  Mntsde  la  figure  décrivent  des  cubiques  gauches,  ou  des  quar- 
^  ■  <^  «.mes  de  Steiner.  La  considération  des  mouvements  unicursaux. 
^  d  ^ax  paramètres  conduit  ensuite,  en  supposant  que  les  variables 
^*  '  ^I^  linde  Rodrigues  soient  des  fonctions  linéaires  de  ces  deux 
F*"^  "^samètres,  au  cas  remarquable  où  un  point  quelconque  delà 
'^S  *"-^  re  décrit  une  surface  de  Steiner.  En  général,  il  existe,  dans 
^^^  KBouvement,  dix  points  de  la  figure  qui  décrivent  des  plans; 
*I-^**^s  avoir  montré  que  ce  nombre  dix  peut  se  trouver  abaissé, 
*■  ~  Darboux  remarque  que  le  mouvement  le  plus  général  de  cette 
"^^^  ^^jre  oe  donne,  pour  les  surfaces  trajectoires,  que  des  surfaces 


steiner  ou  des  plans  pour  les  dix  points  dont  il  vient  d^étrc 

j^^^stion;  dans  certains  cas  particuliers,  il  peut  arriver  que  le 

^Sr«^  des  surfaces  trajectoires  de  certains  points   soit  en   outre 

"^^issé;le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  dans  lequel  il  existe 

tétraèdre  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  tout  point  en 

_j  ^"^  •  *  «rs  des  faces  décrit  une  surface  de  Steiner;  tout  point  sur  une 

.    '^    faces,  en  dehors  des  arêtes,  décrit  une  surface  réj^lée  du  iroi- 

^^■^e  ordre;  tout  point  sur  une  des  arêtes  décrit  une  quadrique 

^  un  plan.  L'intérêt  qui  s'attache  à  la  recherche  des  conditions 

^^^  s  lesquelles  un  nombre  fini  ou  infini  de  points  du  corps  dé- 

*^' «ni  des  plans  ou  des  courbes  pluncs  se  trouve  ainsi   mis  en 

Science;  et  M.    Darboux  termine   sa  iSote  par  les  indications 

^^    il  a  données  sur  ce  problème,  en   1881,   dans  son  enseigne- 

^ï:it;  si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  Ton  assujettisse  un  cer- 

•  •^  nombre  de  points  à  décrire  des  plans,  il  peut  se   faire  que. 


*  ^•^  le  fait  même,  d'autres  points  décrivent  également  des  plans; 
«is  où  quatre  points  sont  assujettis  à  décrire  quatre  plans  esït 


»« 


■  ^** tic u librement  intéressant;  il  conduit,  entre  autres  résultats,  à 
Considération   de  surfaces  du  huitième  ordre,   admettant  une 
^^<A  «ration  par  une  double  série  de  coni({ues. 

^--^ne  Note  de  MM.  E.  et  F.  Cesserai  contient  un  exposé,  basé 
**'•*  la  considération  des  coordonnées  curvilignes,  des  premières 
^  t  ions  relatives  à  la  Cinéinati((ue  d'un  milieu  continu  ;  la  défini- 
*^»^  de  la  déformation  infiniment  petite,  et  des  dilatations,  glisse- 
"'^~  Hls  el  rotations  qui  s  v  rapporlent,  csl  précisée  par  I  inlroiluc- 
"**«t   d'un    paramètre:    quchpies    indications    sont    données    sur 
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remploi  du  triùdrc  mobile,  dans  Télude  de  celte  partie  de  la  Ciné- 
matique; elles  permettent,  en  particulier,  d'établir,  d'une  façon 
intuitive,  des  formules  qui  comprennent  celles  obtenues  pénible- 
mont  par  Lamé. 

A  ces  Noies,  M.  Kœnigs  a  ajouté  toute  une  série  de  développe- 
monts  intéressants  sur  divers  sujets  qui  ne  rentraient  pas  directe- 
mont  dans  le  cadre  de  son  Livre,  mais  qui  en  forment  un  complé- 
monl  très  utile.  11  fait  d'abord  connaître  les  coordonnées 
télraodri(|uos  des  sef;nients  qui  jouent  un  rôle  si  important  dans 
les  rochorches  do  Géométrie  réglée.  H  expose  ensuite  la  curieuse 
ot  féoonilo  ihéorio  de  Cirassmann  sur  l'étenclue  figurée,  les  pro- 
priétés infinitésimales  dos  complexes  linéaires  qui  peuvent  trouver 
plus  d*uno  applioation  on  Mécanique,  la  forme  remarquable  que 
la  ihéorio  dos  sogmouts  permet  de  donner  à  l'expression  du  Ira- 
\ail  virtuel  dos  forces  appliquées  à  un  corps  solide:  il  donne  les 
belles  propositions  qu'il  a  obtenues  à  l'égard  des  volumes  engen- 
divs  par  un  contour  formé.  Il  revient  sur  le  problème  des  centres 
do  courbun*  dans  le  mouxomont  d'une  ligure  plane,  pour  exa- 
miner le  cas  où  la  oonstruolion  tlo  Savary  tombe  en  défaut,  puis 
donne  un  ovposo  dos  roohorolîos  do  M^L  Gruey,  Schœnilies, 
Gilbert  sur  la  distribution  do  l'acoélération  dans  un  solide  en  mou- 
xomont,  M.  KaMUi:'^  résume  en  quelques  |xii:e5.  qui  seront  lues 
a\oo  nu  \it  inlérol,  la  tliiorio  do  la  \!S  de  lUil.  en  indiquant  com- 
ment elle  conduit  à  la  UvMion  importante  dos  vi<  principales, 
'iourx'o  do  questions  onl-t'romonl  n«^u\ elles,  l  ne  Note  est  égalc- 
monl  oou'iaori^oà  \,\  surl»»oo  ro:nar\|uab!o  appelt-e  r\'Iin*irotd€'  par 
1  a\lo\,  La  llu  v^rio  d^s  o^aîor  nions,  dont  O'^ruinos  parties  se  ratla- 
cîu^nî  *  ir-.Mîoîîun!  à  la  ih  or  o  do  L»  rv^Uî-^-n  do<  o-  rp<.  est  1  objet 
d  u**o  l  /*  <*  it  ;^ï^*  ^{i  :  .^:x  r^  :uA:\îi;":'r.i  l.à  riju^ur  el  ',\  clarlé  a\ee 
:.  X  •■:,    ..-x  x,^"..   .:■.-:■<    ..<   ::.^:     r^   :    r  .*.  .-ur. './.'.-*<  r*  ;jli\e>  aux 

i.  ::•.•. .-,  /.  ,  •»    .*.  ^•*:*-.,   l  •-.•    v'^rv  ;:  •    N    :;.   >,;7  .   ^  r   ,  rt-s-^ntalions 

,»        •*  ,  ^»V  ...        t.>.\  ^^  Hx         ..      .-  >>.       ...T..»*Vk*»V2*»^l 

■■■'"■  >■  «"x.  ■■■ 

N.'.  X  '-.  X.  V     -x  X    .  .       ■/  *■  X     •■  -           ■       - .  *   .rî  ! 'jeteur 

•    .   .:.        i  V-    •          .                      •     ^    '  .      -  ^L  k-ini::s. 

.  .      .  •                 .     \  .       .           ^      .  -                 -.-...    r-i.  do"^ 

_x-,.          x'                              ^              vx  -Î-*      '"îi»»»r- 
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raliio-      Il   examine    d'abord    les    syslcmes    [immédiats)    de    la 
forrn  c 

-j-  =  K,  -4-  A|  w  -i-. .  .H-  Hi  /, 


~jZ   =  '^.ç^"'"  '^^"  --.  .  .H-  H^,/, 


rt  r»  E-i-M  ^ne  tous  les  autres  systèmes,  et,  en  particulier,  une  équa- 
tion     cî  iflerentielie  linéaire  d'ordre  /?i,  à   celui-ci.  En   procédant 
ains.1  ^      c^ette  théorie  se  présente  sous  son  jour  le  plus  simple,  sous 
la  ioi:*Miie  la  plus  concise  possible,  et  il  est  curieux  de  voir  comment 
tout,    ci^i  qu'il  y  a  d'essentiel  sur  ce  sujet  a  pu  être  condensé  en 
une    cliauiinede  pages,  au  plus.  Le  cas  des  équations  linéaires  à 
cocifî clients  constants  est  traité  avec  tous  les  détails  désirables,  en 
suiv^cK  la  voie  indiquée  par  Cauchy,  mais  par  une  méthode  bien 
plus     x^igoureuse  et  plus  nette  que  celle  qu'avait  donnée  l'illuslre 
géoncàotre. 

*^^   ïï'est  qu'après  cette  étude  des  équations  linéaires  que  vient 

ce"^    <les  équations  particulières  du  premier  ordre  (à  variables 

sép^i*ées,  homogènes,  de  Clairaut,  etc.)  et  des  équations  d'ordre 

supérieur  qui  se  ramènent  simplement  à  celles-ci.  L'auteur  n'y 

parle  plus  An  facteur  intégrant  dont  il  avait  déjà  fait  une  élude 

It^^  générale  dans  la  première  Partie   (399-403);   il  reste  aussi 

lO^iei  sur   certains   points  qui   sont   rarement  oubliés   dans   les 

Ttaiiés  de  ce  genre;  il  faut  probablement  imputer  ces  omissions 

aU  manque  de  place.  J'en  regrette  cependant  quelques-unes,  par 

exemple  celle  de  l'équation  dite  de  Riccati,  qui  se  présente  dans 

la  recherche  des  lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées  et  dans 

d'autres  questions  de  Géométrie.   11  est  vrai  qu'on   ne   sait  pas 

jnlégrer  cette  équation  dans  le  cas  le  plus  général;  c'est  peul-élre 

là  la  raison  pour  laquelle  elle  a  été  oubliée,  volontairement. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  équations  aux  dérivées  partielles 
d'abord  linéaires,  puis  quelconques.  En  ce  qui  concerne  les  dcr- 
piéres,  M.  Méray,  en  s'appuyant  sur  ses  théorèmes  généraux. 
dont  il  tire  un  parti  merveilleux,  établit,  d'une  façon  tout  à  fait 
ongioalct  le  procédé  d'intégration  de  Cauchy  par  les  caractéris- 
tiques. Je  me  permettrai  cependant  de  lui  faire  observer  qu'il  a 
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toujours  raisonné  sur  Inéquation 


r 

résolue  par  rapport  à  -7->  et  que,  du  moins  pour  les  débutants,  il 

eût  peut-être  été  bon,  ne  fût-ce  que  par  un  mot,  d^indiquer  que 
le  même  procédé  s^applique,  sans  modifications  profondes,  aux 
équations  non  résolues.  La  définition  de  Tintégralc  complète, 
d'après  Lagrange,  et  le  procédé  qui  permet  d'en  déduire  l'inté- 
grale générale  clôt  ce  Chapitre. 


Sous  le  titre  Questions  de  maximum  et  de  minimum,  soni 
réunis,  dans  le  cinquième  Chapitre,  non  seulement  celles  qui  onl 
trait  aux  maxima  et  minima  de  fonctions  de  plusieurs  variables  __^ 
mais  encore  les  principes  généraux  du  Calcul  des  variations,  pou  ^* 
les  intégrales  simples.  Ces  questions,  souvent  négligées  dan  s» 
d'autres  Ouvrages,  sont  traitées  avec  beaucoup  de  méthode  et  (L  ^5 
soin;  mais,  malgré  le  sentiment  de  l'Auteur  qui  trouve  que  dc^  s 
applications  de  Géométrie  ou  de  Mécanique  seraient  déplacée^?^  , 
je  pense  qu'un  petit  exemple  concret,  comme  la  déterminati» 
d'une  géodcsique,  aurait  clé  très  utile  pour  le  lecteur  novice,  a(L 
de  lui  faire  Siiisir  l'inlérèt  de  ces  spéculations,  dont  il  ne  veri^i^ 
])cnt-clrc  |)as  lonlc  la  portée,  de  prime  abord. 

Le  derin(M'  Cha|)ilre  conlieiit  la  définition  et  l'étude  sonunair^^î 
des  intégrales  miilliplcs  réelles.  J'y  citerai,  tout  spécialement,!^ 
démonstration  rigoureuse  (car  bien  souvent  on  la  fait  très  mal  ) 
de  la  formule  du  cliangcment  de  variables  sous  le  signe  ff, 

M.  iMéray,  toujours  à  la  recherche  de  simplifications  dans  sc^  =^ 
belles  théories,  a,  depuis  l'apparition  de  son  premier  Volurticr  • 
trouvé  le  moyeu  de  substituer  au  lemuie  de  Cauchj,  dont  il  f a  *  ' 
un  si  grand  usage,  une  proposition  plus  facile  qu'il  expose  dara  ^ 
une  première  Addition  et  dont,  d'ailleurs,  dans  V Addition  Ut  "■ 
déduit  ensuite  ce  fameux  lemme. 

Ces  Additions  sont  suivies  de  trois  autres,  très  importanK^  ^ 
dont  Tune  est  relative  à  la  théorie  générale  des  équations  aux dilT^^  ' 
renticlles  totales  et  une  autre  à  l'interpolation  et  à  la  théorie  à^  ^ 
fonctions  d'une  seule  variable. 
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<-o  \  4»liiine,  on  le  voit,  est  un  digne  compagnon  des  deux  pre- 
miers déjà  parus,  et  je  suis  certain  d'avance  que  le  c|ualrit;me  et 
«icniicr,  que  j'attends  avec  impatience,  nous  réserve  de  ces  sur- 
/>rjses  et  de  ces  horizons  inattendus  dont  M.  Mcraj  a  Je  secret. 

C.    BOCRLET. 


J.-(".  HAGEN.  —  Index  operum  Leoxardi  Euleri.  In-S",  vni-80  p. 

Berlin,  F.  Dames,  iHgfi. 


.''auteur  commence  par  remarquer  avec  raison  que  tous  ceux 
*l  *•  ■  se  consacrent  à  l'élude  des  Mathématiques,  et  plus  parliculiè- 
'*^'^'i<?nt  à  rhistoire  de  celte  Science  dans  le  siècle  précrdent,  ont 
^'*  xHvement  regretter  qu'il  n'existât  aucune  édition  complète  des 
^**2t^vres  d'Euler.  On  a  fait  à  des  géomètres,  plus  anciens  ou  plus 
'**^^c^nls,  l'honneur  de  réunir  Tensemble  de  leurs  écrits.  Comment 
F^^'i  l-il  se  faire  qu'Euler,  l'un  des  plus  grands,  ait  été  oublié? 

^I.  Ilagen    pense  que   cet  oubli  tient  surtout  à  ce  que  trois 

'^**tîons   différentes   peuvent   revendi(|uer   la   gloire   des   travaux 

^    Hliiler  :  la  Suisse  d'abord,  où  il  est  né;   puis  la  Russie  et  la 

*   ■*«Jsse,  où   il   s'établit  tour  à  tour  sans  jamais  revenir  dans  sa 

l-^^t.»»ie.  La  multitude  des  écrits  d'Euler,  il  faut  le  dire  aussi,  rend 

***^s    malaisée  et  très  difficile  une  telle   publication.  Sans  parler 

^<?R    Ouvrages  imprimés  séparément,  qui  sont  au  nombre  de  plus 

^^     l.rente  cl  dont  quelques-uns  contiennent  plusieurs  Volumes, 

*^iil^ra  composé  environ  huit  cents  INIémoires  dont  la  moitié  envi- 

***^»i    fut  écrite  après  qu'il  fut  devenu  aveugle  a  Saint-Pétersbourg. 

-    '^    connaît  déjà  des  listes  <lressées,  à  différentes  époques,  de  ces 

**^vaiix.  Nous  allons  les  énumérer  par  ordre  de  date. 

■  *^  Liste  complrle  des  Ouvrages  de  M.-L.   Euler,   insérée  par 
*^  •    Puss  <lans  \ Kloge  de  M.  Euler,  Saint-Pétersbourg;  i-83. 
'^**  Index    iibsoliitissimus    omnium    Euler i    lucubrationum 
^^^*ë  editarum  tum  inedifarum,  dans  le  ïome  II  de  la  seconde 
*^^  i  t  ion  du  Calcul  différentiel;  1787. 

^'^  Liste  complète  et  systématique  des  Ouvrages  de  Léonard 
*^uler,  publiée  en  1840  par  l\-H.  Fuchs  (fils  de  N.  Fuss)  dans  le 
■-^rtie  1  de  la  Correspondance  mathématique  et  Physique, 
^uU,  dei  Sciences  mathém.,  1"  série,  t.  XXI.  (Juin  1H97.)  12 
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Pour  composer  son  nouvel  Index,  M.  llagen  a  fait  usage  de 
Ions  ces  travaux  et  de  quelques  autres  moins  complets.  Il  a  cor- 
rigé les  erreurs  de  transcription  de  date;  comparé,  toutes  les  fois 
que  cela  a  été  possible,  avec  les  Ouvrages  originaux;  en  un  mot, 
il  a  pris  toutes  les  précautions  inspirées  par  le  respect  de  la 
niéniolrc  du  grand  géomètre  et  le  désir  de  préparer  d'une  manière 
véritabicniont  efficace  la  publication  d'une  édition  définitive  de 
ses  OEuvres.  il  termine  sa  Préface  en  indiquant  quels  devraient 
être  à  peu  près  le  plan  et  l'étendue  de  cette  publication  et  en 
émettant  le  v(jmi  que  queUpie  Mécène  de  l'Amérique  du  Nord 
veuille  bien  patronner  une  entreprise  si  glorieuse.  Nous  nous 
joignons  volontiers  a  lui  :  une  édition  des  Couvres  d'Euler,  en 
même  temps  qu'elle  ferait  honneur  à  l'Amérique,  aurait  Pin- 
llueuce  la  |)lus  heureuse  sur  le  dévelo|>pement  des  études  mathé- 
matiques dans  toutes  les  Universités  de  ce  grand  pays. 


Ty*«    — 


(iiNo  LOULV.  —  Il  pass.vto  kd  u.  prkskxtk  dklle  principali  troiiie  ceo- 
MKTiuciiK.  Seconda  cdiziono  accresciuta  ed  inlcraiiiento  rifTotta.  In-H*,  x\- 
■Ji'S  p.  Turin,  C.  Clausen;  i8<j(). 

L'Ouvrage,  dont  nous  avons  à  rendre  compte,  peut  être  consi- 
déra'comme  le  développement  d'une  monographie  inséré  en  i88* 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin.  Cette  monographie 
avait,  à  jnslre  litre,  alliré  l'atlenlion  des  géomètres  et  mérité  les 
lioiuK^urs  dune  traduction  allemande  dont  nous  avons  rendu 
eom|)te  en  i^i^(j  (').  Mais  la  nouvelle  édition,  que  nous  donne 
M.  Loria  en  langue  italienne,  a  été  considérablement  accrue 
«Micore  et  jx'ut  être  considérée,  à  bien  des  égards,  comme  un 
Ouvrag<î  entièrement  nouveau.  Nous  allons  tout  d'abord  indiquer 
rapidement  le  plan  suivi  |)ar  M.  Gino  Loria  et  les  dlirérenlCN 
théories  dont  il  s'est  pro|)osé  de  nous  ex[)Oser  Porlglne  cl  Pétai 
actuel. 

lii    premier  Chapitre   de    ,')()    |)ages,   qui   peut  être  considéré 
comme  une  InlroJuction,  donne  un  apereu  général  de  l'origine  et 


')  Jiut/rtin.  Mil,  I».    »oi-  Ml.;. 
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«lu    cJ^.-Aelopprmciit  de  la  Géométrie  jusque  vers    i85o.  Les  autres 
Cli«i  I  »î  Ires  peuvent  ^Ire  considérés  conïnie  des  monographies. 

l.-.**     Chapitre   II  traile  delà  Théorie  des  courbes  planes  algé- 

hi£^fë€4^s.  L'auteur  remonte  aux  travaux  d'Euler,  de  Cramer,  de 

I^iflYi«>   et  de  Plucker,  continuant  jusf|u'ii  l'époque  contemporaine 

et  r«A|>|)elant  les  travaux  dont  cette  théorie  a  été  Tohjet  dans  tontes 

ie>     «Jirections,  Géométrie  pure,  théorie  des  invariants,  théorie  des 

foriez  t  îons,  etc.  Il  examine  ensuite  les  courbes  du  troisième  ordre 

;;én<3i'îiles,  certaines  courbes  du  troisième  ordre  particulières,  les 

l'on  t-|  ««s  générales  du  (piatrième  ordre,  certaines  courbes  particu- 

lifrc-r^    <iii  quatrième  ordre,  telles  (|ue  les  (piarti(|ues  bicirculaires, 

r.it  I  c»  ri  nrlles,    les  courbes  de  genre  un   ou  de  genre  deux,  etc.  Il 

t«'riii  i  ne  en  étudiant  les  catégories  spéciales  de  courbes  planes  telles 

«pic*    I  <.*«% courbes  rationnelles,  ellipticpies  et  hyperellipti(|ues.  Beau- 

n>ii  I  »    «  le  citations  donneront  des  indications  précieuses  au  lecteur. 

■  -•"^   CJliapiire  III,  (pii  traite  de  la  théorie  des  surfaces  algébri(|ues, 

est    ooviçii  suivant  le  même  j>lan. 

*  -*-    Cllhapilre  IV  traite  des  courbes  gauches  algébriques  ;  il  expose 

b'>    <^i'îgines  de  cette  théorie,  les  travaux  de  Caylev,  d'Halphen  et 

d*'     -^  ci.'ihcr  et  fait  connaître  également  les  résultats   des   études 

iiii>ilo^„es   sur  les  cubi(pies,   les   quartic|ues  gauches  cl  d'autres 

cO*irl>çj;  s|>éciales. 

*  -*^     fjlia(»ilre  V  traite  de  ce  qu'on  appelle,  en  Italie,  la  Géomé- 
(l'tf*  ^//jférend'ei/e  et  de  ce  que  nous  ap])elons,  à  plus  juste  titre, 
Va  ^ '^'ràifiétric  infinitésimale.  M.  Loria  fait  connaître  les  origines  et 
\c^  ^ccr(»issements  successifs  (ju^ont  reçus  la  théorie  des  courbes 
^auclies,  ainsi  cpie  la  Géométrie   infinitésimale  des  surfaces.   Il 
r^Vpelle  les  théories  célèbres  et  les  Ouvrages  d'Kuler,  de  Monge 
l'I  ue  Gauss  ainsi  (pie   les  développements  (pi'elles  ont  reçus;  la 
liworic  des  lignes  géodési(|ues,  celle  des  surfaces  à  courbure  cons- 
liinle,  des  svstèmes  triples  orthogonaux  et  des  coordonnées  cur- 
vilignes. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  aux  recherches  relatives  à  la  forme 
Jes  courbes  des  surfaces  et  des  autres  figures  géométriques,  à 
^tntifysus  siftts  et  aux  conlit^iirations. 

Le  <;iiîij)itre  Vil  traile  île  la  Gt'ométrie  de  la  ligne  droite  dans 
l'i-^pace  sui\ant  le  point  de  \\w  de  Pliicker.  C'e>l,  en  définitive,  la 
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ihéoric  des  complexes  et  des  congniences  dont  le  savant  auteur 
nous  fait  connaître  l'origine  et  les  progrès  principaux. 

Le  Chapitre  Vlll  traite  des  correspondances,  des  représentations 
et  des  transformations.  C'est  un  des  moins  homogènes^  car  on  v 
rapproche  Thomographie,  les  transformations  de  Cremona,  les 
représenlalions  confonnes,  les  connexes,  les  transformations  de 
contact  et  les  groupes  de  transformation. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  à  Thisloire  de  la  Géométrie  énu- 
mérative.  Il  rappelle  les  différents  travaux  de  Sleiner,  de  M.  de 
Jonquiéres,  de  Chasies,  la  théorie  des  caractéristiques,  les 
recherches  dllalphen  et  de  M.  Schubert. 

Le  Chapitre  X  expose  les  recherches  sur  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne qui  prend  une  place  de  plus  en  plus  grande  dans  la  Science 
moderne. 

Le  Chapitre  XI  traite  de  la  Géométrie  dans  les  espaces  à  n 
dimensions. 

Enfin  le  Chapitre  XII,  qui  termine  à  TOuvrage  et  qui  sert  en 
même  temps  de  conclusion,  a  permis  à  M.  Gino  Loria  de  rappeler 
certains  travaux  ou  certains  sujets  particuliers  de  recherches  qui 
n'avaient  pu  trouver  place  dans  les  cadres  précédents. 

L'analyse  rapide  que  nous  venons  de  faire  renseignei^  le  lecteur 
heaucou])  mieux  que  ne  pourraient  le  faire  toute  appréciation.  II 
est  bien  clair  que,  dans  le  plan  (pi'il  avait  adopté,  il  était  impos- 
sible à  M.  Loria  de  caractériser  chacun  des  travaux  importants  qui 
ont  paru  en  Géométrie,  de  rattacher  ces  travaux  les  uns  aux  autres 
de  manière  à  dispenser  le  lecteur  de  recourir  aux  sources.  Le  but 
de  l'auteur  nous  a  paru  différent;  il  veut  avant  tout  permettre  au 
chercheur  de  s'orienter  en  lui  donnant  les  movens  de  retrouver 
tout  ce  dont  il  aura  besoin,  et  de  ne  pas  perdre  son  temps  à  des 
études  mal  dirigées.  11  a  su,  en  même  temps,  rassembler  les  maté- 
riaux les  plus  utiles  à  celui  qui  voudra  se  guider  au  milieu  de  Tin- 
finie  variété  des  Mémoires  et  des  monographies  particulières;  et  son 
Ouvrage  sera  accueilli  avec  faveur,  en  même  temps  par  les  géo- 
mètres (ît  les  hisloriens  de  la  Science  mathématique. 
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COMPTES   KENDUS   ET  ANALYSES. 


U>BE^f  Z  (L.).  —  OEuvEES  scientifiques.  Revues  et  annotées  par  //.  Valen- 
tiTM^^^^  Tome  I,  premier  fascicule;  in-8°,  aio  p.  Copenhague,  Lehmann  et 
Slsi^o«  1896. 


Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  publication  des  Cïîuvres 
du  s^six'ant  danois  L.  Lorenz^  dont  les  travaux  de  Physique  mathé- 
niatic|i.me  sont  bien  connus.  Ces  Œluvres  paraîtront  en  deux  Vo- 
lumes ^  elles  sont  publiées  aux  frais  de  la  fondation  Carlsberfç.  Le 
prerMBi^r  Volume  contiendra  les  Mémoires  de  Lorenz  sur  la  théo- 
rie d^  la  lumière  et  comprendra  deux  fascicules  dont  le  premier 
^•^ï^t.  cle  paraître  et  dont  le  second  est  sous  presse;  le  second 
\olcan[^^  contiendra  le  reste  des  Couvres  physiques  de  Lorenz  et, 
de  plus,  ses  travaux  de  Mathématiques  pures. 

»-^    (Présent  fascicule  con lient  six  Mémoires  : 

^^^^rmination  de  la  direction  des  vibrations  de  Vétlier  lu- 

m 

'^^^^  *^^  par  la  polarisation  de  la  lumière  diffractée, 

^^^  ^^  la  réflexion  de  la  lumière  à  la  surface  de  séparation 
de  rf<»  ^^j.  milieux  transparents  et  isotropes. 

^^  ^^rmination  de  la  direction  des  vibrations  de  Vèther  par 
la  ^^,^f^xion  et  par  la  réfraction  de  la  lumière. 

^  ^^  ^*  la  théorie  de  la  lumière  (deux  Mémoires). 

'^^^^^  V identité  des  vibrations  de  la  lumière  et  des  courants 
^l^^^^e^ues. 

^  x-aleur  de  celte  réimpression  est  singulièrement  augmentée 
P^  *^s  Notes  de  M.  Valentincr,  <jui  occupent  près  du  quart  du 
^^  Mtïie;  les  unes  contiennent  d'intéressants  renseignements  bi- 

'  S**ïiphiques  relatifs  aux  travaux  sur  les  sujets  traités  par  Lo- 
^^  *">  Soit  qu'ils  fussent  connus  ou  non  de  ce  dernier,  ou  aux  cri- 
"V>^s  dont  les  Mémoires  de  Lorenz  ont  été  l'objet  :  ces  critiques 
*^'  ^     étudiées  et  discutées  soigneusement;  d'autres  iXotes   sont 

^^^•■^ëcsà  faciliter  rintelligencc  du  texte,  et  souvent  à  apporter 
4»»^lc|ues  améliorations,  ou  quelques  restrictions.  D'autres  enfin 

couii^j^j^ç^j  des  développements  personnels  :  nous  signalerons, 
**".  dei  Sciences  mathém,,  a^scrie,  t.  XXI.  (Juillet  1897.)  »^ 
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en  particulier,  la  comparaison  que  fait  M.  Valentincr  entre  L  V 
théorie  électromagnétique  de  la  lumière  diaprés  Lorenz  et  d'aprè. -^ 
Ma^Lwell. 

Les  résultats  de  ces  deux  théories  sont  essentiellement  iden—  j 
tiques;  elles  ont  été  regardées  comme  équivalentes,  et  telle  paraii  ^ 
avoir  été  Topinion  de  Maxwell.  M.  Valentîner  reprend,  d'uoc^ 
façon  très  personnelle,  Texposltion  des  deux  théories  et  montra  ' 
qu'elles  sont  construites  sur  des  bases  très  différentes  :  c'est  parc^ 
qu'il  y  a  une  double  différence  entre  les  deux  théories  que  le»  ' 
résultats  arrivent  à  concorder.  J.  T. 


0.  STÂUDE.  —  Die  focaleigensohapten  der  Flaciien  zwbitbr  Ordnung. 
Ein  neuos  Capital  zu  den  LehrbQchern  dcr  analylischcn  Goomctrio  de 
Raunies.  In -8%  vni-i8)  p.  Leipzig,  Teubner,  1896. 

Dans  son  Aperçu  historique,  Tillustre  Chasies  a  consacré  une 
Note  des  plus  élégantes  à  la  théorie  des  surfaces  homofocales  du 
second  degré,  et  il  a,  le  premier,  montré,  par  une  foule  de  propo- 
sitions, comment  on  pouvait  généraliser  la  théorie  des  foyers  dans 
les  coniques  et  étendre  cette  théorie  en  introduisant  certaines 
courbes  déjà  rencontrées  par  Dupin  et  auxquelles  Chasies  a  ré- 
servé le  nom  de  focales.  Pour  ne  prendre  qu'un  exemple,  le  théo- 
rème d'après  lequel  la  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rajons  vecteurs  qui  joignent  un  point  d'une  conique  à  ses  deux 
foyers  pouvait  prendre  la  forme  suivante  :  la  normale  à  la  conique 
est  l'un  des  axes  de  la  ligne  du  second  degré  formée  par  les  droites 
qui  joignent  le  pied  de  la  normale  aux  deux  foyers;  et,  sous  cette 
forme,  Chasies  lui  trouvait  immédiatement  la  généralisation  sui- 
vante :  la  normale  a  une  surface  du  second  degré  est  Tun  des  axes 
du  cône  ayant  pour  sommet  le  pied  de  cette  normale  et  pour  base 
Tune  des  focales  de  la  surface.  11  faut  recommander  aux  jeunes 
géomètres  la  lecture  de  cette  Note  XXXI  de  l'Aperçu  historique. 
La  démonstration  aujourd'hui  facile  des  propositions  si  nom- 
breuses qu'elle  renferme  constitue  un  des  exercices  les  plus 
attrayants  et  les  plus  instructifs. 

Pourtant,  malgré  rabondance  des  résultats  qu'il  avait  obtenus, 
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Ohasies  scntah  que  ces  résultais  comprenaient  une  lacune  et  il 
dîsaii  t:fi(II  est  une  propriété  principale  des  coniques  qui  se  retrouve 
dans  les  cônes  et  dont  nous  n^avons  point  fait  encore  mention 
r€^lal.ivement  aux  surfaces  du  second  degré.  C^est  que  :  la  somme 
ou  la  diOerence  des  rayons  vecteurs  menés  d\in  point  d\ine 
coi:^ic]ue  aux  deux  foyers  est  constante.  Nous  avons  fait  pendant 
long;temps  des  tentatives  pour  trouver  quelque  chose  d^analogue 
dar^s  les  surfaces,  mais  sans  obtenir  aucun  succès.  Aussi  désirons- 
nous  vivement  que  celle  matière  offre  assez  d'intérêt  pour  pro- 
vocj  RI  er  d'autres  recherches.  » 

13«puis   1837,  la   théorie  des  surfaces   homofocales  a  fait  de 
g»"»  rids  progrès  dans  difl<ércnles  directions.  En  particulier,  Liou- 
v«ll^.,  Chasies,  Heilermann  ont  pu  croire  qu'ils  avaient  obtenu  la 
g^v^«>ralisalion  désirée  en  donnant  des  constructions,  a  Taide  de 
tils^    soit  des  lignes  de  courbure,  soit  des  lignes  géodésiqucs  des 
sur fs^ces  du  second  degré.  Jacobi  lui-même,  qui  s'était  occupé  de  la 
c\\iesiion,  semblait  l'avoir  épuisée  complètement  en  faisant  con- 
naît. «*e  une  conséquence  du  théorème  d'ivory  que  nous  avons  élu- 
A»é^   autrefois  dans  un  opuscule  (*). 

Les  théorèmes  de  Jacobi  ont  été  publiés  en  i83/(  et  reproduits 
^^    ■  846  dans  le  Journal  de  Crelle;  ils  constituent  incontesla- 
Wen[ienl  une  extension  à  l'espace  des  propriétés  métriques  des 
loyers  des  coniques,  c'est-à-dire  de  Téquation  qui  relie  les  dis- 
Unces  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ses  deux  foyers. 
Cette  relation  peut,  en  effet,  s'énoncer  comme  il  suit  : 
U  existe  entre  les  dislances  d'un  point  d'une  conique  à  ses  deux 
foyers  la  même  relation  qu'entre  les  distances  d'un  point  variable 
d'une  droite  à  deux  points  fixes  pris  sur  cette  droite. 

Jacobi  montre  de  même  qu'il  existe  entre  les  distances  d'un 

point  d'une  quadrîque  à  trois  foyers,  pris  sur  la  même  focale,  la 

même   relation  qu'entre  les  distances  d'un  point  variable   d'un 

|ilan  à  trois  points,  convenablement  choisis,  mais  fixes  de  ce  plan. 

Cette    découverte    de    Jacobi   donnait    salislaction    au     désir 

exprimé  par  Chasies;    mais    il  est  arrivé  dans  cette    question, 


(')  Darboux  (G.),  Sur  tes  théorèmes  d'I^ory  retatifs  aux  surfaces  homo- 
focates  du  second  degré.  Paris,  Gaiilliier-Villars,  \X-2. 
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comme  clans  beaucoup  d^autres,  qu^ine  proposition  déterminée 
était  susceptible  de  plusieurs  généralisations,  toutes  très  directes, 
dans  des  sens  dillérents.  Celles  que  Ton  doit  à  M.  Staude  sont 
extrêmement  intéressantes  et  elles  conduisent  à  des  constructions, 
à  l'aide  de  fils  tendus^  de  toutes  les  surfaces  du  second  degré. 
1/auteur,  qui  les  a  fait  connaître  dans  les  Mémoires  de  rAcadémîe 
de  Saxe  et  dans  les  Tomes  XX  et  XXVII  des  Matliematische 
Annalen,  les  a  beaucoup  développées  et  simplifiées,  et  il  a  tenu 
avec  raison  à  les  exposer  d^une  manière  systématique  et  relative- 
ment élémentaire,  de  telle  sorte  qu^elles  puissent  prendre  place 
dans  tous  les  Traités  de  Géométrie  analytique,  à  côté  des  propriétés 
focales  des  coniques. 

L'Ouvrage  se  divise  en  deux  Parties.  La  première  est  consacrée 
aux  surfaces  à  centre  unique.  Elle  contient  quelques  propriétés  des 
surfaces  homofocales,  des  coordonnées  elliptiques  qui  sont  néces- 
saires pour  Tobjet  que  Fauteur  a  en  vue;  puis  un  Chapitre  spécial 
contient  la  théorie  de  ce  que  l'auteur  appelle  la  distance  focale 
brisée.  Si  Ton  considère  une  courbe  quelconque  (C)  et  deux 
points  P  et  (^  pris  en  dehors  de  cette  courbe,  on  peut  se  rendre 
de  P  a  Q  en  passant  par  un  point  quelconque  M  de  (C).  Lorsque 
la  bissectrice  de  Tangle  PiMQ  est  normale  en  M  à  la  courbe,  on  a 
un  fil  PMQ,  composé  de  deux  brins  tendus  PM,  MQ,  qui  est, 
comme  on  sait,  en  équilibre;  la  longueur  PM  -|- MQ  est  Télément 
essentiel  sur  lequel  reposent  les  théorèmes  de  M.  O.  Staude;  il 
lui  donne  le  nom  de  distance  d'é(]uHibre  des  deux  points  P,  Q  par 
la  courbe  (C).  En  introduisant  les  foyers  des  deux  focales  et  en 
calculant  les  distances  dV'quilibre  d'un  point  quelconque  de  l'es- 
pace aux  deux  focales  de  la  quadrique,  M.  Staude  parvient  sans 
difficulté  aux  propositions  ({ui  sont  nécessaires  pour  sa  construc- 
tion. Cette  construction  repose  sur  Teniploi  d'un  fil  dont  les 
extrémités  sont  fixes  el  qui  glisse  sans  frottement  sur  ces  deux 
focales. 

La  seconde  Partie  de  TOuvrage  reproduit  les  mêmes  recherches 
et  des  conclusions  analogues  pour  un  système  de  paraboloïdes 
homofocaux. 

Nous  ne  pouvons  sans  figures  entrer  dans  un  exposé  plus  dé- 
taillé; nous  espérons  en  avoir  assez  dit  pour  engager  le  lecteur  à 
|>rendi('    conniiissiinco    dr     TOuvrage    si    sérieusement    écrit    de 
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M-  ^ï^laucle.  Il  apporte,  on  le  voil,  une  génoralisalion  nouvelle  des 
pr-o  j.j>riélés  focales  des  coniques;  mais,  par  cela  seul  qu'il  présente 
dc?^  v^ésullats  dignes  d'intérêt  après  ceux  que  Ton  doit  à  Chastes, 
à  J««  croiii,  à  Liouville,  il  montre  que,  même  sur  ce  sujet,  le  der- 
nî^r*  mot  n^est  jamais  dit.  Il  peut  s'ouvrir  d'autres  voies  encore 
da  n  a»  lesquelles  le  chercheur  pourra  s'engager  avec  succès,  pour 
élcî'r:M<Jre  nos  connaissances  el  découvrir  d'autres  propositions  qui 
pc>  **  erraient,  elles  aussi,  être  considérées  conime  les  analogues  des 
pro  j.:>  riélés  focales  des  coniques.  C'est  là  une  raison  de  plus  pour 
élt-ioi  îer  le  Traité  dont  nous  avons  à  rendre  com|)te.       G.  D. 


A.      DEBIÈRE.  —  Les  femmes  dans  la  Science.  2'  édition.   1  vol.  in-8", 

ix-36o  pages.  Paris,  Nony  et  C'*,  1897. 

I^^une  petite  brochure  de  87  pages,  qui  avait  parue  il  y  a  un 

peu    plus  de  deux  ans,  M.  Rebière  vient  de  faire  un  fort  Volume 

de    3Cio  pages,  illustré  par  de  jolies  gravures  et  des  fac-similé 

d  au  tographes.  Au  rebours  de  ce  qui  arrive  souvent  en  pareille 

occasion,  ce  Livre,  déjà  très  intéressant,  a  encore  gagné  dans  sa 

nouvelle  transformation  et  a  revêtu  l'aspect  d'un  véritable  Ouvrage 

d  ^lisioire,  fortement  documenté. 

*^Our  écrire   un  Volume  sur  les  femmes  dans  Id  Science  il  y 
avaii  deux  méthodes  en  présence  :  l'une  qui  consistait  à  faire  un 
ciioîx  parmi  les  femmes  célèbres  pour  leurs  a|)titudes  ou   leurs 
travaux  scientifiques,  à  les  comparer,  à  les  juger;   l'autre,   plus 
"Modeste,  mais  plus  utile,  qui  se  bornait  à  recueillir  patiemment, 
^'^s  parti  pris,  le  plus  grand  nombre  de  documents  possible  et  à 
les    présenter  sous  une    forme  qui   facilitât  les  recherches    ulté- 
rieures.  C'est  la  seconde  que  l'auteur  a  choisie  el  nous  ne  sau- 
""•ons    trop  l'en   féliciter,   car  lorsqu'on  se  hasarde,  en  une  telle 
''l^-ière,   à  émettre  des  jugements  ou  à   faire  une  sélection,  on 
""'^^ïue  fort  de  se  voir  bientôt  démenti  et,  à  coup  sûr,  on  ne  fait 
1^  ^ne  œuvre  incomplète. 

■^^  Livre  de  M.  Rebière  est  donc  une  sorte  de  dictionnaire  bio- 

e  ^phique  où,  rangées  par  ordre  alphabétique,  se  trouvent  réunies 

'^    Notices  sur  toutes  les  femmes  qui,  de  près  ou  de  loin,  ont 
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exercé  une  heureuse  influence  sur  la  Science.  Les  malhëmati- 
cienncsy  liennenl  une  grande  place  et  la  liste  est  longue,  depuis 
Ilypathie  d\\lexandrie  (4  siècles  après  J.-C.)  qui  fut,  vraisembla- 
blement, martyre  de  la  Science,  jusqu^à  M"*  Dorothée  Klumpke, 
la  récente  doctoresse  es  Sciences  mathématiques. 

Si  j^osais  me  lancer  dans  une  classification,  je  proposerais  de 
donner  la  palme  à  Sophie  de  Kowalewski,  car  c^est  elle  qui,  me 
semble-t-il,  a  eu  les  vues  les  plus  profondes  et  dont  les  travaux 
paraissent  avoir  ce  caractère  de  solidité  qui  préserve  d'un  oubli 
rapide.  Sa  thèse  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  sur- 
tout son  Mémoire,  couronné  par  l'Académie  des  Sciences,  sur  le 
problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  avant  un  point  fixe 
attestent  de  hautes  aptitudes  mathématiques.  M.  Kebière  porte- 
rail  peut-être  plutôt  ses  préférences  sur  Sophie  Germain.  Elle  fut, 
certes,  une  femme  très  distinguée,  mais  n'y  a-t-il  pas  quelque 
exagération  à  lui  accorder  le  titre  de  fondatrice  de  la  Physique 
mathématique?  La  lecture  de  la  Correspondance  de  Lagrange  ne 
laisse,  malheureusement,  subsister  aucun  doute  sur  la  difficulté 
qu'elle  a  éprouvée  à  établir  l'équation  exacte  des  surfaces  élasti- 
(|ues,  équation  que  plus  d'un  mathématicien  de  son  époque  eût  pu 
établir  aisément. 

Un  fait  qui  frappe,  lorsqu'on  parcourt  cette  nomenclature, 
c'est  le  nombre  relativement  considérable  de  femmes  astronomes, 
I^es  calculs  astronomiques  interminables,  les  observations  pa- 
tientes ont,  peut-être,  un  charme  plus  particulier  pour  la  nature 
])ersévéranle  de  la  femme.  Voici  Caroline  Ilerschcl,  la  sœur  du 
grand  llcrschel,  qui  non  seulement  a  été  une  précieuse  auxiliaire 
de  son  frère  mais  (|ui,  à  elle  seule,  a  découvert  sept  comètes; 
Maria  Mitchcll  qui  devint  directrice  de  l'observatoire  de  Yasser 
Collège;  la  nièce  de  Lalande,  Madame  Lepaute;  puis,  parmi  nos 
conlenïj)oraines,  Miss  (Merke;  et  bien  d'autres  que  je  passe.  On 
voudrait  tout  citer,  mais  il  faut  savoir  se  borner  et  je  veux  encore 
laisser  de  nombreuses  surprises  à  ceux  à  qui  cette  courte  analyse 
aura  doniK'  renvie  de  lire  le  I-ivrc  de  M.  Kebière;  et  je  souhaite 
qu'ils  Milcnl  lésion.  il,  Bourlet. 
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BCJ'S^  KHARDT  (II.)«  —  Einfuiirung  in  die  Théorie  der  axalytisciier  Flnt- 
WBN  Veranderliciien.  Un  vol.  in-8",  xii-'2i3  p.  Leipzig,  Veit  et  C'*, 

^7- 


<  petit  Volume  semble  devoir  rendre  des  services  pour  Tcnsei- 
ç^wrm  ^^  vnent  :  il  contient,  exposées  avec  rigueur  et  clarlé,  les  proposi- 
ti  ^r^  mrm.  s  fondamentales  de  la  théorie  des  fondions  d'une  variable 
corarM  j)lexe  dans  le  sens  de  Cauchj  et  de  Kiemann.  L'auteur  est  de 
c^mjm  3IC  qui  pensent  que  la  théorie  des  séries  entières,  si  puissante 
et.      ^  ■.  essentielle  qu'elle  soit,   ne  doit  pas  faire  oublier  les  voies 
om-»  "^r  ^2rtes  par  ces  grands  géomètres,  qu'une  intégrale  est  en  soi  une 
chMC3^^e  aussi  claire  qu'une  série,  et  que  les  images  géométriques 
n^      <iil.  étruisent  pas  jiécessairement  la  rigueur  des  démonstrations. 
So  WTM      Livre  est  d'ailleurs  sage  et  bien  conçu.  Il  regarde  les  nombres 
cc^wTMM  jplexes  comme  des  systèmes  de  deux  nombres  réels,  avec  les- 
«l'^^ï  s  il  apprend  à  calculer  par  des  règles  déterminées;  c'est,  après 
l^'J  ^,    le  point  de  vue  auquel  aboutissent  toutes  les  théories,  et 
r^^r^      n'empêche  de  le  prendre  pour   point  de  départ.  Avant  de 
"•^■^  r^er  la  définition  générale  d'une  fonction  d'une  variable  com- 
plu'sk.^î,  il  a  eu  l'heureuse  idée  d'étudier  les  fonctions  rationnelles 
c^  ^^  montrer  quel  intérêt  géométrique  s'attache  à  celte  élude;  il 
*^^r-oduit,  à  cette  occasion,  la  notion  du  groupe  des  transforma- 
^^^'Ti  s  linéaires  et  la  notion  des  fonctions  automorphes.  Tout  cela 
c^^  Ciail  avec  discrétion  et  de  façon  à  intéresser  l'étudiant,  même 
t^ovice.  Encore,  avant  d'entrer  dans  la  théorie  générale,  il  con- 
<^ent  que   l'étudiant    se    rappelle    clairement  les  définitions    et 
V^^positions  fondamentales  de  la  théorie  des  fondions  d'une  va- 
îwble  réelle.  M.  Burkliardt  les  a  résumées  dans  un  court  Cha- 
pUre,  en  laissant  de  côté  les  démonslralions,  qui  auraient  singu- 
lièrement grossi  son  Livre  et,  peut-être,  écarlé  le  lecleur  du  but 
qo  il  doit  se  proposer  d'alleindrc.  Signalons  dans  le  résumé  la  dé- 
finiûon  suivante  :  une  portion  de  chemin  (  Wef^stiïck)  est  définie 
par  deux  équations 

où  les  fonctions  continues '^(/),  •i(/)  de  la  variable  réelle  /   ont 
des  dérivées  conlinurs  'f'(0?  'V i^)  id'cs  que  dans  riiilcrvallo  de 


i8o  PREiMIËRE  PAKTIE. 

variation  de  /,  le  rapporl  tttjI  n'aille  jamais   en  décroissant  ou 

jamais  en  croissant.  Une  telle  portion  de  chemin,  si  elle  ne  com- 
prend pas  une  partie  rectiligne,  ne  sera  jamais  rencontrée  par  une 
droite  qu'en  un  ou  deux  points.  Les  lignes  que  considérera  Tauteur, 
celles  en  particulier  qui  limiteront  les  aires  qu'il  aura  à  considérer, 
seront  toujours  supposées  formées  d*un  nombre  limité  de  ces  y9or- 
lions  de  chemin.  C'est  là  une  restriction  aussi  naturelle  que 
commode. 

Entrant  enfîn  dans  la  théorie  générale,  l'auteur  précise  les 
notions  de  continuité,  de  dérivée,  de  fonction  régulière  en  un 
point;  le  théorème  fondamental  sur  les  intégrales  prises  entre  des 
limites  imaginaires  est  établi  au  moyen  de  l'intégrale  double  et 
des  intégrales  curvilignes;  le  développement  en  série  entière  est 
déduit  du  théorème  de  Cauchy,  ainsi  que  le' théorème  de  Lau- 
rent, etc.  Signalons,  dansée  (Chapitre,  Tintroduction  du  théorème 
de  M.  Mittag-Lefiler  dans  le  cas  simple  où  le  degré  du  poljnome 
auxiliaire  reste  fini. 

L'étude  de  l'argument  d'une  variable  complexe,  regardé  comme 
fonction  de  cette  variable,  fournit  à  M.  Burkhardt  le  mojen  d'in- 
troduire les  surfaces  de  Kiemann.  C'est  Thélicoïde  gauche  déiiui 
par  les  équations 


^  =  coso,        ^  =  sin(j>,        -5=0, 


ou  plutôt  cette  surface  indéfiniment  aplatie  qui  fournit  ainsi  le 
premier  tjpe  du  plan  à  plusieurs  feuillets  :  l'étude  de  cette  fonc- 
tion équivaut  évidemment  ù  celle  du  logarithme  et  permet 
d'établir  immédiatement  les  propriétés  des  fonctions  telles  que 


z^y  \\z  —  (i)\^^  —  ^)»  •  •  • ,  ainsi  que  les  formes  des  surfaces  de 
lliomunn  correspondantes.  De  ces  exemples  simples  l'auteui- 
s'élève  à  la  notion  du  prolongement  d'une  fonction  quelconque, 
et  enfin  à  la  notion  de  fonction  analvtique  dans  le  sens  de  Weier- 
strass.  Il  ex])li(|ue  on  terminant  le  principe  du  prolongement  par 
symétrie  et  Tapjtlique  ù  la  re|>résentati<)n  conforme,  sur  le  demi- 
plan,  d'un  triangle  liuïitr  par  dos  arcs  de  cercle.  J.  T. 
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SER.iii^T  (J.-A.)«  —  Lehrbuch  der  Dipperential  und  Integral-Rkchndng, 
fiiit    Crenehmigung  des  Verfassors  deutsch  bearbeitet  von  Axel  Harnack; 
le  durschgeseheno  Auflago  von  G,  Bohlmatm,  Erslor  Band  :  DifTercntial 
mung.  I  vol.  in-8";  570  p.  Teubnor,  1897. 


N^otis  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  allemande 
du    T^^^aité  de  Calcul  différentiel  de  J.-A.   Serret.    La  mort  a 
enlevé  le  traducteur,  M.   Axel  Harnack,  qui  avait  heureusement 
remanié  sur  divers  points  le  texte  français,  dont  les  qualités  sont 
assoz  connues.  C'est  M.  G.  Bohlmann  qui  s'est  chargé  de  revoir 
celLe    seconde  édition,  et  de  faire  les  changements  nécessaires  : 
ces  oliangements  ont  surtout  pour  but  d'atteindre  la  rigueur  et  la 
précision  que  l'on  est  en  droit  d'exiger  aujourd'hui;  pour  cela, 
M.  Bolilmann  a  fait  passer  dans  le  texte  diverses  notes  d'Axel  Har- 
nack. ;     il  a  remanié   le  premier  Chapitre  relatif  aux  notions  de 
nombre,  de  limite,  de  continuité,  etc.;  il  a  enfin  introduit  diverses 
améliorations  de  détail.  A  la  fin  du  Volume,  il  a  donné  quelques 
indicRlions  bibliographiques,  qui  peuvent  être  utiles  aux  étudiants 
qui  veulent  s'orienter  dans  leurs  lectures;  les  indications  n'ont 
nullement  la  prétention  d'être  complètes  :  elles  s'adressent  à  des 
commençants   et  renvoient  rarement  aux   Mémoires  originaux. 
1^'ïfin,   une  Table  des  matières,  par  ordre  alphabvHique,  ajoute  à  la 
commodité  de  l'Ouvrage.  J.  T. 


W>iAUr>E\u^  —  Table  de  truxgllairks  de  i  a  looooo.  suivie  d'une 
'ablo  de  réciproques  des  nombres,  à  cinq  chiffres  do  1  à  looooo,  et  d'une 
*ai)|^  de  sinus  et  tangentes  naturels  variant  de  30"  en  So'  de  o"  à  90"  avec 
exte   oxplicalif.  1  vol.  in-8".  Paris,  Gautlûer-Villars  et  fils,  189G. 

So  î  r     ^    /i  (  n  -h  I  ) 


''^S  fo 


^     S/,  =  — — ; le  triangulaire  du  nombre  entier  positif  /?  ; 

iules 

^'-•^res  qu'il  est  inutile  de  multiplier  ici,  montrent  que,  au 
"^     ^Tune  Table  do  triangulaires,  on  pcul  ramener  les  niullipli- 
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cations  à  des  addilions  et  soustractions,   tout  comme  au  moyen 
d'une  Table  de  carrés,  en  vertu  de  la  formule 


"'  -  {^7-  {^) 


Si  la  Table  de  triangulaires  demande  une  recherche  de  plus,  elle 
offre  cet  avantage  d'être  moitié  moins  volumineuse,  pour  le  même 
service.  I/applicalion  à  la  recherche  des  racines  carrées  est  évi- 
dente. La  Table  des  inverses  ramène  la  division  à  une  multiplica- 
tion. Enfin,  la  Table  des  sinus  et  tangentes  naturels  permet,  avec 
les  précédentes,  de  résoudre  les  triangles  dans  les  cas  classiques. 

J.  T. 


MELANGES. 


SUR  LA  TORSION   SPHËRIQUE  DBS  COURBES  GAUCHES  ET  LA  TORSION 
GÉODÉSIQUE  DES  LIGNES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE  ; 

Pau  m.  DEMVRTRES. 

I.  Expression  de  la  torsion  sphérique.  —  Nous  appelons  tor- 
sion sphériqiie  totale  d'un  arc  de  courbe  MM'  Tangle  sous  lequel 
se  coupent  les  deux  sphrres  osculalrices  ï,  ii'  aux  points  M,  M'. 
Le  rapport  de  cet  angle  à  la  longueur  de  Tare  est  la  torsion  splié- 
rique  moyenne,  et  la  limite  de  ce  rapport,  lorsque  M' lend  versM, 
est  la  torsion  sphérique  au  point  M. 

Si  p  désigne  le  rayon  de  la  splicre  osculalrice  en  M  ;  R,  T  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion,  la  distance  des  centres  de  S,  ^ 
rsl  donnée  par  la  formule 

Donc  :  si  le  rayon  de  la  sphère  oscnlatricc  est  constant,  la 
courbe  est  une  H}: ne  sphérique,  ou  une  ligne  à  courbure  con- 
stante. 
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D'autre  part,  Tangle  YS  a  pour  expression 


L'angle  SS'  se  conserve  quand  on  transforme  la  courbe  donnée 
par  une  inversion  ;  comme  d'ailleurs  les  arcs  élémentaires  homo- 
logues sont  évidemment  proportionnels  à  leurs  dislances  au  pôle 
d'inversion  O,  on  en  conclut  que  le  produit 

OM  dhogp 


l    c/LogK 


a  la  même  valeur  sur  la  courbe  donnée  et  sur  sa  transformée. 

II.  Courbe  tracée  sur  une  sur/ace.  Torsion  sphérique  rela- 
tive, —  Lorsque  la  courbe  appartient  à  une  surface  particulière, 
on  peut,  en  outre  de  la  sphère  osculatrice  S,  considérer  la  sphère 
semi-osculatrice  o-  ;  nous  entendons  par  là  la  sphère  qui  touche 
la  surface  au  point  M  et  qui  contient  le  cercle  osculateur  de  la 

courbe.  Le  rapport  — ^ —  pourra  être  appelé  la  torsion  sphérique 

(s   2') 

relative^  ^^ —  étant  alors  la  torsion  sphérique  absolue. 

Si  m,  m'  sont  les  centres  de  courbure  normale  pour  M  et  M', 
on  a  évidemment 

M 'm' —  Mm  =  mm'  x  e, 

£  étant  le  cosinus  de  Tangle  sous  lequel  la  normale  en  M  rencontre 
le  lieu  du  point  m. 

Dire  que  la  normale  est  développable,  c'est  dire  que,  pour  les 
sphères  <x,  o-',  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  diflerence  des 
rajons  ;  en  d'autres  termes  : 

Une  ligne  de  courbure  est  une  ligne  le  long  de  laquelle 
chaque  sphère  c  est  tangente  à  la  sphère  a'  infiniment  voisine. 

Cette  définition  met  en  évidence  la  conservation  des  lignes  de 
courbure  dans  les  transformations  par  inversion.  Mais  on  peul 
aller  plus  loin  et  démontrer  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  La  torsion  sphérique  relative  d^une  ligne  quel- 
conque est  égale  à  la  torsion  géodésique. 

Si  Ton  désigne,  en  effet,  par  «•R.  le  rayon  de  courbure  normal, 
par  Ai,  ^2  les  rayons  de  courbure  principaux  en  M,  par  y  Tincli- 
naison  de  la  ligne  considérée  sur  la  première  ligne  de  courbure, 
on  obtient  immédiatement,  pour  la  distance  o   des  centres    de 

a  et  <x', 

d'où 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  formule 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
Il  résulte  de  là  : 

i"  Que  les  lignes  de  courbure  se  conservent  dans  Finvegiion 
et  que,  par  suite,  Tangle  ç,  relatif  à  une  ligne  quelconque,  est  un 
invariant  de  celle  transformation  ; 

•>.'•  Que  (|uand  on  passe  d'une  surface  à  sa  transformée,  chacun 
des  élémenls 

conserve  sa  valeur  ;  on  en  conclut  tous  les  théorèmes  bien  connus 
sur  la  Iransformalion  d'une  surface  par  rayons  vecteurs  réci- 
pro([ues.  {l'oir  P.  Skuiikt,  Méthodes  en  Géométrie,  p.  a3.) 

III.  An<:lr  sous  Ict/url  la  sphère  osculatrice  dUine  courbe 
roupr  la  sur/arr.  —  Soient  A*  la  courbure  normale  de  la  ligne,  h  sa 
ronrhiirr  f^éodésiqiir,  y  sa  torsion  géodésique,  6  l'angle  que  fait 
la  nonnalo  principale  avec  la  normale  à  la  surface,  B  Fangle  sous 
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lequel  la  sphère  osculalrice  coupe  ]a  surface,  on  a  évidemmeul 

Rsinen-T^cose 

lange  = ,         lange  =  -.\ 

Rcose-T^sine 
as 

d'où 

RA  +  AT^ 
as 
lange  = -^; 

RA_AT  — 
as 

d'où,  en  réduisant, 

dk 

(3)  '»"g«  =  5j — :• 

Nous  ajouterons,  sans  les  démontrer,  les   résultats  suivants, 
qu'on  vérifiera  sans  difficulté.  Si  Ton  pose 


(4) 

-        dk          ,            _        dh          . 

^"■-rf5^^^'              ^~ds          ^^^ 

on  a 

^5) 

I        kB—hX 
T  "    h^-^k*  ' 

/#;i  du  _     kX-frJiB 

^'^  P       aa-ab' 

û  désignant,  comme  plus  haut,  le  rajon  de  la  sphère  osculatrice. 
Si  enfin  on  applique  la  formule  (2),  on  obtient,  en  tenant  compte 
des  relations  précédentes, 

(8)  (£2^)±(0')±^e  =  o, 

formule  remarquable,  analogue  à  la  formule  connue 

Y  -^  q  ds  =  d^, 

et  d'où  Ton  déduirait,  de  la  même  manière,  les  théorèmes  de  Joa- 
chimstal,  sur  la  courbe  d'intcrseclion  de  deux  surfaces. 
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Remarques.  —  Les  angles  6,  ^  sonl  des  invariants  absolus  de 
la  Iransforinalion  par  inversion.  L^équalion  A  =  o  convient  aux 
lignes  dont  la  sphère  osculatrice  touche  la  surface  en  chaque  point. 
M.  Darboux  a,  le  premiel*,  appelé  l'attention  sur  ces  lignes  et 
ramené,  dans  le  cas  des  cj^clides,  leur  détermination  aux.  quadra- 
tures. Il  y  a  lieu  de  chercher  les  propriétés  qu'elles  peuvent  pré- 
senter dans  le  cas  particulier  des  surfaces  cerclées.  Je  me  conten- 
terai ici  de  faire  remarquer  que,  le  long  de  tout  cercle  tracé  sur 
une  surface,  on  a  simultanément  A  ==  o,  B  =  o,  la  sphère  oscula- 
Irice  étant  indéterminée. 

Si  une  courbe  est  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  et  un  cercle 
géodésique,  il  résulte  immédiatement  des  formules  (3)  et  (7)  que 

6=  ^  et  que  p  est  constant.  D'après  le  premier  théorème  énoncé 

dans  cette  Note,  la  courbe  est  alors  ou  plane  ou  sphérique.  De  ce 
théorème,  dû  à  Ribaucour,  on  déduit  immédiatement  (Darboux, 
Théorie  générale  des  surfaces)  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes 
de  courbure  sont  des  cercles  géodésiques. 

IV.  Sphères  principales,  -^  Les  sphères  v  relatives  aux  deux 
lignes  de  courbure  présentent  un  intérêt  particulier.  Nous  appel- 
lerons ces  deux  sphères  o-,,  o-^  \es  sphères  principales  au  point  M. 
Les  invariants  différentiels  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  s'ex- 
priment aisément,  au  moyen  des  angles  que  font  les  sphères  prin- 
cipales, en  deux  points  consécutifs  d'une  ligne  quelconque.  Nous 
nous  contenterons  dY^noncer  les  résultats  suivants,  sans  donner 
le  calcul,  d'ailleurs  très  simple,  qui  y  conduit.  On  a.  A*,,  /-j  étant 
les  courbures  principales,  et  en  distinguant  par  un  accent  les  élé- 
ments relatifs  à  un  point  M',  infiniment  voisin  de  M  : 

(t,)  ;  (Xj  — X-,)sinoc^5=(<j,(T',  j, 

I       _         I  I 
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Ces  invariants  diflTércntieis  sont  ainsi  exprimés  sous  forme 
d^angles  de  sphères  infiniment  voisines. 

iV.  B.  —  Les  formules  et  les  propositions  qui  précèdent  sont 
tellement  simples  qu^elles  sont  probablement  connues;  j'ai  cru 
cependant  utile  de  les  réunir  dans  la  présente  Note,  d*abord  parce 
qu^elles  ne  sont  énoncées  explicitement,  à  ma  connaissance,  dans 
aucun  Ouvrage  didactique;  ensuite,  parce  qu'en  raison  de  leur  sim- 
plicité même  elles  paraissent  susceptibles  d'applications  extrême- 
ment variées. 


SUR  L4  COMPARAISON  DES  MÉTHODES  DE  GAUGHT  ET  DE  JAGOBI  ET 
MATER  POUR  LINTË6RATI0N  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.  Etienne  DELASSUS, 
Professeur   au    Lycée  de   Douai. 

I^  théorie  générale  des  multiplicités  caractéristiques,  qui  est 
duc  è  Lie,  fournit  une  méthode  générale  d'intégrau'on  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Suivant  la  façon 
dont  on  l'applique,  on  retrouve  soit  la  méthode  de  Jacobi  et  Majer, 
soit  la  généralisation  directe  de  la  méthode  de  Cauchy. 

Cela  tient  à  ce  que  le  problème  de  l'intégration  est  remplacé  par 
un  autre  équivalent,  qui  est  celui  de  la  recherche  des  multiplicités 
caractéristiques;  tout  procédé  fournissant  ces  multiplicités  cons- 
tituera alors  une  méthode  d'intégration. 

Considérons  un  s}^stème  2)  du  premier  ordre  et  désignons  par 
J.M  l'ensemble  des  opérations  exigées  pour  l'intégrer  par  la  mé- 
thode de  Jacobi  et  Majer.  Si  l'on  cherche  à  lui  appliquer  la 
méthode  de  Cauchy  généralisée,  on  est  conduit  à  intégrer  un  en- 
semble 7  d^équations  diflerentielles  ordinaires,  et  cette  intégration 
exige  des  opérations,  dont  nous  désignerons  l'ensemble  par  (].  Les 
opérations  C  étant  plus  compliquées  que  les  opérations  J.M,  on 
en  conclut  que  la  méthode  de  Jacobi  et  Majer  est  beaucoup  plus 
simple  que  celle  de  Cauchy. 

Cependant,  au  moven  des  opérations  J.M,  on  a  ré<|uallon  gé- 


i8H  PKEMIËRE  PAHTIB. 

nérale  des  mulliplicités  caraclérisliqucs  el,  par  conséquent,  Tin- 
légrale  générale  des  équations  v,  A  priori,  il  est  donc  manifeste 
que  ces  équations  or  peuvent  éire  intégrées  en  ne  faisant  que  des 
opérations  J.M.  Eflectivement,  les  opérations  fournissent  une 
intégrale  complète  et  Ton  démontre  par  le  calcul  que,  connaissant 
cette  intégrale  complète,  on  peut  écrire  immédiatement  l'inté- 
grale générale  des  équations  a. 

\  la  rigueur,  on  peut  donc  considérer  la  méthode  de  Jacobi  et 
Mayer  comme  un  moyen  commode,  mais  très  détourné,  d^appliquer 
celle  de  Cauchj. 

Cette  réduction  des  opérations  nécessaires  pour  intégrer  o- 
s'explique  géométriquement  avec  la  plus  grande  facilité.  Au 
point  de  vue  analytique,  elle  ne  peut  provenir  qne  de  la  forme 
particulière  des  équations  o*  et  Ton  doit  pouvoir  mettre  ce  fait  en 
évidence  par  un  calcul  direct. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  tout  naturellement  au  problème 
suivant  : 

Intégrer  les  équations  a-  en  profitant  de  le itr  forme  parti- 
culière. 

Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  les  calculs,  nous  appli- 
querons la  méthode  de  Cauchy  à  une  équation  isolée 

Les  raisonnements  s'rlendront  sans  peine  aux  systèmes  d'équa- 
tions du  premier  ordre. 

La  méthode  de  Cauchy  ramène  Tintégralion  de  (i)  à  celle  de 
l'équation  linéaire  el  homogène 

qui  contient  2//  -|- 1  variables  indépendantes  Ti,  ...,  .r,,,  3,/>, ,  . .., 
/)„  et  dont  on  connaît  déjà  une  intégrale 

F,  =  consl. 

On  aura  une  seconde  intégrale 

Fj  =  const. 

par  nue  opération  d'ordre  2/f  —  i. 
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Si  Ton  en  cherche  une  troisième  sans  s'occuper  de  sa  forme 
spéciale,  on  a  à  faire  une  opération  d'ordre  9.11  —  'a.  Mais  remar- 
quons que,  d'après  des  propriétés  connues,  le  système 

Ci)  [F,,<l>|  =  o,        [F,,4>]-o 

est  complet  et  qu'on  en  connaît  deux  intégrales  F|  et  Fj;  on  aura 
donc  une  intégrale  de  (3)  cl,  par  suite,  de  (sî),  par  une  opération 
d'ordre  2/1  -|-  i  —  2  —  2,  c'est-à-dire  2/i  —  3. 

Soit  F3  =  const.,  cette  intégrale;  pour  en  avoir  une  nouvelle, 
nous  considérerons  le  système 

(4)  l Fi,  *^]  =  o,  I  F.,  4>]  r.  O,  [F3,  1>]  =  o, 

qui  est  complet  et  dont  nous  connaissons  trois  intégrales  F|, 
Fo,  Fs.  On  en  aura  une  nouvelle  par  une  opération  d'ordre 
2/1  -h  I  —  3  —  3,  c'est-à-dire  2/i  —  5;  et  ainsi  de  suite.  Quand 
on  aura  trouvé  ix  intégrales  F| ,  F2,  . . . ,  F,jt,  pour  en  avoir  une 
nouvelle,  il  faudra  considérer  le  svslème 

(>)         [Ft,*]---o,      fFj,<ï>|  =  (>,      ...,      |^v,<^]=--o, 

composé  de  a  équations  et  dont  on  connaît  déjà  jji  intégrales,  et 
Ton    aura   à   faire   une  opération   d'ordre   in  -\-  \  —  [jl  —  [jl  ou 

2/#  -4-  » '>'\^' 

En  continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  arrivera,  par  des  opérations 

d'ordres 

2/1  —  I,     'in — 3,     ...,     5,     3, 

à  avoir  /?  intégrales  de  l'équation  (2),  ce  (jui,  si  Ton  n'avait  pas 
tenu  compte  de  la  forme  particulière  de  cette  équation,  aurait 
exigé  des  opérations  d'ordres 

En  outre,  nous  remarquons  que  ces  o()érations  sont  préci- 
sément celles  de  la  méthode  de  Jacobi  et  Majer.  Soient  V^^ 
F2,  ...,  F,,,  ces  n  intégrales  et  supposons  que  l'on  ait 

D(F,,F,.  ...,  1-,,) 

(Cherchons  à  achever  l'intégration  de  (i).  Nous  devons,  pour 
/iulL  lies  Sciences  malhc/n-,  2"  série,  i.  \\I.  (Jiiilld  iS.,;.)  i', 
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utiliser  les  n  intégrales  connues,  faire  le  changement  de  variables 

Des  n  dernières  équations  on  tire 

et  l'on  a  les  formules  de  transformation 

dxi  ~"  àxi  dxn  ~  c^J^ii  ôz"^  dz* 

-^-V^A  (^    -  V  ^    ^^ 

Uéquation  transformée  admettra  les  intégrales 

5i=const.,        ^]=const.,         ...,        (A=const.; 

de  sorte  que  les  -^  ne  devront  pas  y  figurer;  elle  se  réduira  à 

ce  que  nous  écrirons 

et  dans  celte  équation,  les  p  ne  sont  que  des  abréviations  pour 
représenter  les  fonctions  ^^  et  l'intégration  doit  être  faite  en  con- 
sidérant les  \  comme  des  constantes. 
Considérons  alors  le  système 

Si  Ton  en  a  une  intégrale,  ce  sera  aussi  une  intégrale  de  (6).  On 
obtient  le  système  (7)  en  partant  du  système 

t)z  àz 

et  y  faisant  la  transformation  qui  fait  disparaître  Tinconnue    c'est- 
à-dire  en  essayant  de  déterminer  ;;  par  une  équation  implicite 

*  =  o. 
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Mais,  de  ce  que  les  fonctions  F  vérifient  les  relations 

[F„Fa]  =  o, 

résulte,  par  un  théorème  de  Jacobi,  que  le  système  (8)  est  cano- 
nique; il  sMntègre  par  une  équation  différentiel  le  ordinaire  dont 
l'intégrale  générale  sera 

▼  (a?i,  . . . ,  Xm  -5,  çi,  . . . ,  Ç;,)  =  «114-1, 

et  la  fonction  V  sera  une  intégrale  de  (7).  Nous  remarquons  que 
ce  calcul  fait  encore  partie  de  la  méthode  de  Jacobi  et  Majer. 

Maintenant,  nous  allons  avoir  sans  aucune  intégration  de  nou- 
velles intégrales  de  (6),  ce  sont  les  fonctions 

àU'         àu'         '"'         ôU 

En  effet,  diGférentions  par  rapport  à  ^2  les  équations  (7),  où  <I»  a 
été  remplacée  par  V,  nous  aurons 

dxt   âU  '*"^*  àz  àU  "^  àz   c?t,   ""  ^' 
(9)  \  ' 

àxn  àU  ^^^  àz  d$,  "^  dz    d$,   ~  ^' 


Multiplions-les  respectivement  par  P|,    ...,  P^,  ajoutons  et 
remarquons  que,  en  vertu  de 

on  a 

On  obtiendra  ainsi  Téquation  (6)  dans  laquelle  ^  aurait  été  rem- 
placée  par  ^. 

Nous  avons  actuellement  in  intégrales  de  (6),  à  savoir  : 

il  reste  à  démontrer  qu^elles  sont  indépendantes. 

Pour  cela,   commençons  par  remarquer  que  />i.   .  .  . ,  /?„  étant 
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bleu  (lélermiiïécs  par  les  équations 

l'i  =  ;i.       ï'î=îi r'«  =  î«» 

il  n'existe  entre  />|,  p^^  . .  .,  /?,,  qu'une  seule  relation  indépen- 
dante de  $2»  •  •  •  »  S«  •  c'est 

Supposons  que  /?,,,  par  exemple,  figure  dans  F|  ;  on  pourra 
aflirmer  qu'entre  y?i,  . .  •^  pn-x  il  n'^*  a  aucune  relation  indépen- 
dante de  ç.jî  •  •  •  ?  \nf  c'est-à-dire  que  l'on  a 

^       D(/?i,  ..  .^p„   X  )    , 

Supposons  alors  (jue  nos  a/i  intégrales  ne  soient  pas  indépen- 
dantes, c'est-à-dire  qu'il  existe  entre  elles  une  relation  indépen- 
dante de  Xxy  X2^  ••.,  Xn',  ^1  ou,  plus  simplement,  (pi'il  existe, 

entre 

..      0\  0\ 

une  relation  indépendante  de  x,,  T^,  . . .,  x»,  w;  de  là  résulte 


l>(.ri,  JTi, JT».   i,Z) 

En  vertu  des  équations  (7)  et  (())  on  a 


A  =-- 


0\ 

0       0\                        0\      Opy 

^''  Oz  0^,           Oz    ou 

0    0\'              o\ 
^'  Oz  0'^„             oz 

///>! 

'';". 

0\ 

f'^    'oz 

ù\ 

Oz 

0    0\'          tiV   Opn-x 
^'"-'  Oz  0\,        OZ      ox^ 

0    0\ 

Oz  of 

0    0\         o\ 

'         ~^'"-''Ozôrn'^'^fz 

0    0\ 

')z  ou 

t'/'/i-i 

(le  (l<'lrrininant  se  déeoin|)ose  en  une  somme  de  déterminants, 
cal*  elia(|U(»  colounr  se  déconi[)ose  en  deux  eolonues  partielles.  Il 
n'y  a  (|u'un  seul  de  ces  délerminaiits  (pii  ne  soit  pas  nul,  c'est 
celui  ohhMin  vu  i'oinljluaiil  la  premicre  colonne  avec  les  secondes 
coloiuKvs  parlielles  (1<*  toutes  les  autres  colonnes;  tous  les  autres 
soni  nuls  comme  axant  une  (U)lonnc  |)roportionnelle  à  la  première. 
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On  aura  ainsi 

Or  V  est  supposé  conlenir  z,  de  sorte  qu'on  a 

ce  qui  démontre  bien  que  nos  2/1  intégrales  sont  indépendantes. 
L^intégrale  générale  du  système 

,  ^j   _         _   djPn dz —dpx      __         _      —dpn 

1*1  1*/»   "~  l*i/>i --...-•- l*/i/>/«  "~  Xi-T-/>,Z  X,;-t-/>,iZ 

sera  donc  fournie  par  les  formules 

F,  =  </,,        F3=  «2-         ••••         F// =  «M. 

Pour  avoir  les  multiplicités  caractéristiques,  il  faudra  faire  a^  =  o, 
et  celte  lij'pothèse  aurait  pu  être  faite  au  commencement  des  cal- 
eiils  sans  modifier  le  résultat. 

Les  multiplicités  caractéristiques  seront  donc  représentées  par 
les  écpialions 

F,  =  o,         Fj  —  aj,         ....         F,|  =  a„, 

V(J!^|.    ,  ,  .  ^  3^/1  ^  Z ,  (t  ^,    ,  »  ,  ,  fl  fi  )  ^^^  et  fi^i , 

f)\    _  0\    __ 

-  —  o ,1  ^i^  '  '  •  •  —.  —  ^'îw 

(fa  2  Oa,i 

Kiî  outre,  d'après  la  façon  même  dont  a  été  calculée  la  fonction 
\',  les  valeurs  de/>i,/>2,  .  . .,  /;,/,  calculées  au  moyen  de 

c;\  o\  ù\  ô\ 

OjTi         ^  '  Oz  OXn         '       (iZ 

sc»nl  précisément  celles  obtenues  en  résolvant  les  équations 

F|  =  o.         F2  —  (it,         . . . ,        F„  —  an' 

cJe  sorte  (pie  nous  retombons  rigoureusement  sur  la  reclierche 
4l*iine  iijlégrale  complète  |)ar  la  mélliode  de  Jacobi  cl  Mayer,  et 
sur  les  étpiations  générales  des  caraclériî)li(]ues  au  moyeu  de  celle 
iiiléj;rale  complète.  Donc  : 


194  BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Si,  pour  appliquer  la  méthode  de  Cauchy,  on  cherek^^^    cl 
profiter  de  la  forme  particulière  des  équations  a*,  on  retoni- 
forcément  sur  la  recherche  d'une  intégrale  complète  par 
méthode  de  Jacob i  et  Mayer,  et  sur  la  théorie  de  Vintégn 
complète  de  Lagrange, 

Ainsi,  au  lieu  de  considérer  ces  deux  méthodes  comme  de 
cas  particuliers  d\ine  méthode  plus  générale,  ces  deux  cas  éta». 
distincts  en  théorie  et  en  pratique,  nous  devons  dire  : 

La  méthode  de  Jacobi  et  Mayer  n'est  que  la  méthode 
Cauchy,  convenablement  appliquée,  c'est-à-dire  appUqx 
en  profitant  de  la  forme  particulière  des  équations  cr. 
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Geumctry.  In-8'\  !\o%  p.  avec  v.oo  illuslr.  Lundoii,  Gliapiiiaii.  9  sli. 

Lampk(E.j.  --  Karl  IVeierstrass.  Geduchtnissrede.  Gr.  in-8%  'Jti  p. 
Leipzig,  liai'th.  60  Pf. 

Lldkndorff  (H.).  —  Die  Jupiter-Stôrunf^en  der  kleinen  Plancten 
voin  Uecuba-Typus.  Dissorl.  In-.!®,  4©  p.  Berlin,  Mayer  et  MuIIer.  7.  m. 

Painlkvk  (  p.  ).  —  Leçons  sur  la  Théorie  analytique  des  équations  dif- 
férentielles. In-4**,  5<jo  p.  Paris,  Hcrmann. 
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PETERSEN  (J.).  —  Théorie  des  équations  algébriqlbs.  Traduction  par 
H.  Laurent,  i  voL  ia-8",  xv-35o  p.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  1897. 

Le  Bulletin  (*)  a  rendu  compte  du  Livre  dont  M.  H.  Laurent 
vient  de  publier  une  traduction  française,  qui  sera  sans  doute 
d^aulant  mieux  accueillie  qu^elle  peut  intéresser  diverses  classes 
de  lecteurs  déjà  rompus  au  maniement  de  l'Algèbre,  et  naturelle- 
ment désireux  d'apporter  à  leurs  connaissances  un  complément 
qui,  au  point  de  vue  logique,  est  indispensable.  Je  me  bornerai  à 
rappeler  que  M.  Klein  (2)  signalait  récemment  le  Traité  de 
M.  Petersen  comme  étant  le  seul  Traité  didactique  qui  contînt 
une  théorie  des  équations  résolubles  au  moven  d'équations  du 
second  degré.  Bien  que  les  propositions  qu'établit  M.  Petersen 
résultent  aisément  de  la  théorie  de  Galois,  et  notamment  de  ce 
que  le  groupe  de  Galois  d'une  équation  irréductible,  que  Ton 
peut  résoudre  par  l'adjonction  successive  d'irrationnelles  du 
second  degré,  donne  naissance  à  une  suite  de  groupes 

■  »    *  i>     •  •  •  »    *  /i» 

dont  le  premier  est  le  groupe  de  Galois  lui-même,  dont  le  dernier 
se  compose  de  la  substitution  identique,  et  dont  chacun  est  un 
diviseur  invariant  du  groupe  précédent,  et  d'indice  égal  à  2  par 
rapport  à  lui;  une  démonstration  élémentaire  couime  celle  de 
M.  Petersen,  et  qui  fournit  une  réponse  aux  questions  que  pose 
la  théorie  des  constructions  géométriques  par  la  règle  et  le 
compas,  n'en  offre  pas  moins  un  grand  intérêt  didactique. 

Il  est  d'ailleurs  très  superflu,  dans  un  Ouvrage  de  M.  Petersen, 
de  louer  l'élégance  et  la  concision  des  démonstrations.  Il  a,  dans 
ce  genre,  donné  des  modèles  qui  sont  classiques.  J.   T. 


(»)  T.  Il,  1878,  p.  275,. 

(')   Vortràge   iiber  ausgewôhlte  Fragen  der  Elementargeometrie,  iraduil 
par  .^f.  Gricss;  voir  Bulletin,  t.  XX,  p.  G5,,  283,;  189O. 
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OUNDH^FINGER  (S.).  —  Tafeln  zlr  Bbrbchnung  der  rbellbn  Wcrzel>' 
sÂsiMTLicHER  TRiNOMiscuBR  Glbichungrn.  Hinzugefiîgt  sînd  vierstellige. 
Additions-,  SuLstracUons-  und  Briggischo  Logarithmen  sowîe  eîne  Interpo- 
ilationslafel  fur  aU«  Diflorcnzen  unter  Hundert.  i5  p.  in-4''*  Leipzig,  Teubner, 
1897. 

La  méthode  dt*  calcul,  pour  laquelle  M.  Gundelfinger  publie  ces 
Tables,  est  de  même  nature  que  la  méthode  Irigonométrique  que 
Ton  doit  à  Gauss.  On  la  saisira  aisément  sur  un  cas  particulier. 

Considérons  Téquation  trinôme 

xm-hn  _+_  g^m  — y  ^  q, 

où  e  el  /  sont  des  nombres  positifs,  m  et  n  des  nombres  entiers; 

on  en  lir<; 

I  -t-  ex-"  ■=.  fx-'"—'^. 

Si  donc  on  pose,  en  désignant  par  le  signe  log  des  logarithmes 

vulgaires, 

V  =  loge —  n  logar, 

B  —  log/ —  (//i  -h  /i)logx, 
A  et  B  seront  liés  par  la  relation 

les  équalions  précédentes  donnent  d'ailleurs 

A R  —  loge log/, 

n  m  -+-  n 

\cnre  —  A        los/" —  B 

log.r  = —  -^ 

n  m  -,-  n 

Or,  quand  A  augmente  do  —  oc  à  -f-  oc,  la  quantité 

A H  —  A log(i  -H  10^) 

n  m  -T-  n 

va  en  augmentant  aussi   de  —  x  à  -h  3C  :  elle  atteindra  donc  une 

fois  cl  une  seule  fois  la  quantité  loge '^g/»  T"e  Ton  peut 

calculer;    si    donc    (»n   a    une    Table   qui    donne    les    valeurs   de 


n 


A H,  on  pourra  invcrsenienl  en  déduire  les  valeurs  de  A 
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et  de  B,  et  par  conséquent  de  x.  Les  autres  cas  se  traitent  d'une 
manière  analogue.  Une  ingénieuse  disposition  permet  de  con- 
denser les  Tables  dont  on  a  besoin  dans  un  très  petit  espace;  elles 
permettent  d'avoir  les  racines  avec  trois  ou  quatre  décimales. 

J.  T. 


Lotis  COUTURAT.  —  De  l'infini  mathématique.  Thèse  pour  le  Doclorat 
es  lettres.  In-8",  xxiv-668  pages.  Paris,  F.  Alcan,  1896. 

Depuis  Leibnitz  et  Newton,  depuis  le  fécond  xvn*'  siècle,  la 
tradition  des  philosophes-mathématiciens  s^était  un  peu  perdue. 
Philosophes  et  mathématiciens,  se  dédaignant  quelque  peu  les 
uns  les  autres,  se  cantonnaient  les  uns  dans  une  philosophie 
purement  morale,  les  autres  dans  le  seul  Calcul,  Cet  état  d<» 
choses,  évidemment  fâcheux,  paraît  vouloir  prendre  fin,  car  voici 
une  jeune  pléiade  de  philosophes  qui  tentent  résolument  de  re- 
nouer cette  tradition. 

A  vrai  dire,  ce  sont  les  mathématiciens  qui  ont  fait  les  premiers 
pas,  et  voici  déjà  de  nombreuses  années  que  plusieurs,  et  non 
des  moins  illustres,  se  livrent  à  un  profond  travail  dépuration 
des  fondements  de  leur  propre  science.  Helmhollz  et  Wcierslrass, 
MM.  Cantor,  Kronecker,  H.  Poincaré  et  bien  d'autres  encore 
s'v  sont  employés,  et  ainsi  s'est  constituée,  presque  à  Tinsu  dos 
philosophes  proprement  dits,  une  nouvelle  Philosophie  des  Ma- 
thématiques. 

Un  philosophe  voulant  écrire  un  Livre  traitant  d'un  sujet  ma- 
thématique se  trouvait  donc  dans  la  nécessité,  pour  pouvoir  être 
compris  de  ses  confrères,    de  leur  enseigner,  en   quelque  sorte, 
les  éléments  de  la  Philosophie  mathématique  tels  qu'ils  ont   élé 
établis   par   les   mathématiciens   eux-mêmes.    Et    voici    pourquoi 
M-    Couturat,  écrivant    une   thèse    sur   V Infini  malhématiquc, 
a     dû    grossir   son   Ouvrage   de    nombreux  développemcuts    qui, 
certes,  n'ont  souvent  qu'un  rapport  bien  lointain  di\ecV infini.  Le 
but  principal  et  final  de  son  travail  était  de  montrer  que,  du  moins 
au  point  de  vue  philosophique,  la  conception  d'un  injini  nunié- 
rifjue  était  possible  d'une  façon  rationnelle  et  non  contradictoire. 
Mais,  pour  en  arriver  là,  il  fallait  d'abord  préciser  aver  soin  ce 
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que  Ton   nileiul   par  nombre^   et   ainsi    se  justifie  la   preiniè 
Partie,  purement  mathématique,  du  Livre  de  M.  Couturat,  de 
laquelle    il  expose,   avec   détails,   les  théories  connues  qui   fo 
d<M*iver  la   notion  des  diverses  catégories  de  nombres  de  celle 
nombre  entier.  Ces  théories  sont  au  nombre  de  trois  :  la  niélho 
arithmétique  ou  symbolique,  la  méthode  algébrique  et  la  métho 
p;éomélrique. 

La  inclhodr  svnibolifjne,  celle  de  Weierstrass  et  de  M.  Mén 
consiste  au  fond,  exception  faite  pour  les  nombres  irratlonnc 
en  ceci  :  FJant  donné  un  groupe  {g)  de  nombres,  bien  défi 
on  crée  un  nouveau  groupe  (G)  de  nombres  de  la  façon  suivan 

1°  Tout  nombre  du  groupe  (G)  est,  par  définition,  Tensem 
de  deux  ou  plusieurs  nombres  du  groupe  (^). 

2*"  On    (Ir/inil  Tégalité,    Taddition   et    la    multiplication 
nombres  du  groupe  (G)  entre  eux.   Ces  définitions  sont  pos 
a  prioriy   mais  on   IfS  choisit  de  telle  façon  que   les  propri 
commulatives,  associatives  et  distributives  des  opérations  si 
laires  sur  les  nombrrs  entiers  se  conservent. 

\V*  Le  groupe  (G)  doit  admettre  un  sous-groupe  (G')  tel  cji 
tout  nombre  de  (G')  (•orres|)onde  un  nombre  et  un  seul  de  (^), 
léciproquement;  tel,  en  outre,  que,  si  A,  B,  C  sont  trois  nom 
(le  (<V  )  <'t  'I*  /^  '•  h'-  nombres  correspondants  dans  («'),  Tégaliu 

A       \\   ciilriiinc  a  —  b^ 

Alî  -   C  >•  ah  —  r, 

A       lî       C  ..  a    -b    -.  c. 

Dans  CCS  conditions,   il  sera  parfail(Mnenl  légitime  d'introduire 
la  ('i)HK'cnti(tn  (jue   loul    nomhre  du  sous-groupe  (G')  est  égal  au 
nombre  correspondant  d(»  (js)^  c\;sl-à-(lire  iVir/en(i/i(*r\ei>  groupes 
((î')('l  (:,').   L<'  i;roup(MG)  <^st  bien  ainsi  une  généralisation  du 
j;j'oiip('  (j,'')  qu'il  comprend  comme  sous-groupe. 

Du  groupe  des  nombres  entiers  on  déduit  celui  des  nombres 
rationnels,  puis,  de  ceux-ci,  les  nombres  qualifiés  (positifs  et  né- 
gatifs): des  nombres  (jualiliés  on  s\''lèv(î  aux  nombres  imaginaires 
cl  l'on  pourrait  encore  alUîr  plus  loin  en  imaginant  des  nombre* 
complc\<^s  à  plusieurs  unités  fondamentales.  Le  procédé  est  uni 
forme,  et  il  faut  féliciter  M.  Couturat  d'avoir  bien  su  le  mettre  e 
«'•videnee. 
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.a  marche  précédenle  ne  s^appliqiie  plus  aux  nombres  irralion- 

n*^t^  :  cela  lient  à  ce  que,  pour  ceux-ci,  des  considérations  sur 

l" M^myini  deviennent  nécessaires.  Celle  exception,   loin  d'être  un 

dcf-faut,  est,  au  contraire,  une  cpialilé  de  la  méthode  arithmétique; 

osàwr  ^   ainsi,  est  mis  en  lumière  ce  fait  capital  qu'il  n'est  pas  pos- 

smI_>I^  de  donner   un    symbole   j;énéral    pouvant  représenter    un 

aoBTrfcbre  irrationnel  quelconque  am  moyen  d'un  nombre  limité  de 

^Jf  m^arm  l>oles  de  nombres  entiers. 

J  ^5  me  suis  étendu  assez  lon*juement  sur  la   méthode  arithmé- 
*■  ^  •-•  «,  car  c'est  la    méthode   malhémalique    par    excellence,    et 


ri 


outurat,  qui,  cependant,  ne  lui  donne  pas  la  préférence,  est 

*^  ""^   forcé  d'avouer  lui-même  (pie  c'est  la  plus  log^ique  et  la  plus 

«jrcuse. 

^principe  de  la  méthode  algébrique  est  celui-ci  :  créer,  au 

^*  **       ^t  à  mesure  des  besoins,   de   nouveaux  symboles   propres  à 

*^  *icr  à  toute  équation  algébrique  entière  un  nombre  de   solu- 

•^  5S  égal  à  son  degré.  C'est  certes  celle  qui  satisfait  le  moins 

_    ^ï:^rit,  et  cependant,  du  moins  pour  les  nombres  négatifs  et  ima- 

^  *^  ^  îres,  c'est  celle  qui  est  la  plus  employée  dans  renseignement. 

^^^ue  fois  qu'on  crée  un  nouveau  groupe  de  nombres,  on  fait 

•^^  u  près  le  raisonnement  que  voici  :  «  Cette  é(|ualiou  n*a  pas  de 

^•^lion;  par  définition,  nous  dirons  qu'elle  en   a  une.  »  Je  ne 

^      *^  ^ais  rien  qui  fausse  l'esprit  des  élèves  comme  cetlc  manière  de 

*^ner,  par  définition^   une  existence  à  des  nombres  dont  on 

^*^l  précisément  de  constater  la  non-exislence.  D'ailleurs,  celte 

^^liode  est  incomplète,  car  les  nombres  trauscendauts  comme  7: 

^^    lui  échappent.   Le   savant  géomètre   Ivronecker,   en    suivant 

'^^    voie  ouverte  par  Cauchy  pour  les  nombres  imaginaires,  est 

*^**X'euu  à  donner  à  celte  théorie  une  forme  logique  el  rigoureuse 

'^   Substituant  aux  égalités  des  con<;rueuces  relatives  à  des  mo- 
A    1  .... 

^^»^s  convenablement  choisis.  Mais,  si  l'on  veut  lester  rigoureux 

^^  tidèic  à  l'idée  de  M.  Rronecker,  il  faut  bien  se  garder,  comme 

*^  fait  M.  Coulurat,  de  passer  des  cougruences  aux   égalités  eu 

annulant  le  module.  Ainsi,  M.  Krouecker  déliuit  y  jl  par  la  con- 

pucnce 
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bien  entendu,  sans  assignera  z  une  valeur  annulant  5*4- 108. 
La  méthode  géométrique  définit  tous  les  nombres  comme  me- 
sures de  grandeurs  géométri(|ues.  C'est  évidemment,  en  ce  qui 
concerne  les  nombres  réels,  celle  qui  demande  le  moins  d'efforts 
pour  être  comprise;  mais,  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  imaginaires, 
elle  devient  plus  artificielle  que  toutes  les  précédentes.  Pour  bien 
la  faire  comprendre,  M.  Coulurat  ne  s'est-il  pas  vu  poussé  à  faire 
de  la  trigonométrie!  Au  point  de  vue  pédagogique,  elle  est  dé- 
fendable pour  les  nombres  réels;  mais  au  point  de  vue  spéculatif 
pur  elle  ne  Test  guère,  car  c'est,  par  essence,  une  méthode  expé- 
rimentale. 

M.  Couturat,  pour  faire  œuvre  de  philosophe,  ne  s'est  pas  con- 
tenté de  faire  une   exposition  très  claire  et  très  nette  de  ces  di — 
verses  théories  :  il  a  essayé  de  les  critiquer  et  de  les  comparer — 
Pour  lui,  «  la  tâche  de  toute  Critique  et  de  toute  Philosophie:^ 
consiste    à  choisir,  entre   plusieurs   enchaînements  de   concepts- 
également   logiques^   le  plus  rationnel,  c'est-à-dire   celui  qu     j 
met  le  plus  d'unité,   de  lumière  et  d'harmonie  dans  nos  idées  qvm 
les  rattachant  à  quelques  idées  primordiales  simples  ».  On  pour — 
rait  évidemment  ergoter  sur  celle  expression  également  logique:^  ' 
et  se  demander  jusqu'à  quel  point  M.  Couturat  a   raison  de  con — 
sidérer  ces  trois  méthodes  comme  lellos.  Je  ne  suis  pas  assez  fiir  ' 
discoureur  pour  engager  une  discussion  à  ce  sujel,  mais  ce  poinP 
mérite  qu'on  s' varrùle  :  car,  si  l'on  n'admet  pas  celte  sorte  d'axiomcEi: 
que  l'auteur  nous  impose,   les   raisons  qu'il  fait  prévaloir  poui — 
donner  la   palme  à  la  niélliode  géomélri(|ue  sont  singulièremen 
ébranlées.    Pour  ranalysle,  la  méthode  la  meilleure  est  celle  qui 
se  dégage  absolument  de  rexpérience,  qui,  sous  une  forme  abstraite 
el  formelle,  crée  tt)us  les  nombres,  à  partir  du  nombre  entier,  par 
un  enchaînement  logique  el   serré.  Si  une  lelle  théorie  n'existait 
pas,  il  faudrait  la  fonder,   car  elle   est   absolument  nécessaire  au 
mathémalieieu  pour  lui  d')nner  une  assurance  complète  en  la  soli- 
dité de  la  base  sur  la(]uelle   il  échafau<le  loutes  ses  conceptions. 
On  coneoil,  cejïendanl,  (|u'aux   veux  (rim   phihisophe  (jui  étudie 
la  Science  malhémalicpie  dans  ses  rap|)orls  a\cc  les  autres  sciences, 
la  mélhode  {géométrique  parais*<c   la  plus  ralionnelle,  puisqut;  du 
même  coup  elle  délinit    le  nombre  et  rappli(nic   à   la    mesure  des 
grandeurs  con{:rrl«j>.    —    11  y  a   des    que"»lions   sur  les<pielles   un 
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"^^Wsle  et  un  philosophe  ne  s'entendronl  jamais  :  celle-ci  en  est 
*^  exemple.  Faut-îl  en  conclure  qu'ils  doivent  cesser  tout  com- 
^€rce?  Cerles,  non,  car  l'un  et  Tautre  ne  peuvent  que  gagner  à 
^^s joules  pacifiques  et  idéologiques. 

L9  seconde  Partie  de  la  thèse  de  M.  Coulural  est  surtout  philo- 

^ppfcique.  Je  n'en  dirai  que  quelques  mois.  L'auteur  y  revient  sur 

'*  ooiion  du  nombre  entier,  surtout  pour  discuter  la  théorie  for- 

"ïaiisie  de  von  Helmhoitz.  On  sait  que  Tillustre  savant  a  imaginé 

*"*©  théorie  loule  symbolique  du  nombre  entier  dans   laquelle  il 

suosiiiue  l'idée  de  rang  à  celle  de  dénombremenl.  Les  nombres 

(nofnljres  ordinaux)  ainsi    créés   n'ont  qu'une   existence   toute 

■oriinelle.   Pour    utiliser  ces    symboles   au    dénombremenl    d'un 

ensemble  d'objets,  on   imagine   qu'on   applique   successivement 

^^*   svnaboles  aux  objets  en  les  prenant  dans  leur  ordre  naturel, 

■•^uie  la  difficulté  consiste  à  montrer  que,  dans  cette  appli- 

^•on  ou  correspondance  univoque,  le  dernier  symbole  employé 

^     *^»ïibre  cardinal)  est   indépendant  de  Tordre  dans  lequel  on 

-    ^^(1  les  objets.  M.    Couturat  fait   de  subtiles  objections  à  la 

*^f)Dslralîon  de  M.  Kronecker;  mais  toutes  ces  subtilités  s'éva- 

^ iraient,  mesemble-t-il,  si  l'on  voulailadmetlre«/>/70/7  (et,  dès 

l'       On  passe  au  concret,  il  faut  bien  admettre  quelque  chose)  que 

^  ^^  les  objets  peuvent  être  considérés  comme  des  unités  indis- 

^^tcs,  car  alors  leur  ensemble  ne  changerait  pas  lorsqu'on  les 

^^•^Hauterait  entre  eux. 

-A.  ces  considérations  succède  Féludc  bien  connue  des  conditions 

^^C|uelles  doit  satisfaire  une  grandeur  mesurable;  et,  enfin,  le 

^^lume  se  termine  par  une  longue  discussion  dialoguée  où  l'auteur 

^^aje  d'établir,  en  s'inspirant  des  idées  de  M.  Cantor,  la  légiti- 

''"^^t^  d*une  conception  de  nombres  in/inis. 

Cet  Ouvrage,  on  le  voit,  quoique  plus  spécialement  destiné  à 

«®s  lecteurs  philosophes,  pourra  intéresser  bon  nombre  de  ma- 

lï^^maliciens  que  les  cpiestions  de  principes  ne  laissent   pas  indif- 

fcï^nls.  M.  Couturat  nous  y  a  prouvé  qu'il  connaissait  les  Mathé- 

tnaiiques  et  qu'il  avait  réiléchi  profondément  sur  les  fondements 

de  notre  Science  :  c'est  un  bel  exemple  à  suivre  v[  à  signaler. 

(].     1W)1  IlMT. 


2o1  PUEMIÈRE  PAHTIE. 


GOETTLER  (J.)-  —  Conforme  Abbildung  eines  von  coxcentrisciîex,  glei- 

CIISEITIGEN   IIyPKRBELN   ODER  GEWISSEX   KURVEN  71*'"'  OrDNUNG  BEGRENZTEN 

Flaciienstl'ckes  auf  den  EiNiiEiTSKRKis.  Gckroiilc  Prcischrifl  dcr  Hchen 
philosopliischen  Fakultat  (II.  Section)  dcr  Konigl.  Ludwig-Maxiniilians- 
Universital  Miinchen.  Dcrselben  als  Inaugural -Dissertation.  73  p.  in-8*, 
Munich,  Slrauh,  1897. 

Le  proMcme  que  traite  M.  Goelller  dans  la  première  Partie  de 
sa  Dissertation  inaugurale  consiste  à  déterminer  la  fonclion  qui 
permet  la  représentation  conforme  sur  la  partie  supérieure  du 
plan  d\ine  portion  de  plan  limitée  par  des  hyperboles  équîlalères 
ayant  leur  centre  au  point  o.  La  méthode  qu'il  suit  repose  essen- 
tiellement sur  le  théorème  fondamental  de  M.  Schwarz.  11  débute 
par  quelques  ^généralités  sur  la  représentation  conforme  d'aires 
limitées  par  des  courbes  définies  par  des  équations  telles  que 

aç(c)-+-ai<pi(;5i)-r-  p  =0, 

Dans  ces  diverses  équations  cp(:;),  '^|(5|)  sont  des  fonctions 
conjuguées  d<*s  variables  conjuguées  :;,  :?,  ;  dans  les  deux  pre- 
mières, a,  a,  sont  des  constantes  conjuguées  qui  varient,  ainsi 
que  la  constanlc  [îi,  d'une  courbe  à  une  autre;  dans  la  dernière 
équaliou,  c'est  le  paramèlre  A  qui  varie  d'une  courbe  à  l'autre. 
Dans  le  premier  cas,  |)ar  exemple,  la  représentation  conforme 
sur  le  demi-plan  est  obtenue  au  moven  d'une  fonction  définie 
|)ar  l'écpiatlon 

JJL    -m 


,7/:  /  '"'^ 


!X       l 


OÙ  c  ('st  une  constante,  K(/.)  une  fonction  rationnelle  convena- 
blenienl  choisie  <le  /,  (|ui  doit  rester  réelle  quand  Z  est  réel; 
les  Ajj.  sont  les  images  des  sommets  du  polvgone,  auxquels  cor- 
respondent les  angles  ajj.-.  Kn  |)renant  '^{z)  -=  z^,  on  se  trouve 
dans  le  cas  (jui  est  rohjeL  principal  de  TAuteur,  celui  où  les 
('onrbes  (|ui  limitent  l'alic  à  représenter  sont  des  arcs  d'hyper- 
holcs  {'•([nilalrres,  avant  leur  (U'Utre  an  j^oint  o. 
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Pour  achever  la  solution,  il  est  nécessaire  de  distinguer  plu- 
sieurs cas,  suivant  que  le  polygone  curviligne  admet  ou  non  des 
sommets  au  point  o  ou  à  Tinfini,  qu^il  admet  des  angles  nuls  ou 
égaux  à  ait,  qu'on  en  veut  représenter  l'intérieur  ou  l'extérieur; 
par  exemple,  dans  le  cas  où  le  polygone  est  fermé,  qu'il  contient  le 
point  o  à  l'intérieur  et  qu'on  veut  en  représenter  l'intérieur,  on 
doit  avoir,  en  désignant  par  m  le  nombre  de  ses  sommets, 

>  aji=  m  —  4î 

et  la  représentation  sur  le  demi-plan  des  Z  est  définie  par  l'équa- 
tion suivante,  où  C,  C!  désignent  des  constantes, 

z^=C  I     jn[(Z  —  Aj4)«i*-HZ  —  r)(Z  -  r,)  c^Z  -+-  C; 

}i.=m 

r  =  A  -r-  Bf  est  rimage  du  point  o  ;  I^  est  la  quantité  conjuguée. 
Les  différents  cas  énumérés  sont  développés  avec  détail  par  l'au- 
teur. Le  cas  particulier  où  le  polygone  est  symétrique  par  rapport 
au  point  o  olFre  un  intérêt  particulier;  on  obtient  alors  des  for- 
mules simples  pour  la  représentation  sur  le  cercle  de  rayon  un, 
formules  qui,  dans  des  cas  plus  particuliers,  s'expriment  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques;  par  exemple,  la  formule 

î«=sn(ZSO 

permet  de  représenter,  dans  le  plan  des  Ç  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rayon   i,   l'octogone  régulier  à  cotes  hyperboliques  dont  les 

sommets  sont  du  y/K,  ±:  y/ —  R,   ±:  y/K./,  zh  y/ —  Iv/,  où  l'on  sup- 
pose 

K  =    /     — =  1 , 3 1 1  « 

./o    /i  —  s* 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Travail,  M.  Gœtllcr  considère,  au 
lieu  des  hyperboles  équilatères  ordinaires,  des  courbes  qu'il 
appelle  hyperboles  régulières  du  //•••"♦^  ordre,  et  qui  sont  définies, 
dans  le  même  système  de  notations,  par  l'équation 
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dcH  parabolns  du  /i'^"*  ordre  ayant  le  poinlo  pour  foyer,  délinîes 
pur  rcWjualion 

des  Icmnicates  régulières  du  2/1''-*'"'*  ordre,  définies  par  Tcqualion 
Ole.  J.  T. 


M  EL  ANC.  ES. 

6AUSS,  LES  DEUX  BOLTAI  ET  Là  GÉOMÉTRIE  HOH  EUGLIDIENKE  ; 
Par  mm.  Pail  STÀCKEL  et  Friedrich  ENGEL. 


Traduit  \yàT  L.  LAt'GEL. 


Math,  .4t%t%aUn,  l.  \LI\,  Cahier  2,  p.  149  à  \^/.  i*V»7. 


I.  I.oi^quo  dans  la  cin<)uièmo  Soclion  de  nolro  Ouvrage  :  Die 
riu^'.t  if'  Jcr  l^iii'aiU^Uinieu  r^n  h!ukii*l  bis  ouf  Gauss,  einr 
l  r\  :,  'i .  if-n  s .  ;  m  m  /:,  n  ^  zur  I  \  •  n:  t^S'  */i  /•  7*  /c'  Jer  n  ich  ieukliJischen 
Or\  *^u  :''îr  Loip/i;:.  i>or»  '  .  nous  axons  réuni  toutes  les  re- 
m.ir\juo>  do  i»au»  >ur  los  p!OînitM>  principes  de  la  Ciôomélrie  >» 
vpn  nvMi>  1 1,'M'nl  ,ïO\o»ib!f'>,  iu»us  dt a  l.irâîuo  «pie  colle  Secliou  se 
tiviixaîl  U  r.:  à  l,iî;  iiu v^îupî*  u*  p.  \  t:  .m*'  -  cl  «jue  les  maté- 
ua;:\  vivMil  ro»î>  vi  n;v»>  v*;i>  ne  M;::;>A-vn:  pas  pour  distinguer 
'cn    :^;«;v^î;>  iî*:Tv    ^v'*  Kv::iiCîu>   vV-.s   .it  l:\   U.dxai    et   celles   de 

l  .N  ^     v.  .'v:.:.*x  .^  .;,:  .' .::\i*îti.:  >.  :**.   :     .^  lix-riMcs  Cl  nous   le 


.  .-.  ",   %  \    ...  :  V     ■-«  ....  «ri    :.»z.>  ti  I-^uJleitn. 
\\  .     v-  t.    L    . 
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devons  surtout  à  la  persévérance  cl  aux  sacrifices  de  M.  Franx 
Schmidt,  architecte  à  Budapest,  qui  depuis  trente  ans  a  travaillé 
sans  répit  à  éclaircir  et  à  exposer  la  part  des  deux  Bolyai  dans 
rhistorique  de  la  Géométrie  non  euclidienne.  La  Société  Kovale 
des  Sciences  de  Gôttingue,  en  décembre  1896,  a  mis  à  sa  dispo- 
sition, d\ine  manière  dont  on  ne  saurait  trop  la  remercier,  une 
copie  de  la  Correspondance  de  Gauss  et  Wolfgang  Bolyai,  et, 
d*accord  avec  M.  Schmidt,  Tun  de  nous  a  fait  paraître  un  extrait 
malhémalique  de  ces  Lettres  dans  les  Gôttinger  Nachrichten{^), 
Nous  reproduisons  ici  ces  lettres  en  y  ajoutant  la  théorie  de 
Gôttingue  relatWe  aux  parallèles  de  Wolfgang  Bolyai,  qui  était 
jointe  à  sa  Lettre  du  16  septembre  i8o4  et  dont  le  défaut  de  temps 
avait  empêché  la  publication  dans  les  Gôttinger  Nachrichten, 
Pour  en  faciliter  la  lecture,  à  côté  du  texte  latin,  nous  avons 
jurtaposé  une  traduction  allemande  de  cet  important  Mémoire  de 
W.  Bolyai  (2). 

Mais  nous  devons  encore  plus  à  M.  ScUmidt.  En  collaboration 
avec  son  fils,  M.  le  professeur  Martin  Schmidt  de  Presbourg,  il 
s^est  remis  à  Tétudc  des  papiers  laissés  par  les  deux  Bolyai  et  a 
bien  voulu  nous  faire  une  série  de  Communications  sur  leurs 
découvertes;  nous  en  avons  déjà  employé  une  partie  dans  notre 
Théorie  des  lignes  parallèles.  Il  nous  a  notamment  donné  accès 
à  quelques  écrits  jusqu^ici  inconnus,  en  langue  magyare,  relatifs 
aux  deux  Bolyai,  qui  forment  un  supplément  plein  de  valeur, 
nous  dirons  plus,  indispensable,  aux  Lettres  de  Gauss  et  de 
Wolfgang  Bolyai. 


(')  Mittheitungen  ans  deni  Dricf^vechsel  i>on  Gauss  und  W.  Bolyai, 
v«»o  Paul  Stâckel.  {Giiilinger  jXachrichtcn.  —  Mathematisch-physikalische 
Ctasse,  Jahrj^ang  1897,  llcft  1). 

('  )  Voir  p.  i6H-aoj  des  Math.  Annalen,  l.  \Ll\  (  1897  )»  Cahier  "2.  —  Il  n'a  pas 
semblé  nécessaire  de  traduire  en  frarirais  ce  travail  publié  en  latin  et  traduit  en 
«•llemand  et  annoté  par  MM.  Stiickel  et  Kn^i'l.  L'inléréi  en  est  surtout  documen- 
laire,  comme  M.  Kngel  a  eu  la  bonté  de  me  \c.  faire  remarquer,  en  ce  sen$  que  Ton 
\  Toit  clairement  que  les  idées  de  \V.  Boivai  u'ont  eu  aucune  influence  sur  celles 
de  Gauss.  D'autre  part  ce  travail  ne  peut,  à  aucun  titre,  être  ranimé  parmi  ceux 
«le»  précurseurs  tels  que  Saccheri.  Lambert,  etc.,  rar  \\ .  Holyai,  en  cherchant 
uniquement  à  établir  ce  •  que  l'on  ne  pourra  jamais  établir  a  priori  »  (Johann 
Bolyai.  au  titre  de  TVppendicc),  fait  encore  partie  des  naufraf;és,  qui  ont  échoué 
sur  le  frroupe  d'écueils  dont  parle  <iuus<;  <luns  sa  r(*pon>e  à  la  Lettre  <IVnvoi 
«lu  Mémoire.  (  L.  L.). 
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2.  Dans  des  Lettres  à  Taiirinus  (8  novembre  182.4,  P-  2.49)1  à 
Bcssel  (27  janvier  1829,  P-  226)  et  à  Schumacher  (17  mai  i83i, 
p.  280  et  28  novembre  i8/{6,  p.  225),  Gaiiss  dit  qu'il  s'était 
occupé  depuis  déjà  très  longtemps  de  la  théorie  des  parallèles,  et 
la  réunion  de  ses  diverses  indications  permet  de  fixer  comme  point 
de  départ  de  ses  «  méditations  w  Tannée  1792^.  H  est  vrai  que  la 
Lettre  à  Bol^'ai,  du  (i  mars  i832,  assigne  une  date  plus  moderne, 
1797  au  plus  tôt,  mais  la  Lettre  à  Bolyai  du  16  décembre  1799 
montre  que  les  travaux  de  Gauss  sur  les  Premiers  principes  de 
la  Grométrie  étaient  déjà  bien  avancés,  et  son  affirmation,  que 
«  la  voie...  ne  conduit  pas  au  but  (|ue  Ton  cherche  et  que  tu 
affirmes  ai'oir  atteint  (*),  mais  conduit  plutôt  à  mettre  en  doute 
Texactitude  de  la  Géométrie  »,  jointe  à  la  remarque  suivante  : 
«  Il  serait  bien,  en  efFel,  possible,  quelque  éloignés  entre  eux  que 
Pon  choisisse  les  trois  sommets  du  triangle  dans  l'espace,  que 
néanmoins  son  aire  fût  toujours  inférieure  (in/ra)  à  une  limite 
donnée  »,  ne  ])eut  guère  s'expliquer  autrement  qu'en  supposant 
que  Gauss,  en  1799,  avait  déjà  poursuivi  dans  ses  conséquences 
riiypothése  de  la  non-exactitude  du  cinquième  postulat  d'Euclidc, 
comme  l'avaient  déjà  fait  avant  lui  Saccheri  (1733)  et  Lam- 
bert (176(3). 

Comparée  à  la  Lettre  du  i()  décembre  1799,  celle  du  'aj  no- 
vembre i8o4  nionlre  un  certain  pas  en  arrière.  Gauss  v  parle 
d'écueils  contre  lesquels  ont  échoué  ses  méthodes  de  recherche, 
et  il  continue  en  disant  :  u  J'ai  ce|)endant  toujours  Tespoir  (|ue 
ces  écueils  finiront,  avant  la  fin  de  uki  vie,  par  me  livrer  enfin 
passage...;  crois-moi,  cela  me  réjoulmit  du  fond  du  c<cur  si  tu  me 
devançais  et  si  tu  réussissais  à  surmonter  tous  les  obstacles.    » 

Nous  pou\(»ns  en  conclure  <jue  ce  n'csl  donc  pas  par  une  intui- 
tion de  génie  (pie  (lauss  est  arrivé  à  reconnaître  que  la  Géométrie 
non  euclidienne  est  logitpienient  inattaipiable,  mais  cpiil  a  dû,  au 
conlrain\  livrer  un  rude  combat  contre  ranli(|ue  préjugé;  cela 
coïncide  iwcc  ce  qu'il  tlil  en  iiS>,  {  tlans  sa  Leilre  à    Tiiurinus,  où  il 


(  *•  )  Cos  intils  on  italii]iies  inan«|urnt  «Kui>  la  n^pnMluriion  «l«^  rrile  I.fUrr  dt»nnf«' 
par  M.  lo  i-oiisjMllor  prnc  Schcniiu  .'i  l'oroaMou  tlos  Irlo  «hi  (!oii(cii.iinMltMtau<^«. 
en    •J^77.    *!«•>   im>l5«    n*m<    >ohiI»IimiI    a\oir    iiiir    iiii|>«>rUiiir('   r-^-^rnlirlIr    |>'»ur    ili-* 
tnmiH^r  lO"»  rapp  •rt'»  rnln*  lo"*  r«*.  lu  r»  hC'»  «lo  (••hk^  i-t  «i  ll«>»  .jo  W  .    l:Mh,ii 


/»arlc  de  ses  vains  eflbrts  «   pour  découvrir  une  contradiction ,  une 
'fioonséquence  dans  celte  Géométrie  non  euclidienne  ». 

1 1    est  vrai  que  nous  n'avons  pas  de  données  plus  exactes  sur  le 

"^^'c^loppement  des  idées  de  Gauss,  car  nous  rencontrons  ici  une 

de  lacune  dans  la  correspondance  entre  lui  et  W.  Boljai  ; 

s  n'avons  ensuite  que  quelques  lettres  dont  le  contenu  est  pu- 

«Dt  amical;  mais,  de  1808  à  i832,  Gauss  n'a  rien  écrit  à  Fami 

"*^     ^sa  jeunesse,  et  nous  n'avons  qu'une  Lettre  de  Boirai  à   Gauss 

'"^^"**  ^iveà  des  choses  personnelles  et  qui  resta  sans  réponse.  Nous 

**^  "^^  mes  ainsi,  pour  ce  laps  de  temps,  réduits  à  d'autres  sources 

*!***        sont  peu  abondantes;   en    elFel,    Gauss,   persuadé  que  «   le 

'*^^*^"fcbre  des  vrais  géomètres  est  extrêmement  restreint,  et  que  la 

l*    *■  (r^art  des  gens  ne  sont  capables  ni  déporter  un  jugement  sur  les 

*  ^^îcullésde  pareils  travaux  ni  même  de  les  comprendre  »,  crai- 

'•'^**  i  I  «  les  clameurs  des  béotiens  »,  et  était  extrêmement  réservé 

'"^'■^  vivement  à  ses  recherches  sur  la  Géométrie  non  euclidienne. 

**^asi  s'explique   <|ue   dans    ses   Analyses    (*)  de   1816  et   1822 

^1^*     zn'ào  et  aa3),  il  laisse  seulement  entrevoir  sa  véritable  pensée, 

^       ^  ^'il  n'octroie  un  coup  d'œil  sur  ses  découvertes  qu'à  des  amis 

l***c^«vés,  comme  Gerling  (i8ig,  p.  i/\6),  Besscl  (27  janvier  1829, 

^"    ^^36)  et  Schumacher  (la  juillet  i83i,  p.  2^2).  Ce  n'est  qu'en 

ï^l^^rence  que  la  Lettre  à  Taurinus  (8  novembre  1824,  p.   '^-49) 

^^'^  ble  faire  une  exception  ;  en  effet,  Gauss  enjoint  expressément 

^^lui-ci  de  garder  le  silence  sur  ses  communications. 

*1  est  malheureusement  impossible  de  se  faire,  à  l'aide  de  ce 

■   ^^î  Inombre  d'indications,  une  idée  de  la  voie  qu'a  suivie  Gauss 

^*^s  les  recherches  qui  le  conduisirent  à  «  développer  d'une  ma- 

***^ï*c  parfaitement  satisfaisante  »  la  Géométrie  non  euclidienne, 

^    B^anière  «  à  pouvoir  résoudre  tout  problème  de  celle-ci  »  dès 

'  ^  ■  C).  Le  fait  que  la  correspondance  actuelle  entre  Gauss  et  W. 

^^ixai  nous  permet  d'arriver  à  une  certaine  conclusion  sur  ce 

*^J^tn'en  est  que  plus  important. 

l-c6mars  i832,  en  effet,  Gauss  écrit  de  nouveau  à  son  l'nou- 

^'«Vïfr/e  ami,  qui  lui  avait  envoyé  YOpusculc  de  son  fils  Johann 

"^Ij^ai,  c'est-à-dire  V Appendix  :  u    Le  contenu  tout  entier  de 


^  *  )  GottingUche  Gelehrte  Anzeigen.  (L.  L.  ). 
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rOuvrage,  la  voie  qu^a  frayée  ton  fils,  les  rësultals  auxquels  il  a 
été  conduit,  coïncident  presque  entièrement  avec  les  propres  mé- 
ditations qui  ont  occupé  mon  esprit  en  partie  depuis  drjà  trente  à 
trente-cinq  ans.  Aussi  ai'^je  étc  complètement  stupéfait.  » 

Peu  de  temps  auparavant,  le  17  mai  i83i,  (iauss  écrivait  à 
Schumacher  :  a  Depuis  quelques  semaines,  j'ai  commencé  à 
mettre  par  écrit  quelques  résultats  de  [mes  propres  méditations 
sur  ce  sujet,  qui  remontent  en  partie  à  quaraule  ans,  et  dont  je 
n^avais  jamais  rien  rédigé — Je  ne  voudrais  pourtant  pas  que  tout 
cela  périt  avec  moi.  »  L'on  comparera  à  cela  ce  qu'il  écrit  dans  la 
Lettre  précitée  à  Wolfgang  Bolyai  :  <«  Quant  à  mon  travail  per- 
sonnel, dont  d'ailleurs  j'ai  confié  peu  de  chose  jusqu'ici  au  papier, 
mon  intention  était  de  n'en  rien  publier  de  mon  vivant....  C'était 
au  contraire  mon  idée  de  mettre  avec  le  temps  tout  ceci  par  écrit, 
afin  qu'au  moins  cela  ne  périsse  pas  avec  moi.  Aussi  est-ce  pour 
moi  une  agréable  surprise  de  voir  que  cette  peine  peut  maintenant 
m'étrc  épargnée.  » 

D'après  ce  qui  précède,  il  y  a  lieu  de  craindre  que  Gauss  n'ait 
pas  poursuivi  la  rédaction  de  ses  méditations,  et  il  ne  sera  peut- 
être  jamais  possible  de  résoudre  la  question  de  savoir  si  Gauss  a 
relié  la  Géométrie  non  euclidienne  à  ses  Disf/uisitioncs  circa 
superficies  cun^as  et  s'il  connaissait  déjà  ce  fail(|ue  sa  Géométrie 
non  euclidienne  est  valable  pour  les  triangles  géodésiques  sur  les 
surfaces  à  courbure  constante  négative,  et  si,  par  conséquent,  en 
1854,  il  s'est  renconlré  avec  Kiemann,  comme  il  Tavait  fait  en 
i83'.>,  avec  Johann  Holvai. 

3.  Wolfgang  Bolyai  (*),  né  le  5  février  1775,  après  de  longues 
hésitations  sur  le  choix  d'une  carrière,  se  rendit  en  1-06  à  léna, 
où  étudiait  alors  son  ami  cl  patron  le  baron  Simon  Keménv. 
«  (Test  alors,  en  me  promenant  sur  les  rives  de  la  Saale,  (|ue  j'en- 


(')  Coininc  source  fmiir  rr  (|ui  «iiiil,  nous  av(»n>  fait  ii>.;iur  «l'inu'  lH«>«;r;ip|iir  df? 
NVdlfganK  Bolyai  par  Jo«.rpIi  K«mc/.,  parue  ru  iSs-  daii^  |r  Programme  du  Col- 
lège e\angciif/ue  f  c/ornic  (le  Maros  Vàsùrhel}  ,  tra<luil«*  m  allcuiauil  par  M.  le 
Prof.  Marliu  Sduniill:  ce  pro^iraunur.  joiui  à  queUjuo  aulir>.  a  iU-  nuui  à  une 
Histoire  du  Collège,  vl  s'y  trouve  iuipriuir  p.  ^7l-;s^.  |».,„s  ^'^{\.^'  lut.graphic 
sont  n-produilrs  <|U('l(|U(>«i  iiuliratious.  que  (ioniia  \\ .  H(>l\ai  hii-iiirnu'  m  iS|0  <^ur 
-a  Ni»',  «l  «ju'il  ru\o>a  à  la  Snrictr  (1rs  Savauts  linu;:nii^  <!»•  Hutlapr^i. 


r 


MÉLANGES.  >.ii 

frai  9  avec  mes  connaissances  restreintes  et  en  désordre,  dans  celle 

\-oi€^  où  je  me  trouve  encore  dans  ma  vieillesse —  Nous  nous 

rc^rvdîmes  à  Gotiingue  [vers  Tautomne  de  1796],  où  nous  pûmes 

^Iwr^   reçus  par  Kaeslner  et  Lichlenberg,  et  j'y  lis  y  loi  s  la  connais- 

f*^  rm<re  de  Gauss  qui  y  étudiait  [depuis  Taulomne  de  i793]i  et  dont 

Je^      ^  «jis  encore  aujourd'hui  Tami,  mais  combien  loin  de  pouvoir 

rt-M  ^     <2omparer  à  lui.  Il  était  très  modeste  et  très  réservé;  ce  n'est 

p<afes»       trois  jours,  comme  avec  Platon,  mais  pendant  des  années, 

^«-•'^^i^n  eût  pu  vivre  avec  lui   sans  reconnaître  combien  il   était 

g"~^^  «^d.  Quel  malheur  pour  moi  de  n'avoir  pas  su  ouvrir  et  lire  ce 

*•  "v  K~^  ^ns  titre  et  muet,  je  n'avais  pas  idée  de  l'étendue  de  son 

*^"^'«:^  ir,  et  lui,  en  voyant  mes  goûts,  m'estima  beaucoup  sans  savoir 

c'o»-»:^  tien  j^étais  peu  de  chose.  Ce  qui  nous  unit  fut  notre  passion 

^^^^'^^  mune  (qui  ne  se  révélait  pas  extérieurement)  pour  les  Mathé 

^  i.ques  et    notre   conformité   morale,    de   sorte   que   souvent, 

^-■pés  chacun  de  nos  propres  pensées,  nous  nous  promenions 

^*^^^^mble  pendant  des  heures  sans  dire  un  mot.  » 

^-^<s  communications  de  W.  Bolyai  même  sont  complétées  par 
^^  paroles  que  Gauss  doit  avoir  dites,  comme  le  raconte  Sartorius 
^•■^  Waltershausen,  dans  le  cours  des  années  précédentes.  «  Bolyai 
^^  le  seul  qui  ait  jamais  su  entrer  dans  mes  idées  métaphysiques 
^*^tives  aux  Mathématiques  »  (•). 

vant  le  départ  de  Bolyai,  le  9  juin  1799,  pour  retourner  dans 

pays,  il  se  trouva  une  dernière  fois  avec  Gauss  à  CJausthal 

^^sle  Harz,  le  24  mai  1799;  Gauss  avait  déjà  quitté  Gottingue 

^■*^  l'automne  de  1798  et  était  retourné  à  Brunswick.  Il  est  pro- 

^^bleque  les  deux  amis  se  sont,  en  cette  occasion,  entretenus  sur 

^   Question  des  parallèles;  en  effet,  après  que  Bolyai,  le  1  i  sep- 

^*^l)re  1799,  lui  eut  annoncé  de  Budapest  son  retour  dans  ses 

^J»'"^rs,  Gauss  lui  écrit,  le  9  décembre  1799  *.  «  Je  regrette  bien  de 

*^  ^  Voir  pas  profité  de  notre  voisinage  rapproché  d'autrefois  pour 

^^•^  naître  davantage  tes  travaux  sur  les  premiers  principes  de  la 

-*^oinétrie....  Fais-nous  donc  bientôt  connaître  ton  travail.  »  Ce 

Vail  où  Bolyai,  comme  il  l'avait  annoncé  à  Gauss,  dit  qu'il  est 


i 


^'  >  SAnTORius  vox  Waltershausen,  Gauss  zum  Geddchtniss.  Leipzig,  p    17: 
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parvenu  à  démontrer  le  cinquième  postulat  d^Euclide,  est  bîe:^^ 
celui  cité  dans  la  Lettre  du  i6  septembre  i8o4  et  envoyé  à  cet 
date  à  Gauss  sous  le  nom  de  Théorie  de  Gôttingue  relative  ai 
parallèles,  et  dont  nous  devons  ainsi  fixer  l'origine  entre  l'ai 
tomne  de  1798  et  le  mois  de  juin  1799. 

A  Gôttin<;ue  même,  Bolyai  n'a  pas  dû  manquer  d'incitations  s 
s'occuper  de  la  théorie  des  parallèles.  Abstraction  faite  de  cetU 
circonstance  que,  vers  la  fin  du  dix-liuitième  siècle,  cette  questioi 
excitait  un  grand  intérêt  dans  un  cercle  très  étendu  (p.  21 1-2 1 3)^1^ 
l'on  sait  que  Kœslner  s'est  occupé  sérieusement  de  l'axiome  XP 
d'Euclide,  y  a  fait  allusion  dans  ses  Cours,  et  que  ce  fut  en  1763 
qu'il  provoqua  la  Dissertation  de  Kliigel  (p.  i4^)-  Mais  ce  qui  est 
encore  plus  significatif,  c'est  que  Bolyai  avait  des  relations  d'à- 
milié  avec  un  homme  très  au  courant  des  recherches  sur  la  théorie 
des  parallèles,    le  professeur  d'Astronomie  Sejflcr,   dont    nous 
avons  parlé  en  détail  dans  notre  Livre  (p.  214-21 5).  Cela  est  dé- 
montré, non  seulement  par  les  nombreux  souvenirs  et  demandes 
d'informations,  relatifs  à  Sey  (Ter,  que  l'on  rencontre  dans  les  Lettres 
de  Bolvai  à  Gauss,  mais  encore  par  ce  qu'il  écrit  dans  son  auto- 
biographie :  «  Je  fis  [le  9  juin  1799]  le  chemin  à  pied.  Le  profes- 
seur d'Astronomie  (qui  [plus  tardj   se  trouva  avec  Napoléon  à 
Austcrlitz,  où  il  était  un  de  ses  colonels  du  Génie  {Ingénieur- 
Oberts))  et  d'autres  encore  m'accompagnèrent  à  pied  jusqu'au 
premier  village  »  (*). 

Wolfgang  Bolyai  devint,  à  partir  d'avril  i8o4,  professeur  de 
Mathématiques,  de  Physique  et  de  Chimie  au  Collège  év.  réf.  de 
Maros-Yasàrhely.  Les  espérances  qu'il  fondait  sur  son  travail  ne 
furent  pas  réalisées,  et  plus  tard,  malgré  tous  ses  efforts,  le  but 
qu'il  recherchait  ne  put  èlrc  atteint.  Il  écrit  à  ce  propos  dans  son 
autobiographie  :  a  Comme  je  n'étais  pas  satisfait  de  mes  tenta- 
tives pour  démontrer  l'axiome  des  parallèles,  et  qu'après  les  avoir, 
pendant  bien  longtemps,  poursuivies  jusqu'aux  limites  du  possible, 


(')  K.-F.  ScyffjT  (1702-1822)  quitta  en  1800  Gutlinguc,  où  il  était  professeur 
extraordinaire  d'Astronomie.  De  i8o5  à  1806,  il  occupa  le  poste  d'officier  du 
fiénie-topographe  au  quartier  général  de  Napoléon.  Plus  tard,  il  devint  directeur 
du  Bureau  de  Topographie  et  de  Statistique  à  Munich.  Comparer  Allgemeine 
deutsche  Biographie,  t.  \\\IV,  p.  107. 
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j'en  perdais  le  repos,  mon  feu  pour  les  Malhémaliqiies  s'éleignil 
et  je  me  loiirnai  vers  la  poésie.  »  Il  se  plaint  à  son  fils  Johann  en 
(lisant:  m  Si  jadis  j^eus  pu  arriver  à  un  résultat  dans  la  question 
de  l*axiome  XI,  je  ne  me  serais  occupé  ni  de  la  construction  des 
poêles  (5/r)  ni  de  l'art  poétique,  et  j'eus  été  un  homme  et  un  pcre 
de  famille  meilleur.  » 

W.  Bolvai  a  exposé  ses  aperçus  sur  les  principes  de  la  Géométrie 

dans  rOuvrage  :  Tentamen  ju\rcntutem  studiosarn  in  e  le  me  n  ta 

-Vafheseos,,,  introducencfi  (*)   dont  le  premier  Volume  parut 

^n  i83a,  le  second  en  i833.  Dans  le  Generalis  conspectus  Geome- 

tn'œ  (i.  1,  p.  442-502),  il  rend  compte,  à  partir  de  la  page  490,  de 

*^5  premiers  essais  de  démonstration  du  cinquième  postulat  d'Eu- 

clide,  et  indique  en  chaque  cas  quel  axiome  nouveau  il  est  néces- 

^"^  d'admettre,  pour  que  Fessai  de  démonstration  devienne  une 

^^rilable  démonstration.  11  parle  en  le  plus  de  détails  d'une  ten- 

'*'ive  de  démonstration  qui  a  les  plus  grands  rapports  avec  celle 

I""    communique,  en  i8oi,  dans  le  Supplementum  ad  Theo- 

''fnwn  parallelarum, 

■*•    Johann,  fils  de  Wolfgang  Bolvai,  né  le  i5  dccemhre  1802,  à 

^>Uuseiiburg,  était,  comme  l'écrit  son  père  à  Gauss,  le  20  juin  i83i , 

doii^   d'aptitudes  étonnantes  pour  les  Mathématiques.  «  Son  père 

"ot   ^    conserver  lui-même  la  direction  de  ses  éludes  mathéma- 

"qwes  ;   »  raconte  Koloman  Szilj  (^).    «   Ses  progrès  en  Mathé- 

ïwatici^j^j  étaient  rapides  comme  l'éclair,  et  tels,  comme  se  plaisait 

*  *^   '^conter  son  père,  qu'il  n'attendait  pas  la  démonstration  des 

iheortVjyjçg  el  la  donnait  lui-même  le  premier.  Il  faisait  un  bond 

^^""^     Fk^oi  comme  un  diable  (.ç/c),  disait  son  père,  et  me  priait 

***^i*  plus  vite  en  avant.  » 

^^■^nt  au  cours  de  ses  recherches  sur  la  théorie  des  parallèles, 
Jon^^^  Bolyai  en  donna  lui-même  un  exposé  dans  une  autobio- 


^    '    ^'nc  nouvelle  el   magnifique  édition   a   été   donni^e   sous   les  auspices  de 

1  ^  ^^^wiic  Koyale  des  Sciences  de  Budapcsl,  par  M.  M.-J.  Koni{:  et  M.   IUk'1\. 

\X  »*'^tnicr  Volume,  <]ui  vient  de  paraître  (orné  d'un  portrait  de  \V.  Bolvai),  ne 

r««* 'Tinç  qyg  I3  partie  arithmétique  du  premier  Volume  de  l'édition  originale. 

**^  ^rteiezések  a  mathematikai  tudomànyok  korelHil.  [Ahluindlitn^en  ans 

ii£»    Gebieten    der    mathematischen    llissensc/ui/ten  ).    Bd.   \l,    lleft    ÎK    Bu- 

^'*tl.  des  Science»  mathém  ,  2'  sérir,  i.  \\l.  (  A«»ùl  i>*«»7.)  lO 
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graphie,   dont  M.  Franz  Schmidl  place  la  date  de  composi  S^b  o'^ 
entre  i84o  et  i85i. 

«  Il  [mon  père]  me  fît  remarquer  les  grandes  lacunes  et  I 
suffîsancc  de  la  théorie  des  parallèles;  il  me  fît  voir  que. 
que  procédant  bcaucoa|)  mieux  que  ses  prédécesseurs,  il  n*a 
cependant  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant  ni  de  convenable, 
ce  sens  qu^aucun  de  ses  nouveaux  axiomes,  dont  chacun  d^aill 
sufiisait  pour  démontrer  rigoureusement  Faxiomc  XI,  ne  possé 
le  degré  nécessaire  d'évideuce  géométrique,  quelque  admissibi 
justifîable  qu^il  semblât  au  premier  coup  d*œil.  Il  affîrmait,  s 
démonstration    néanmoins,    qu*il    est   impossible   de   démoni 
Taxiome  XI;  cl  en  craignant,  non  sans  raison,  que  je  pourra 
passer  toute  ma  vie  vainement  et  infructueusement,  il  s'efforça 
toutes  les  manières  possibles  de  me  détourner  de  la  continuât 
de  mes  recherches  et  de  m'en  inspirer  Thorreur.  » 

«  Comme  je  lui  avais  écrit,  de  l'Académie  royale  et  impériale  ™" 
(irnie  de  Vienne,  que  je  venais  d'entrer  dans  une  voie  pouv 
mener  à  la  démonstration  de  l'axiome  XI  d'Euclide,  en  prouv 
qu'une  ligne  parallèle  à  une  ligne  droite,  c'est-à-dire  une  li 
équidistante  d'une  ligne  droite,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  ^e^sl 
également  une  ligne  droite,   et  que  j'avais  commencé,  dans  *^ 

but,  par  le  développement  des  propriétés  d'une  telle  ligne  au  ^::^^^ 
où  celle  affîrmalion  serait  fausse  (  *  ),  il  me  répondit  comme  il  s»  *•  *'' 
dans  une  roniarcpiable  Lettre  [la  Lettre  manque] -      — 

a  (Vost  en  i8>.3  qu'il  [Johann]  pénétra  la  vraie  nature  de  ! 
|)roblèine,  quoique  ensuite  il  ait  ajouté  des  conditions  relati 
aux  matériaux  et  à  la  forme.  '> 


ni 
me 


n 
es 


Cette  aHirmation  est  prouvée  et  complétée  par  une  Lettre  éci —  ^    . 
doTomesvâr,  le  ^  novembre  i8'.>.3,  à  son  père,  par  Johann  Boly^  .^s^^'- 
Dans  celte  Lettre,  écrite  en  langue  magvare  et  retrouvée  dans     ^ 
papiers  de  Wollgang  Bolvai,  par  M.  le  Professeur  Martin  Schmi^ 
qui  n<»us  en  a  obli^eanuneut  communiqué  une  traduction,  ncP 
lisons  : 


-es 
t. 


(M   hnnr  Joli.mn  lîol>ni  a  suivi  dans  srs    rcchcrclif^  ^comêlriqucs  la  voie    */* 
;i\.ul  tio  «Itj.i  in.niuunc  a%or  miccos  |»ar  Sacrhori  (i7ÎMct  Laiiibort  (iHUi). 
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«  Je  suis  loul  à  fait  décidé  à  publier  un  Ouvrage  sur  la  théorie 
des  parallèles,  dès  que  j'aurai  mis  les  matériaux  en  ordre  et  que 
les  circonstances  le  permeltronl.  Je  ne  l'ai  pas  encore  (a'ilf  mais 
la  voie  que  j'ai  suivie  a  certainement,  pour  ainsi  dire,  presque 
alteint  le  but;  le  but  même  n*est  pas  atteint,  mais  j'ai  découvert 
des  choses  si  belles  que  j'en  ai  été  ébloui  ;  il  serait  à  jamais  regret- 
table si  elles  étaient  perdues.  Lorsque  vous  les  verrez,  vous  le  recon- 
naîtrez aussi.  Kn  attendant  je  ne  puis  ici  dire  autre  chose  que  ceci  : 
•/V/i  i/u  néant  tiré  un  nouvel  univers.  Tout  ce  que  je  vous  ai 
conimimiqué  jusqu'ici  n'est  qu'une  maison  de  cartes,  comparé  à 
cette  tour.  Je  suis  déjà  autant  persuadé  que  cela  me  fera  honneur 
que  si  cela  avait  déjà  eu  lieu.  » 

Hans  son  autobiographie  Johann  continue  comme  il  suit  : 

«i   II  [Johann]  communiqua  ce   travail   à  son   père,   ainsi  qu'à 
d  autres  personnes,  parmi  lesquelles  se  trouvait  M.  Johann  Wolter 
^on  Eckwehr  qui  avait  été  son  professeur  à  l'Académie  du  Génie, 
dans  UQ  manuscrit  de  i8'2J,  où  se  trouvait  déjà  exposé  le  principe 
de  toute  la  question;  ce  manuscrit  sera  encore  vraisemblablement 
^■^tre  les  mains  de  ce  dernier.   Après   s'être  rencontré  avec  son 
P^*^,  il  s'entendit  avec  lui  pour  lui  en  fournir  une  traduction  eu 
"*^în  qui  parut  en    i832  comme   Appendix  au    Tenlamen.   Le 
^^^tamen  avec  Y  Appendix  furent  envoyés  à  Gauss.  Sa  réponse 
^t^îva  six  semaines  après.   Gauss  commence  ainsi  :  Il  ne   peut, 
*l*«elque  bizarre  que  cela  puisse  sembler  au  premier  abord,  louer 
^*  travail   et  cela,  parce  que  le  louer  serait  se  louer  lui  même; 
^■^  effet,  le  contenu  tout  entier  de  l'Ouvrage,  la  voie  que  je  me 
**tis  frayée,  comme  les  résultats  auxquels  j'ai  été  conduit,  coïn- 
^•deni  presque  entièrement  avec  les  propres  méditations  et  re- 
cherches qui  ont  occupé  son   esprit  pendant   Irentc  ou    Ireiile- 
^•oq    ans.    Dans    une    première    Lettre    il    écrivait    [Gauss,    le 
^**  novembre   1804]  :   qu'il  espérait  pouvoir  éviter  ces  écueils. 
•«  Vipère  donc  !  !  » 

^s  derniers  mots  révèlent  une  certaine  déiiance  envers  Gauss, 

S***  sera  peut-être  expliquée  par  ces  mots  de  Koloman  S^ily  : 

'  ^olfgang  et  Johann  n'étaient  pas  en  bons  termes.  Le  fils  fut  pl<>iu 

^plousic  et  d'ingratitude  jusqu'à  la  iin;  ce  ressentiment  provenait 
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num)  (^)y  une  occasion  favorable  de  l'envoyer  quelque  chose.  Je  ne  t'en- 
voie que  (les  (lemi-reuilles,  pour  que  ma  lettre  ne  soît  pas  suspecte  ('). 

Sous  le  couvert  de  celle-ci,  je  t'envoie  ma  théorie,  de  Gottingue,  rela- 
tive aux  parallèles;  par  la  poste  suivante  je  voudrais  t'envoyer  les  prin- 
cipes de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie;  cela  peut  aller  jusqu'à  trois 
courriers  :  si  le  système  lui-même  pouvait  t'intéresser,  j'en  serais  très  heu- 
reux. J'ai  laissé  de  C(^té  cette  théorie  pendant  environ  trois  ans,  car  les 
événements  m'ont  empêché  d'y  travailler;  j'ai  dû  maintenant  la  reprendre 
vu  vue  de  l'enseignement  et  je  l'ai  renfermée  dans  un  espace  plus  restreint. 
Je  ne  puis  y  découvrir  d'erreurs;  éprouves-en  l'exactitude  et  écris-moi  le 
plus  t«'»t  possible;  écris-moi  tes  objections;  dis-moi,  ou  si  je  me  suis  mal 
exprimé,  ou  peut-être  trop  en  abrégé;  je  l'ai  fait  écrire  par  un  étudiant, 
car  je  n'écris  pas  bien,  mais  j'ai  eu  de  la  peine  à  corriger  les  fautes  et  il 
peut  encore  m'en  être  écbappé  dans  quelques  lettres.  Ici,  il  n'y  a  aucun 
goiU  pour  ce  genre  de  choses;  aussi  suis-je,  en  général,  exécré  parles 
prétendus  savants  arriérés  d'ici.  Si  tu  juges  que  ce  petit  opuscule  en  vaut 
la  peine,  envoie-le  à  une  Académie  capable  de  le  juger  et  de  lui  donner  le 
sceau  de  son  approbation.  Je  suis  préparé  à  entendre  des  jugements  défa- 
vorables, aussi  je  ne  disconviens  pas  que  je  n'aurais  pas  encore  publié  cela, 
si.  pour  pouvoir  vivre  en  paix  parmi  mes  nombreux  critiques,  il  n'avait  pas 
fallu  hasarder  quelque  réputation  extrinsèque.  Tu  sais,  n*e<t-ce  pas,  ce  que 
dit  llamlet  :  «  The  spurns,  that  patient  merit  of  th'unworthy  takes  ». 


III. 
Gauss  à  W.  Bolyai. 

Itnin>\\irk,  le  j')  novembre  i84»i. 

M.iîntenant.  ...  encore  quelque  cho>e  à  propos  de  ta  Communication 
i:éiMnélri.|ue.  J'ai  lu  ton  Mémoire  avoo  le  plii>  i;rand  intérêt  et  la  plu< 
urandt'  attention  et  j'ai  été  vraiment  rtj««ui  de  la  profonile  per*i|»icacilé 
tlonl  tu  l'ai"  premt*.  Mai*»  oe  n'e^t  pa<  une  louange  inutile  que  tu  désires: 
ot'llo-oi.à  un  r«Miain  point,  pourrait  aus-i  sfuibliT  partiale,  car  la  marche 
d»*  ti*««  idi  Ci  a  bi^îuioup  i\c  >iinilitnde  a\re  telle  qut»  j'ai  autref«»is  moi-même 
rn»pl.»Nro  dan>  la  rrrh»Trln'  tic  la  <ohilitMi  dt»  ce  Uicud  ^ortlien.  recherche 
x.ifM  •  rui'oie  jiè"  l'i  iiM.  r.'t'>i  "<'iiliMntMit  nii'n  jni:i'ni<'nt  sincère  et  sans  dé- 
i.Mir  qjf  (ti  d.  "iii'".  I.r  vuiv'i  :  la  nirilio.l»»  nr  luf  ^.iii^fait  /nts  encore.  Je 
N.n*'  rhriA  hiM  a  nj.^tHo  in  pK-ini-  liiini<'if.  .«xir  louii*  la  riarti'  pi>>sible.  la 
|»;«!i»    li  .il  li.»j'j'vMn'':ii   «]\ii*   \\    ti.^'ixo  i'n«>;t'     ■.  l   >jui  appartient   au«>>i  au 
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d'autrefois,  pour  connaître  davantage  les  travaux  sur  les  premiers  principes 
de  Ja  Géométrie;  je  me  serais  ainsi  certainement  épargné  bien  des  peines 
inutiles,  et  j'aurais  eu  Tesprit  plus  en  repos,  autant  que  quelqu'un  de  mon 
raractère  peut  Tavoir,  lorsqu'il  reste  encore  tant  à  désirer  relativement  à 
un  tel  sujet.  Quant  à  moi,  mes  travaux  sont  déjà  bien  avancés  (autant  que 
m'a  permis  de  le  faire  le  peu  de  temps  que  m'ont  laissé  mes  occupations 
de  nature  toute  diflférenle);  mais  la  voie  dans  laquelle  je  suis  entré  ne 
conduit  pas  au  but  que  l'on  cherche,  et  que  tu  affirmes  avoir  atteint,  mais 
conduit  plutôt  à  mettre  en  doute  l'exactitude  de  la  Géométrie. 

Je  ^uis,  il  est  vrai,  arrivé  à  bien  des  choses,  qui  seraient  par  la  plupart 
des  hommes  regardées  comme  une  démonstration  valable,  mais  qui,  à  mes 
veux,  ne  démontrent  pour  ainsi  dire  rien;  par  exemple,  si  l'on  pouvait 
démontrer  l'existence  possible  d'un  triangle  recliligne,  dont  l'aire  serait 
plus  grande  que  toute  surface  donnée,  je  serais  alors  en  état  de  démontrer 
*vec  une  rigueur  parfaite  toute  la  Géométrie. 

I^a  plupart,  il  est  vrai,  voudraient  donnera  cela  le  rang  d'un  axiome,  moi 

"^on  ;  il  serait  bien,  en  effet,  possible,  quelque  éloignés  entre  eux  que  l'on 

choisisse  les  trois  sommets  du  triangle  dans  l'espace,  que  son  aire  fût  néan- 

•ï^oins  toujours  inférieure  (in/ra)  à  une  limite  donnée.  Je  possède  quel- 

*l*«s  théorèmes  pareils,  mais  je  ne  trouve  en  aucun  d'eux  quelque  chose 

^^  satisfaisant.  Fais-nous   donc   bientôt   connaître    ton    travail;  tu  auras 

■cquis  alors  droit  à  la  reconnaissance,  mais  non  pas  celle,  il  est  vrai,  du 

gros  da  public  (auquel  appartiennent  cependant  nombre  de  gens  regardés 

comme  d'habiles   mathématiciens);  je   m'aperçois,   en    effet,   davantage 

chaque  jour  que  le  nombre  des  vrais  géomètres  est  extrêmement  restreint, 

^^  <]ue  la  plupart  des  gens  ne  sont  capables  ni  de  porter  un  jugement  sur 

'W  difficultés  de  pareils  travaux,  ni  même  de  les  comprendre;  mais  jouis 

«c  la  reconnaissance  de  tous  ceux  dont  l'opinion  seule  peut  avoir  effecti- 

veiDeni  du  prix  pour  loi! 

Il  • 

'•  ^  trouve,  à  Brunswick,  un  émigré  nommé  Chauvelot,  qui  n'est  pas 

*"vais  géomètre,  et  qui  prétend  avoir  complètement  établi  la  théorie  «les 

''<>'tcs  parallèles:  son  travail  sera  imprimé   bientôt,  mais  je  n'en  attends 

*'"  de  bon.  Dans  \cs  ArchU'es  de  Hindeburg^  neuvième  Partie,  se  trouve 

f^'cinent  une  nouvelle  recherche,  d'un  certain  llauff,  sur  le  même  sujet; 

^^*  au-dessous  de  toute  critique. 


Il 


W.  Bolyai  à  Gauss. 


Maros  Vàsàrhcly,  le  H»  septembre  iMo^. 
"  m'est  venu  l'idée,  au   lieu   d'attendre   plu«   longtemps  (nonttm  an- 
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chose  serait  nette  et  claire.  Le  théorème  est  du  reste  exact,  mais  dîf6cile 
à  démontrer  en  toute  rigueur  sans  présupposer  d'avance  la  théorie  des 
parallèles.  On  pourrait  donc  toujours  appréhender  que  les  angles  dke^ 
ckf^fkgy  etc.  ne  diminuassent  successivement. 

Si  cela  avait  lieu  {exempli  gratiâ  seulement)  en  progression  géomé- 
trique, de  sorte  que  l'on  eût  ekf  =  ^^  X  dke^  fkg  =  i|/  dke^  etc.  (  4*  étant 
plus  petit  que  i),  alors  la  somme  de  tous  les  rapprochements,  quelque 
grand    que    Ton    prenne    leur    nombre,    resterait    toujours   inférieure   à 

j-  X  ekf^  et  Ciitte  limite  pourrait  encore  alors  être  toujours  inférieure 

à  l'angle  droit  dk^.  Tu  as  exigé  de  moi  un  jugement  sans  détour;  je  te 
Tai  donné,  et  je  te  répète  encore  l'assurance  que  cela  me  ferait  le  plus 
grand  plaisir  si  tu  surmontais  toutes  ces  difficultés. 


IV. 
W.  Bolyai  à  Gauss. 

Marcs- Vâsàrhely,  le  3o  juin  i83i. 

[Mon  fils]  est  déjà  lieutenant  en  premier  dans  le  Corps  du  Génie  et 
sera  bientôt  capitaine;  c'est  un  beau  garçon,  un  virtuose  sur  le  violon; 
il  est  fort  en  escrime  et  brave,  mais  il  s'est  souvent  battu  en  duel,  et  c'est 
encore  un  militaire  un  peu  trop  bouillant,  mais  aussi  un  parfait  galant 
homme  :  de  la  lumière  dans  les  ténèbres,  des  ténèbres  dans  la  lumière. 
Il  est  passionné  pour  les  Mathématiques  et  possède  pour  elles  de  rares 
aptitudes  d'esprit,  il  est  maintenant  en  garnison  à  Lemberg;  il  a  pour  toi 
la  plus  «grande  vénération,  il  est  capable  de  te  comprendre  et  de  t'appré- 
cier.  C'est  à  sa  demande  que  je  l'envoie  ce  petit  opuscule  de  lui  ;  aies  la 
bonté  de  le  juger  avec  tes  yeux  si  perspicaces,  et,  dans  la  réponse  que 
j'attends  impatiemment,  écris-moi  ton  arrêt  sans  ménagement.  C'est  le 
premier  commencement  de  mon  œuvre  qui  est  sous  presse;  j'aurais  bien 
voulu  t'envoyer  le  premier  Volume,  mais  il  n'est  pas  encore  publié. 

[A  rinlérieiir  de  l'enveloppe  de  la  lettre,  W.  Boijai  écrit 
encore  ce  qui  suit]  : 

A  mon  avis,  dans  l'opuscule  de  mon  fils,  //  est  construit  géométrique- 
ment (c'esl-à-rlirc  où  a  ne  coupe  pas  la  première  fois  6,  pour  c  =  Tunité 
de  la  droite)  mais  la  f^randeur  de  //,  de  o  à  K  (le  premier  exclus,  le 
second  inclus),  n'est  pas  déterminée.  El  chaque  théorème  en  Géométrie  ou 
bien  dépend  de  //,  ou  bien  en  est  indépcndanl  :  par  exemple,  au  §26.  la  Tri- 
gr>nométrie  sphéri<jue  est  établie  indépendamment  de  //,  de  même  que  l'aire 
de  la  s[)lière  ou  de   la  zone,  etc.    Mais  tout   ce   qui  dépend  de  a  sera  ex- 
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primé  par  une  certaine  fonction  de  w,  où  rien  ne  reste  indéterminé 
Ii4»rinis  la  grandeur  de  u  et  sera  vrai  pour  chaque  valeur  subjectivement 
|>os!»ible  de  u.  Ainsi,  quand  on  a  pour  un  certain  cas  f(u)=zy^  et  que  u 

Fig.  2. 


est  représenté  par  l*abscisse  (croissante  de  o  à  R)  et  ^  par  l'ordonnée 
correspondante,  alors  la  grandeur  de  y  sera  donnée  par  l'expression 
générale  qui  dépend  de  i/,  pour  chaque  valeur  de  u  et  aussi  à  la  limite 
pour  u  =  R.  Il  se  sert  de  certaines  lettres  majuscules  et  minuscules:  elles 
sont  «railleurs  toutes  de  certaines  fonctions  de  m;  il  eût  été  plus  élégant 
et  plus  clair  de  les  exprimer  ainsi,  puisque  cela  se  déduit  aisément  du 
travail  même;  du  reste,  cette  façon  de  parler  ne  diffère  que  par  les  mots 
seuls  de  ce  qui  se  trouve  dans  l'Ouvrage.  A  la  fin,  il  fait  voir  que,  si  u 
n*est  pas  égal  à  R,  Ton  a  la  quadrature  du  cercle. 


V. 


Maros  Vâsârhely,  le  lO  janvier  i832. 


[\V.  Bolvai  envoie  à  Gauss  TAppendice,  et  écrit  à  cetle  occa- 
sion] : 

Mon  fils  était  absent  lorsque  son  Travail  a  été  imprimé,  il  a  fait  cor- 
rifjcr  les  erreurs  (dans  V Errata  à  la  fin).  J'en  ai  corrigé  la  plupart  à  la 
plume,  pour  t'éviter  cet  ennui.  Il  m'écrit  de  Lemberg  qu'il  a  depuis 
rendu  beaucoup  d'endroits  plus  simples  et  plus  élégants,  et  qu'il  a  dé- 
montré l'impossibilité  de  déterminer  a  priori  si  l'axiome  XI  est  vrai  ou 
non. 
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VI. 


Gauss  à  W.  Bolyai. 

Gotiingue,  le  6  mars  i833. 

. . .    Parlons  maintenant  un  peu  du  travail  de  ton  fils. 

Si  je  commence  en  disant  que  je  ne  puis  louer  ce  travailf  tu  pourras 
bien  un  instant  reculer  d'étonnement  ;  mais  je  ne  puis  dire  autre  chose; 
le  louer  serait  me  louer  moi-même;  en  effet,  le  contenu  tout  entier  de 
l'Ouvrage,  la  voie  qu'a  frayée  ton  fds,  les  résultats  auxquels  il  a  été  con- 
duit coïncident  presque  entièrement  avec  mes  propres  méditations  qui 
ont  occupé  en  partie  mon  esprit  depuis  déjà  trente  à  trente-cinq  ans. 
Aussi  ai-je  été  complètement  stupéfait.  Quant  à  mon  travail  personnel, 
dont  d'ailleurs  j'ai  confié  peu  de  chose  jusqu'ici  au  papier,  mon  intention 
était  de  n'en  rien  laisser  publier  de  mon  vivant.  En  effet,  la  plupart  des 
hommes  n'ont  pas  l'esprit  juste  sur  les  questions  dont  il  s'a<;it,  et  j*ai 
trouvé  seulement  bien  peu  d'entre  eux  qui  prissent  un  intérêt  particulier 
à  ce  que  je  leur  ai  communi({ué  à  ce  sujet.  Pour  pouvoir  prendre  cet 
intérêt,  il  faut  d'abord  avoir  senti  bien  vivement  ce  qui  fait  essentielle- 
ment défaut,  et  sur  ces  matières  la  plupart  des  hommes  sont  dans  une 
obscurité  complète.  C'était,  au  contraire,  mon  idée  de  mettre,  avec  le 
temps,  tout  ceci  par  èrrit  alin  qu'au  moins  cela  ne  périsse  pas  avec  moi. 

Aus-^i  est-ce  pour  moi  une  aj:rèal)le  surprise  de  voir  que  cette  prin»» 
peut  maintenant  m'èlre  épargnée,  et  je  suis  rempli  d'une  joie  extrt'ine 
<|ue  ce  "^oit  précis«''inenl  le  (ils  de  mon  vieil  ami  (jui  m'ait  devancé  d'une 
manière  si  romanpiable. 

Je  trouve  les  notations  très  précises  et  propres  à  abréger  le  discours; 
cependant  je  crois  qu'il  serait  bon,  pour  quelques-unes  des  notions  prin- 
cipales, de  choisir  non  seulement  des  syinbules  ou  lettres  mais  encore 
uue  terminologie  déterminée,  et  j'ai  déjà  depuis  assez  longtemps  pensé 
à  de  pareilles  désignations.  Tant  que  l'on  ne  fait  que  réfléchir  aux  ques- 
tions au  moyeu  de  l'intuition  directe,  l'on  n'a  besoin  ni  d'appellations,  ni 
de  symboles;  ils  ne  doioniient  nécessaiiMîs  que  lor*i(jue  l'on  veut  éclairer 
les  autres  hoiinues.  !/on  pourrait,  par  exemple,  donner  à  la  surface  que 
ton  lils  (lèsigiM?  par  V  le  nom  «le  /taras/t/irrc;  à  la  ligne  L  le  nom  «le 
pdntcycle;  ce  sont,  en  principe,  la  surface  de  la  sphère  et  la  circonierenoo 
<lu  ceide  dont  le  rayon  e^^t  irilini.  (.)n  pourrait  nommer  hyptrcycic  le 
comj»h'\e  de  tous  le<  pcMiit*^  èipiidi^taiit'^  d'une  droite  située  dans  le 
même  plan  qu'eux;  de  uièin<*  r<»n  pouriait  paih-r  iVimm:  h r/n'/s/f/irre.  Mais 
tout  ('«'la  n  Cîst  (ju'inn!  «jnolion  JKMN'ssoirt»  ^aiis  impoi  tance.  !-a  rlios»*  prin- 
cipale c'est  le    fond  et  non  la  foi  ine. 

l>ans    qiich|u«'>    parlii's    de    ces    recherche*^,    j  ai    *«ui\i    une    autr»'    >oic; 
comme  •i|)ccim('n.  j»*    jnjn*   jri    une   dcmon>t r.ition  purement    ;:<''omctri»|ue 
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^e-^qi  •■  itiséc  à  «grands  traits)  de  ce  théorème  que  la  quantité  dont  la  somme 
<le-?«  sangles  d*un  triangle  dilTère  de  i8o"  est  proportionnelle  à  Taire  du 
f  ri«A  iv  «;le. 

I-        E.e  complexe  de  trois  droites  ab^  cd^  e/*,  telles  que  l'on  ait  ab\^dc^ 

Fig.  3. 
6|      ir 


^"t  ^Jy  ef^ba^  forme  une  figure  que  je  nomme  T.   L'on  peut  démontrer 
<\^c  Celle  figure  est  toujours  située  dafis  un  plan. 

II.  Celte  partie  du  plan  qui  est  située  entre  (*)  les  trois  droites  a6,  crf, 
^/i  possède  une  aire  finie  déterminée;  désignons-la  par  /. 

lll.  Deu\  droites  a6,  ac  se  coupant  en  a  sous  un  angle  cp.  Ton  peut 
déterminer  une  troisième  droite  de  telle  sorte  que  l'on  ait  ab  |||  ed^ 
ac'\de\  alors  de  est  aussi  située  dans  un  plan  avec  ab  et  aCy  et  l'aire  de 

|«*î  n      f. 


la  surface  comprise  entre  ces  droites  est  finie,  et  ne  dépend  que  de 
Tangle  o.  Evidemment  en  2,  de  et  bac  ne  forment  qu'une  ligne  droite 
]or54]ue  9  =  i8o*,  et,  par  conséquent,  la  valeur  de  cette  aire  s'évanouit  en 
même  temps  que  180" — ç.  L'on  posera  donc,  en  général,  que  l'aire 
=  F(i8o" — çp),  F  dé<«ignant  un  symbole  fonctionnel. 

IV.  TiiÉORKME.  —  On  a  toujours 

F(Q)-t-  F(i8o"— 0)=  /. 

La  démonstration  est  donnée  par  la  figure,  où  bac  =  cp.  bad  —  «80" —  9, 


(')  Dans  une  exposition  complète,  il  faut  aussi  que  des  mots  tels  que  «  entre  » 
»f>ieot  ramenés  à  des  définitions  claires,  cela  s'entend  de  soi,  mais  c*cst  ce  que 
je  o*ai  jamais  trouvé  nulle  part. 


i?4 


PKEMIÊHB  PAHTIB. 


«c|||/tf,   efl^ab,    ab^h^,   adlgh,  et  où   Taire  est  inscrite    en    encre 
rouge  ('). 

Mg.    0. 


V.  TiiKORÈMB.  —  L'on  a  toujours 

F(îp) -h  F(<^) -+- F(i8o"— 9  —  <^)  = /. 

La  tlémorislration  se  voit  clairement  sur  la  figure  (6),  où  les  trois  por- 
tions d'aire  (i),  (2),  (3)  ont  pour  valeur 

(i)  =  F(i8o"— ç>-i|/), 
(2)=  F(cp), 
(3)  =  Fr^.), 


cl  leur  somme  esl  =  /. 


Fig.  f). 


VI.  CouoLLAiRi:.  —  On  a,  par  conséquent, 

F(G)-h  ?{\)=  t—  F{i8o"  — »  —  ^)=  F(^  -f-  «M, 
(1*011  Ton  ronchil  farilcnicnl  que 


F(c^) 

-1—  =  consl., 


c:- 


et  (]ue  celle-ci 


(')  Ce  sont  l''('f  )  cl  [''(iSo"— cp)  qui  sont  supposés  inscrits  en  encre  rougr. 

(L.  L.). 
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VII.  Théorème.  —  L'aire  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  Xy  B,  G 

est 

,80"  — ^A-+-B-+-C) 


180" 
Fig.  7. 


X  /. 


La  figure  fournit  la  démonstration.  On  a,  pour  Faire, 

_  „       A-+-B-+-C 

/  =  a-+-SH-Y-hZ=  5— t  -h  Z. 

^       ^  I 80° 

J'ai  voulu  ici  simplement  esquisser  la  démonstration,  sans  aucun  travail 
de  la  lime,  et  le  temps  m'a  manqué  jusqu'ici  pour  la  polir.  Tu  es  libre  de 
la  communiquer  à  ton  fils  ;  je  te  prie,  en  tout  cas,  de  le  saluer  cordiale- 
ment de  ma  part  et  de  l'assurer  de  ma  haute  estime  ;  propose-lui  en 
même  temps  de  s'occuper  du  problème  suivant  : 

Déterminer  le  volume  du  tétraèdre  (espace  encadré  par  quatre 
plans). 

Puisque  la  surface  d'un  triangle  peut  être  assignée  si  aisément,  on  eût 
pu  s'attendre  à  trouver,  pour  le  volume  précité,  une  expression  également 
simple;  mais  cette  attente,  parait-il,  a  été  déçue. 

Pour  traiter  la  Géométrie,  des  les  débuts,  d'une  manière  bien  ordonnée, 
il  est  indispensable  de  démontrer  la  possibilité  de  l'existence  du  plan.  La 
définition  habituelle  renferme  trop  de  choses  et  im))lique  déjà  un  théo- 
rème à  proprement  dire  tacite.  L'on  doit  s'étonner  que  tous  les  écrivains, 
depuis  Euclide  jusqu'à  nos  jours,  se  soient  mis  à  l'œuvre  d'une  façon  si 
négligente.  Mais  celte  difficulté  est  d'une  [nature]  complètement  difié- 
rente  de  celle  qui  consiste  à  faire  la  distinction  entre  1  et  S,  et  elle  n'est 
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pas  très  difficile  à  lever.  Probablement,  sur  ce  sujet,  je  trouverai  ton  livre 
satisfaisant. 

Par  rimpossibilité  où  l'on  est  de  distinguer  a  priori  entre  S  et  S,  se 
trouve  précisément  démontré  le  plus  clairement  que  Kant  a  eu  tort 
d'affirmer  que  l'espace  est  seulement  la  forme  de  notre  intuition;  J'en  ai 
indiqué  une  raison  tout  aussi  probante  dans  une  petite  Note  qui  a  paru 
dans  les  Gottingische  Gelehrte  Anzeigen,  en  i83i,  Partie  61,  p.  6ji'>  (  '  )• 
Peut-être  ne  regretteras-tu  pas  de  prendre  la  peine  de  te  procurer  ce 
Volume  des  G.  G.  A.  (que  tout  libraire  de  Vienne  ou  de  Ofen  [Buda|>cst] 
te  fournira )f  car,  parmi  d'autres  choses,  tu  y  trouveras  exposée,  en  deux 
pages,  la  quintcsseiico  de  mes  idées  relativement  aux  grandeurs  imagi- 
naires. 

MI. 


W.  Bolyai  à  Gauss. 

Mâros-Vàsârhcly,  le  20  avril  i83j. 

[W.  Boijai  envoie  à  Gaiiss  les  deux  Volumes  du  Tenliimen... 
et  écrit,  entre  autres  choses]  : 

A  la  fin  du  deuxième  Volume,  à  côté  de  l'explication  de  beaucoup  de 
notions  données  dans  le  premier  Volume  se  trouve  aussi  une  certaine  réu- 
nion des  «Icux  Irigonométries,  suivant  les  idées  de  mon  fds.  J'aurais  volon- 
tiers imprimé  la  «olution  relati>e  au  tétraèdre  (tniu>ée  par  mon  lils  une 
année  avant  la  publication  de  son  Appetuiix)\  mais  les  formules  qut».  j'y 
ai  >ues  étaient  trop  compliquées  et  je  ne  les  connais  pas  bien.  Avant  tout, 


(')  (iauss  fait  allusion  à  l'analyse  do  son  Mémoire  :  Thcoria  residuorum  bi- 
(/uadraticorum:  Commentatio  secunda^  qu'il  piihlia  dans  les  G,  G.  A.  Il  y  dit  à 
la  paj^r  (i^^  (Gauss,  (Jft'Mives,  t.  II.  p.  177  ;  i87«>)  :  «  Celle  distinetion  entre  la  droiit* 
et  la  ^aïK  lie  serait...  en  soi  conipiètenient  déterminée,  si  loulefois  nous  pouvi(»ns 
eoninuinitpier  notre  intuition  de  eelle  «listinelion  à  d'autres  seulement  par  une 
preuNe  rep<)sant  sur  le>  èlre*<  nialêrieh  en  prr>euce  eirerli\f  (les«|uels  l'on  s«*rail.  1» 
Tiau-»  ajoiiir  vu  notr.  au  bas  de  la  paf;e  :  «1  I^eï»  deux  remarques  ont  olé  déjà 
faites  par  Kant,  mais  on  ne  eoncitit  pas  eornnient  ce  philosophe  per^^pieaee  poux  ait 
eroire  trou\er  dan*^  la  première  une  démonstration  de  son  opinion,  que  l'espace 
e*it  seulement  une  forme  de  notre  intuition  extérieure,  pui>que  la  deuxième  re- 
manpie  dénn)ntrc  -i  elairement  le  contraire,  «'t  que  re>pace  doit  a\oir  une  sif^ni- 
lieatiiin  réelle  iiidèpend.immrnt  de  n«»tre  modr  iriiiluilion.  »  Kant,  en  \-;>s.\,  dans 
les  l^ntlc^omena  zu  vnwr  jedvn  kunftigen  Mctaphvsik  (§  !i{),aelienhé  à  eiii- 
ployr  re\i>*lenre  de  li^ur«"i  s\  métriques  p»»ur  la  démoiistr.ition  de  l'idéalité  di* 
l'emparé.  l.nitli>»  (pi'i'ii  i7'i*^,  ilan-»  le  Mémoire  l'on  ttem  erslen  (irunde  dus  l'nters- 
chit'd(S  dt'r  (iri^cndru  ini  /taumr,  il  a\.iit.  de  cette  même  lemanpie.  déduit  •«  la 
ré.dite  ellri  li\e  df  rr»»p,HM'  ab-^Mlu.    »» 
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j*aurais  aime  à  faire  imprimer  la  démonstration  qu'il  est  absolument  im- 
possible à  Tesprit  bumain  d'affirmer  si  Taxiome  XI  est  vrai  ou  faux  ;  mon 
nis  prétend  en  avoir  la  démonstration  évidente  :  d'ailleurs,  je  ne  puis  en- 
core démontrer  que  l'existence  aussi  bien  que  la  non-existence  de  cette 
proposition  peut  être  compatible  avec  les  autres  axiomes  d'Euclidc,  et  que 
fon  a  ainsi  deux  systèmes  différents  (chacun  valable  quant  à  soi),  chose 
que  je  sais  déjà  être  vraie  depuis  bien  des  années.  Mais  il  s'afçit  de  savoir 
aussi  s'il  n'y  pas  un  autre  axiome,  d'importance  au  moins  é^ale  à  celui 
qu'Euclide  et  les  autres  admettent  tacitement,  et  que  Ton  doit  admettre 
comme  vrai  dans  les  deux  systèmes.  Ce  que  que  j'ai  fait  avant  mon  fils  se 
trouve  dans  le  Tome  I,  p.  ^SS.. . . 


SUPPLÉMENT. 
Wolfgang  Bolyai  à  Sartorius  von  Waltershausen. 

Mâros-Vâsârliely,  le  i3  juillet  iHjG. 

...  Je  partis  alors  pour  Vienne...  une  circonstance  particulière  me  fil 
passer  d'abord  par  léna...  Je  ne  suivis  pas  de  cours  de  Mathématiques, 
mais,  me  promenant  seul  sur  les  bords  de  la  Saale,  à  l'aide  des  souvenirs 
éparpillés  dans  ma  mémoire,  je  commençai,  sans  livres,  à  spéculer  sur  les 
principes  des  Mathématiques,  et  comme  je  pensais  à  faire  aussi  quelque 
chose,  ce  fut  sur  ces  bords  de  la  Saale  que  prirent  leurs  premières  racines 
ces  idées  que  je  cherchai  plus  tard  à  raffiner  et  à  étendre.  De  iéna,  je  me 
rendis  à  Gùttingue  ;  c'est  là  que,  chez  le  bienveillant  professeur  ScyfTer, 
je  vis  Gauss /?oMr  /a  première  /ois,  et  moi,  avec  mon  peu  de  savoir,  j'eus 
Taiidace  de  lui  tenir  des  discours  (résonnant  comme  un  tonneau  >ide), 
sur  le  peu  de  profondeur  du  traitement  des  principes  des  Mathématiques, 
relativement  à  la  multiplication,  la  division,  rélé>ation  aux  puissances..., 
la  lijrne  droite,  le  plan,  les  égalités  à  leurs  divers  points  de  vue,  et  ainsi 
(le  suite.  Après,  nous  nous  rencontrâmes  chacun  seul,  sur  les  remparts; 
nous  nous  promenions  ensemble,  nous  nous  donnions  rendez-vous,  et 
bientôt  nous  nous  enrôlâmes  ensemble,  en  frères,  sous  le  drapeau  de  la 
\érité.  Depuis  lors,  c'est  avec  moi  qu'il  venait  ainsi,  le  plus  souvent,  se 
reposer  de  ses  profonds  travaux  ;  il  n'en  parlait  jamais  ni  d'a\ance,  ni 
même  quand  ils  étaient  accomplis;  une  seule  fois  j'aperçus  en  lui  une  sa- 
tisfaction modérée,  ce  fut  lorsqu'il  me  donna,  comme  souvenir,  un  petit 
Tableau  où  il  avait  inscrit  les  calculs  des  Disquisitiones  arithmeticœ^ 
a  ri-  tM>â,  relatifs  au  polygone  «le  17  entés. 

Nous  allâmes  aussi  tous  les  deux,  à  pic«l,  voir  ses  parents  à  Brunswick; 
sa  fiière  me  demanda  si  son  fils  deviendrait  quelque  chose  ;  en  entendant 
ma  réponse  :  le  premier  mathématicien  de  l'Europe  !  elle  fondit  en 
larmes. 
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Correspondance  de  Gauss  et  W.  Bolyai  (  <  ). 


Gauss  a  Bolyai. 

1 Brunswick,  39  sept.  1797. 

*2 »            21  avril  1798. 

6 »            3o  sept.  1798. 

4 »           29  nov.  1798. 

5 »             9  janvier  1799. 

6 »           22  avril  1799. 

7 >»           17  mai  1799. 

8 »           29  mai  1799. 

9 Helmstedty  iG  déc.  1799. 

10 Brunswick,  3  déc.  1802. 

11 X»           20  juin  i8o3. 

12 »           28  juin  180Î. 

13 Brunswick j  25  nov.  1804. 

14 Gottinguc,  20  mai  1808. 

15 »              2  sept.  1808. 

16 Gôttingue,  6  mars  i832. 

17 )•             '^3  octobre  i8;>0. 

IS ».              20  avril  iH'jK. 


Bolyai  a  Gauss. 


» 


» 


» 


» 


1.  Gottinguo,  3i  octobre  1798. 
3o  déc.  1798. 
4  mars  1799. 
20  mars  1799* 
9  avril  1799. 
12  mai  1799. 
3u  mai  i799> 
27  mai  1799. 
9.  Pcsth,  II  sept.  1799. 

10.  Clausenburg,  i3  avril  1800. 

11.  Domàld,  II  sept.  1802. 

12.  Clausenburg,  24  février  i8o3. 

13.  Domâld,  i*'  mars  1804. 

14.  Afaros  Vàsàrhely,  16  êept.  1804. 

15.  »  18  déc.  1807. 


2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

/  . 

8. 


16.  »  27  déc.  1808. 

17.  »  10  avril  1816. 

18.  Maros  Vàsàrhely  y  hq  juin  i83i. 

19.  Maros  Vàsàrhely,  i6  Janv.  18.12. 

20.  Maros  Vàsàrhely,  ao  avril  i835. 

21 .  »  4  <><^*^«   «835. 
2'2.                »                       3  ocl.   i83G 
23.                »                      iSjanv.  1S48. 
1\.               »                      6  fév.  i853. 


(')  La  (laie  et  le  lieu  d'origine   des  lettres  dont  nous  venons  de  communiquer 
les  extraits  sont  imprimés  dans  celle  Table  en  caractères  italiques. 
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COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES. 

WESSEL  (C.)-  —  Essai  sur  la  représentation  analytique  de  la  direc- 
tion. Publié  par  rAcadémie  Royale  des  Sciences  et  Lettres  de  Danemark. 
In-4',  xiv-60  p.  Copenhague,  Host  et  Son,  1897. 

Le  Mémoire  sur  lequel  l'Académie  royale  de  Copenhague 
a  voulu,  avec  juste  raison,  attirer  l'attention  des  géomètres  n'est 
qu'une  traduction  en  français  d'un  Mémoire  qui  lui  a  été  présenté 
il  j  a  un  siècle,  le  10  mars  1797,  et  qui  est  intitulé  :  Om  Direction 
nens  analytiske  Betegning.  C'est  un  travail  conçu  dans  le  même 
esprit  que  l'Ouvrage  célèbre  d'Argand  :  Essai  sur  une  manière 
de  représenter  des  quantités  imaginaires  ;  mais,  tandis  que 
l'Ouvrage  d'Argand  remonte  à  1806,  le  présent  Mémoire  a  été 
imprimé  dès  1798;  s'il  est  moins  riche  en  applications  intéres- 
santes que  l'opuscule  d'Argand,  il  contient  une  théorie  tout  aussi 
complète  et,  à  quelques  égards,  plus  précise  et  plus  ferme.  Le 
Mémoire  de  Wessel  a  d'ailleurs  un  autre  avantage  :  il  renferme 
une  théorie  des  opérations  algébriques  faites  avec  des  lignes  dans 
l'espace,  qui  permet  de  considérer  Wessel  comme  un  précurseur 
d'ilamilton  en  ce  qui  concerne  les  quaternions.  Mais,  tandis  que  les 
idées  d'Argand  ont  été  reproduites  en  18 13  et  portées  à  la  connais- 
sance des  géomètres  dans  les  Annales  de  Gergonne,  le  Mémoire 
de  Wessel  n'a  attiré  l'attention  de  personne;  son  mérite  et  son 
importance  n'avaient  même  pas  été  signalés  dans  V Histoire  de 
r Académie  des  Sciences,  publiée  en  i843  par  Molbeck. 

En  publiant  ce  Travail,  l'Académie  de  Danemark  répare  donc 
un  oubli  et  une  injustice;  elle  rend  en  même  tem[)s  un  service  à 
l'histoire  des  Mathématiques,  car  il  est  très  important  pour  This- 
torien  et  le  philosophe  de  savoir  comment  naissent  et  se  dévelop- 
pent les  idées  directrices  qui  sont  appelées  à  modifier  complète- 
ment la  marche  de  la  Science.  Ce  qu'il  faut  remarquer,  ici  encore, 
c'est  que  ni  Wessel,  ni  Argand  n'ont  été  des  géomètres  proprement 
dits.  Eu  particulier,  Wessel,  qui  était  un  arpenteur  et  un  carto- 
graphe de  grand  mérite,  n'a  jamais  publié  que  le  Mémoire  dont  la 
Iraductlon  française  nous  est  donnée  aujourd'hui. 

Cette   traduction,  qui  est  claire  et  correcte,  conforme  au  texte 

Dutl.  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  l.  X\I.  (Septembre  i««j7.)  1- 


•,'•♦■•';-.'*  i'*  '!.',; rî:.»î.   M.   Jj^^ilk'^n  ^«lît  •jêinoalré  l«  malui  l*** 
^  ^jT^-.  ■    7   ■*    >•    ri'.mr.r-»   «it   «if^*  Uazentes  ne    saorait  dépa»*^ 
^///'/.V>     *;:   \I.  Klria   il  st.  *  î-îar  «aj«C.  «ublï  une  relation  trcs 
*  -ijr*'.v  -ff.r.Mc^M**  *  nn^  r-arfa^  al^t^briqne  quelconque  eiq**'  ' 
:^.vfi.*  -•  .':i»ir/-Mr  d  .ïr.rrr.>f'>niir  t«>u*  les  cas  particuliers. 

L;i  f-'.fi-r^,fi^  e-t  di*i«»:e  en  qfi^tre  Parties. 

Im  ^''-rfii^jr^  concerne  l***  quartiques  non  singulières:  ell^*  ** 

'î..|.'ff*  'rfj  cifi^j  rUs^e*  qtii  f>euvenl  avoir  un  nombre  pair  J   ■"' 

H'-Kj'/fi*  r'-^r.lcs.  *-/^l  '*"  inférieur  à  huit,  et  qui  peuvent  avoî«"   **^^ 

t^w/'-uU:^  doubles  a  contacts  imaginaires  en  nombre  ég*^     * 

iftt/ri'-tir  H  qualnr.  res  deux  nombres  1  et  T  étant  liés  par  la  *"^ 

Non 

I-;sT  =  8. 

l/';iMf«'fir  ;i  vit'-  conduit  ainsi  à  Irenle-six  formes  pouvant  lO  ■-* 
*ln'  r<';di4/'eH  ri  dr>nt  il  a  donné  le  dessin.  ^^ 

Itii  «ifTondf  <;;ilr^r)rie   comprend   les  courbes  unicursales. 
4'ii|f|Miy}iril  Hiir  une  Tonne  générale  de  leur  équation,  on  obt 
iiiii\tiiiii\v   v\    un  ly|)es  difFérenls   dont   plusieurs   donnent 
lorMM'H  dislinrlcH.  ^^V 

Il   m*  renie   plus  qu'à   examiner  les  courbes  à   un  seul  pc^"^^       \cs 
doiibli'  (qui  Hoiii  du  f^c^nre  •>,)  et  les  courbes  à  deux  points  doub      _^^V 
(qui  MMiii  ellipiiques).  Les  premières  fournissent  encore  dix-s( 
lv|n"*.  b"*  Hi-eniides  (|narnnle  types  dirterents. 

TiiiiIeH  «fM  lonnes  si>nt  ^roupiS^s  en  quatre  séries  de  Planch 
Il  lu  lin  fin  \  oluine.  qui  sera  lu  avec  profil  par  tous  ceux  qu'int< 
iiMsif  lu   ilirorii'  »ii  v.isir  el  si   fV*ronde  des  courbes  du  quatrième 

Ml  (Il  r. 


es 


tVl«ttl    \\'    ^  Ul<  III  lli  lir^    SI  R    I  \    TIIKORIK    DES    FONCTIONS. 

\\\   \  .  1<:I»    1  »*  p   HosanC'Mi.  C.h.  Marioiu  1897. 

\  I'  h,n,nl  li*^  M  l.iji^i  ilenolo  un  olVorl  personnel  très  notable. 
I  .niiriu  r^i  tir  »ru\  q\n  '^uixont  lour  pensée  plus  volontiers  que 
»  I  )b  d,  V  .u»ii  I  V  .  il  0^1  .ui>'^i  de  een\  qui  <e  plaisent  aux  idées  gé- 
1»,  vaK  *>  in.ïll\,;îiv;:^*'m>ni,  le^  :  .-.  <  lu;  Mit  lisent  un  peu  trop;  il 
\\  y  II     n  »n.;.  »    .'  ^  »  i.'. V   v.'^    /^  .  '      .      *   qm  >emblent  justes  et 
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nn^ri^e  pénétrantes,  et  qui  sont  de  celles  qui  peuvent  guider  un 
mathématicien;  mais  la  critique  du  détail  est  souvent  insuffisante 
et   Ist  vue  reste  vague. 

S^ns  doute,  M.  laggi  a  reculé  devant  des  développements  qui 
auraient  démesurément  grossi  son  Mémoire;  mais  quelques-uns 
de  crcs  développements,  au  moins,  auraient  été  indispensables 
pouiB-    préciser  sa  pensée. 

JOâi  ns  la  première  Partie,  M.  laggi  expose  ses  idées  sur  les  fonc- 
tîoFEs   d'une  ou  de  plusieurs   variables  complexes.  Bornons-nous, 
poui:*    plus  de  précision,  au  cas  d^une  seule  variable.  Pour  lui,  la 
notion  d'une  fonction  u  d'une  variable  indépendante  x  est  néga- 
tive -     u  est  une  fonction  de  x^  si,  le  point  x  étant  choisi  arbitrai- 
rement dans  le  plan  représentatif  des  x^  le  point  u  ne  peut  pas 
être   cîhoisi  arbitrairement  dans  le  plan  des  //,  et  si  son  lieu  dans 
ce    |>lsin  ne  reste  pas  le  même  quel  que  soit  x;  ce  que  Ton  appelle 
nal>i  Liiellement  une  fonction  n'est,  pour  lui,  qu'un  cas  très  parti- 
culier, le  cas  où  le  lieu  de  u  est  un  ou  plusieurs  points;  les  fonc- 
tioos    de  celte  nature  sont  des  fonctions  ponctaies;  le  lieu  du 
point,  u  peut  aussi  bien  être  une  ligne,  ou  une  aire  ou  un  ensemble 
de  points  isolés  et  de  lignes  ou  d'aires  :  tel  est  le  point  de  départ 
de  sa  classification,  sur  laquelle  il  y  aurait  bien  à  dire  ;  mais  je  me 
bornerai  à  observer  que,  à  ce  degré  de  généralité,  il  faudrait  dire 
ce  c|uc  c'est  qu'une  ligne,  une  aire,  et  établir  certaines  distinctions 
entre  les  ensembles  de  points  isolés. 

vJn  des  exemples  de  fonctions  linéales  qu'il  donne  n'est  pas  sans 

causer  des  inquiétudes;  telle  serait,  pour  lui,  la  fonction  u  :=  x"* 

4^iaiid  on  suppose  m  incommensurable.  Quand  on  se  donne  x, 

^  *ieu  du  point  u  serait  toute  la  circonférence  du  cercle,  dont  le 

<-enire  est   O  et  le  ravon  t'T^I  ;   en  restant  au  point  de  vue  de 

"    *Jj;gi,  on  voit  bien  qu'il  y  a  sur  cette  circonférence  une  infi- 

*^*-    (le  points,  aussi  rapprochés  qu'on  voudra  de  tel  point  donné 

■a  circonférence,  qui  peuvent  être  regardés  comme  des  lieux 

'*    point  u;  mais  il  n'est  pas  exact  que  chn(|ue  point  de  la  circon- 

'"^tïce  puisse  être  regardé  comme  un  tel  lieu  ;  la  fonction  n'est 

^     ^   iinéale,  au  moins  en  adoptant  le  sens  qu'on  donne  d'habitude 

*    tnot  ligne;  les  points   qui  la  représentent,   pour  une   valeur 

^^née  de  X,   sont,    dans  un  certain  sens,  isolés  et  cependant  ils 

**^*   aussi   rapprochés  qu'on  voudra;  vc  sont  là,  sans  doute,  des 
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notions  qui  sont  très  i'amilières  à  la  plupart  des  mathématicieDs; 
il  n^est  cependant   pas   1res   étonnant  qu'elles  aient  échappé  à 
quelqu'un  qui  se  contente  de  penser  dans  la  solitude.  M.  laggi 
reproche   presque  aux  mathématiciens  de  ne  s*étre  occupé  que 
des    fonctions   ponctales;    mais    ce    reproche   semble   s'atténuer 
beaucoup  par  ce  fait  que  lui-même  ne  considère  guère  que  les 
fonctions    qui    se    décomposent    en    fonctions  partielles   (uni- 
formes); cette  décomposition  paraît  nécessaire  pour  la  définition 
qui]  donne  de  la  continuité  et,  par  suite,  pour  sa  définition  de 
la  dérivée;  et  cette  observation,  si  elle  est  vraie,  restreint  sin- 
gulièrement la  généralité  qu'il  attribue  à  celte  dernière  défini — 
tion.  En   résumé,  si   les  vues  justes   ne   font   pas  défaut  dani^ 
cette   première    Partie,    elles    demanderaient   à   être    beaucouj 
précisées. 

Il  en  est  de  même  de  quelques-uns  des  raisonnements  que  coi 
tient  la  seconde  Partie,  raisonnements  qui  sont  d'ailleurs  beau 
coup  plus  concrets  et  qui  sont  souvent  intéressants.  Le  problèm 
dont  s'est  occupé  Fauteur  n'est  autre  que  la  détermination  d< 
fonctions  uniformes  que  laissent  inaltérées  les  substitutions  d'u. 
groupe  donné,  et  qui  ne  restent  inaltérées  que  par  celles-là;  Y^u^mr-  u 
teur  applique,  en  particulier,  sa  méthode  de  reconstruction  di^»  es 

l'onctions   circulaires  et  elliptiques  ;   à  propos  de  ces  dernière  es 

fonctions,  il  insiste  sur  le  rôle  de  la  fonction  que  l'on  désigne  ps  9t 

sin  coam  dans  la  notation  de  Jacobi.  J.  T. 


BAKKK  (H.)-  —  Abki/s  tiieorem  and  tue  alued  theory  including  c ^^ 

TiiKORv  OF  THE  TiiKTA  FI  NCTioNS.  Uii  vol.  gf.  in-8*\  xx-684  p.  Cambrid 
University  |)ress,  i>^\)~. 

Le  Volume  ([ue  publie  M.  Baker,  fcllow  au  collège  de  Sai 
Julin,  sur  les  (onctions  abélicnnes,  est  une  œuvre  considérable 
ne  pourra  manquer  de  rendre  les  j)lus  grands  services  à  ceux 
veulent  se  rendre  maîtres  d'une  théorie  qui  s'est  développée  c 
slamment  dans  les  trois  derniers  quarts  de  ce  siècle  et  dont 
ramilicatioiis  sont  aussi  louflues  en  Analyse  qu'en  Algèbre  et 
Géométrie.  L'exposition  a  un  caractère  didactique  :  c'est  l'exp 


en 
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tîon  d^une  théorie,  non  une  suite  d'exemples;  les  exemples  d'ail- 
leurs abondent,  mais  à  leur  place,  et  afin  d' illustrer  la  théorie. 
I^e  point  de  départ  de  Tau  leur  est  la  surface  de  Riemann,  avec 
lacfoelle  il  suppose  d'ailleurs  le  lecteur  déjà  familiarisé;  il  com- 
me inoera  donc  à  développer  la  théorie  en  partant  du  théorème  de 
l*^ao£Mence  considéré  comme  a  priori  :  plus  tard,  il  indiquera 
comment  elle  pourrait  être  fondée  sur  de  pures  considérations 
d'A.Ig'èbre,  ou  sur  la  théorie  de  Tintersection  des  courbes;  il  in- 
trodiAit  immédiatement  les  intégrales  normales  des  trois  espèces  et 
les   périodes  ;  il  établit  la  dépendance  entre  les  pôles  d'une  fonction 
rationnelle  sur  la  surface,  le  théorème  des  lacunes  de  Weierstrass, 
d  lo     théorème  de  Riemann-Roch.  11  montre  ensuite  comment  on 
peut    simpliGer  la  forme  générale  des  intégrales  de  Riemann,  par 
*^    considération  des  fonctions  rationnelles  entières  (sur  la  sur- 
*^ce)  ;  il  définit  les  systèmes  fondamentaux  de  telles  fonctions  et 
^ï^    étudie  les  propriétés,  fait  l'application  aux  intégrales  des  trois 
csp^ocs  et  montre  commentée  point  de  vue,  purement  algébrique, 
peut  remplacer  le  théorème  de  r existence. 

Le  cas  hjperelliptique  est  caractérisé  par  l'existence  d'une 
lonotîon  rationnelle  du  second  ordre;  après  avoir  étudié  ce  cas, 
^i«  Baker  traite  de  la  surface  canonique  qui  correspond  au  choix 
^^  Variables  indiqué  par  Weierstrass,  et  de  la  généralisation,  due  à 
^*-   Hensel,  de  la  théorie  de  Weierstrass. 

La  théorie,  jusqu'ici,  s*est  développée  essentiellement  dans  le 
^^^s  de  Riemann.  Arrivé  là,  l'auteur  montre  comment  elle  se  relie 
^'^'ec  la  théorie  de  l'intersection  des  courbes,  dont  il  rappelle 
^  ^oord  qu'elle  peut  être  constituée  indépendamment;  il  montre 
ensuite  le  rôle  des  polynômes  adjoints  et  développe  la  théorie  de 
'^  ï^ésiduation. 

L  n  important  Chapitre  est  consacré  à  la  déduction  d'une  fonc- 

*^**,  qui  permet  d'exprimer  toutes  les  fonctions  rationnelles  sur 

Siarface,  et  même  toutes  les  fonctions  uniformes  avec  un  nombre 

*    de  pôles  ou  de  singularités  essentielles. 

^  ^-— elle  fonction  a  été  introduite  par  Weierstrass,  mais  l'illustre 

^   ^^inètre  et  ses  élèves  n'avaient  donné  sur  ce  sujet  que  des  indi- 

p    ^*ons  sommaires.  Ce  même  Chapitre  contient  le  théorème  sur 

I      change  du  paramètre  et  de  Targument,  mis  sous  forme  algé- 

*  ^|ue,  et  la  déduction  des  relations  entre  les  périodes  d'une  inlé- 

^  te  de  première  et  de  seconde  espèce. 
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Nous  voici  mainlciianl  arrivés  au  théorème  d'Abel  dont  Tauleur 
fait  une  lumineuse  exposition,  et  dont  la  démonstration  complète, 
grâce,  en  particulier,  à  la  théorie  de  la  résiduation,  ne  souffre  plus 
aucune  difficulté.  Outre  cette  démonstration,  M.  Baker  a  repro- 
duit celle  que  l'on  doit  à  Abel  lui-même;  il  étudie  ensuite  les 
é(]ualions  difTérenticlles  abéliennes  et  montre  enfin  comment  la 
démonstration  du  théorème  d'Abel  s'étend  aux  courbes  algé- 
briques gauches.  Le  problème  d'inversion  de  Jacobi  se  pose  dés 
lors  naturellement;  M.  Baker  étudie  d'abord  ce  problème  en  lui- 
même,  de  façon  à  en  faire  ressortir  le  caractère;  il  développe  en- 
suite la  théorie  des  fonctions  thêta  de  Riemann,  qui  en  fournissent 
la  véritable  solution.  Cette  théorie  est  complétée  par  rintroduction 
des  fonctions  analogues  aux  fonctions  Ç  et  p  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Le  cas  hyperelliptique  fournit  une  belle 
et  simple  illustration  de  la  théorie  générale.  L'auteur  reviendra  un 
peu  plus  tard  sur  In  théorie  des  fonctions  thêta;  il  aborde  pour  le 
moment  des  ordres  d'idées  un  peu  difliérents.  C'est  tout  d'abord 
une  intéressante  digression  sur  les  substitutions  linéaires  et  sur 
l'introduction,  comme  variable  indépendante,  de  la  fonction  de 
M.  Schotlkj  {Crelle,  p.  243;  1887)  et  ses  relations  avec  les  fonc- 
tions théla,  puis  un  Chapitre  sur  les  fonctions  radicales^  c'est- 
à-dire  sur  les  fonctions  obtenues  en  prenant  la  racine  nV^^^  dune 
fonction  rationnelle  dont  les  pôles  et  les  zéros  sont  m^^^^^.  Une 
l<'He  fonction  est  univoquc  sur  la  surface  découpée.  L'effet  d'un 
lacet  relatif  fi  ime  période  est  de  la  reproduire  multipliée  par  une 
racine  m"'™''  de  runilé.  Comme  application,  l'auteur  traite  des 
!ang(MU(îs  doubh^s  aux  quarliques;  il  montre  en  outre  comment 
(OS  fonctions  conduisent  à  une  solution  du  problème  de  l'inver- 
sion. 

Les  fonctions  radicales  sont  un  cas  particulier  des  fonctions  fac- 
toriell(*s,  univo(]ues  elles  aussi  sur  la  surface  découpée,  pour  les- 
(juclles  les  facteurs  ne  sont  plus  des  racines  ni'*""*^  de  l'unité,  mais 
(les  constantes  (juclconques,  et  qui  peuvent  admettre,  outre  des 
jxMcs,  (i(.'s  singularil('s  essentielles.  L\*tude  de  ces  fonctions  peut 
v\Vi'  n*gard('e  connue  une  introduction  à  la  théorie  des  fonctions 
iiutoniorphe»^. 

Après  ces  importantes  digressions,  Tauleur  revient  à  la  théorie 
(l<'s  fonctions  lli(Ua,  cl  spt'cialemcnt  à  Tétude  des  relations  algé- 
hrifjucs  entre  c(\s  fonrliou'^.  Les  théorèmes  d'addition  sont  obtenu^ 
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<'n   multipliant  deux,  quatre,  el  enfin  un  nombre  quelconque  de 
séries  ihêta.  M.  Balker  développe  ensuite,  d'après  M.  Frobenius, 
h     belle   théorie  des  groupes  de   caractéristiques   demi-entières 
(Oi-^iie;  1880,  1884).  Un  Chapitre  est  consacré  à  la  Iransforma- 
lion    des  périodes,  en  particulier  à  la  transformation  linéaire.  Un 
autre  se  rapporte  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques  à/?  variables 
10  clé  pendantes  qui  admettent  '2p  systèmes  de  périodes,  et  à  la 
Inéoriedes  fonctions  thêta  générales,  spécialement  en  vue  d'obte- 
'"■'  l'expression  au  moyen  de  ces  fonctions  des  fonctions  transcen- 
da ni^s  entières  telles  que  les  dérivées  secondes  de  leur  logarithme 
«oient  périodiques.  M.  Baker  s'occupe  ensuite  de  la  transforma- 
tion   cle.s  fonctions  théla,  de  leur  multiplication  complexe  et  des 
conr^espondances  sur  une  surface  de  Kiemann.  Enfin  un  dernier 
^■la  |>îirc  se  rapporte  à  la  dégénérescence  des  intégrales  abéliennes. 
^^•^  court  résumé,  où  nous  n'avons  pu  indiquer  que  les  princi- 
pales matières  traitées  par  l'auteur,  suffira  pour  donner  l'idée  de 
•  '^^portance  de  l'œuvre  de  M.  Baker  et  des  services  qu'elle  peut 
''^'^cl  r^.  La  littérature  sur  les  fonctions  abéliennes  est  extrêmement 
ricl^^  et  touffue  (•);  mais,  à  cause  de  cette  richesse  même,  il  est 
"|«iî<îile  de  s'y  orienter.  Tout  d'abord,  le  Livre  de  M.  Baker  four- 
'"*"^     aux  étudiants,  assez   avancés  pour  en  aborder  Tétude,  un 
^'^  I^Ossé  systématique  et  personnel  des  résultats  les  plus  importants; 
'^^^■^«>    sur  chaque  sujet  en  particulier,  les  renseignements  biblio- 
^  ^F^liiques  abondent,  de  manière  à  permettre  au  lecteur  de  com- 
^  ***-^r  sur  chaque  point  ses  connaissances,  tandis  que  les  nombreux 
■"^^  pies,  répandus  partout,  lui  permettront  de  se  familiariser  avec 
^«•éories  qu'ils  Sont  destinés  à  illustrer.  J.  T. 


A.  S<"IICENFL1ES.  —  Krystallsysteme  vnd  Krystallstructir. 

hi-B".  Leipzijî,  1H91. 

J"^     la  suite  des  travaux  de  Bravais,  on  s'accordait  généralement  à 
^^^ttre  que,  dans   les  corps  cristallisés,    toutes  les  molécules 


>    Jahrciberirht  der  d.  M.   Vcreinigung.  l.  lîî;  Bulletin^  t.  \I\,  p.  139. 
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avaient  la  même  orientation,  et  que  leurs  centres  de  gravité  coïn- 
cidaient avec  les  nœuds  d^un  système  réticulaire.  Dans  cet(e 
théorie,  les  éléments  de  symétrie  du  corps  étaient  les  éléments 
de  symétrie  communs  à  la  molécule  et  au  système  réticulaire. 
Bien  des  corps  cependant  présentent  des  caractères  en  désaccord 
avec  cette  théorie,  et  ses  partisans  sont  obligés  d'admettre 
Texistence  d'anomalies,  de  structures  exceptionnelles.  En  1879, 
M.  Sohncke  s'est  efforcé  de  généraliser  la  théorie  de  Bravais  et 
de  faire  disparaître  ces  exceptions  ;  il  remarqua  que  la  définition 
de  riiomogénéilé  de  Bravais  ne  comportait  nullement  l'identité 
d'orientation  de  toutes  les  molécules,  et,  partant  de  là,  il  proposa 
une  théorie  dont  la  conséquence  essentielle  consiste  en  ce  que  les 
axes  de  symétrie  ne  dépendent  que  de  la  structure  et  n'existent 
pas  dans  la  molécule;  il  distingua  soixante-cinq  types  de  struc- 
ture possibles.  Mais,  dans  la  théorie  de  M.  Sohncke  comme  dans 
celle  de  Bravais,  l'existence  d'un  centre,  d'un  plan  de  symétrie 
dans  le  corps  cristallisé  nécessite  la  présence  du  même  élément 
de  symétrie  dans  la  molécule.  C'est  alors  que  MM.  v.  Fedorow 
en  Russie,  Schœnflies  en  Allemagne,  généralisèrent  à  leur  tour 
la  théorie  de  M.  Sohncke  et  montrèrent  que,  en  admettant  Texis- 
tencc  de  deux  sortes  de  molécules,  symétriques  l'une  de  l'autre, 
tous  les  éléments  de  symétrie  du  corps  cristallisé  résultaient 
uniquement  de  la  structure.  ^Mais  M.  Schœnflies  ne  s'est  pas 
contenté  d'exposer  ces  résultats  nouveaux-,  il  a  repris  complète- 
ment la  question  et  il  nous  expose  dans  son  Livre  toutes  les 
parties  de  la  cristallographie. 

Dans  un  premier  Chapitre,  M.  Schœnflies  étudie  les  propriétés 
des  polyèdres  de  dimensions  finies  et,  en  particulier,  recherche 
leurs  cléments  de  symétrie  possibles,  (jomme  M.  C.  Jordan  et 
M.  Sohnke,  il  définit  la  symétrie  d'un  polyèdre  par  la  propriété 
<le  pouvoir  être  amené  en  coïncidence  avec  lui-même  par  un  dé- 
placement déterminé,  par  une  opération  de  recouvrement.  Une 
telle  opération  peul  se  décomposer  en  un  certain  nombre  d'opéra- 
lions  élémentaires, |(|ui  sontja  rotation  (svmétrie  par  rapport  à  un 
axe),  rinversion  (symétrie  par  rapport  à  un  centre),  la  réflexion 
(symétrie  |)ar  rapport  à  un  [)lan)  et  \g  Drchspiegelung  (symétrie 
eombinéc  relativement  à  un  plan  et  à  un  axe  perpendiculaire  au 
plan).  On  peut  élre  étonné  de  voir,  parmi  les  opérations  élémen- 
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taÎ£*es,  une  opération  résultant  de  la  combinaison  de  deux  autres 
opérations  élémentaires.  Et  de  fait,  l'intervention  de  cette  symé- 
trie composée  ne  mène  à  aucune  propriété  nouvelle  des  polyèdres  ; 
elle  n'a  d'intérêt  qu'au  point  de  vue  de  l'exposition,  en  permet- 
taol   de  généraliser  les  définitions  et  les  démonstrations. 

Celles-ci   sont  nombreuses,  peut-être  trop   nombreuses,  dans 
les   CZIIiapitres  qui  suivent,  où  l'on  trouve  tous  les  théorèmes  con- 
cef^naint  les  combinaisons  d'opérations.  La  méthode  de  démon- 
str^it^ion  adoptée  est  fondée  sur  la  théorie   moderne  des  groupes 
d'opérations.  Représentant  une  opération  par  une  lettre,  M.  Schœn- 
flîes   définit  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  opérations,  la  puis- 
sance d'une  opération  :  faire  le  produit  de  deux  opérations  con- 
SIS  te     à   les  effectuer  successivement;  on  répète   une   opération 
'*  fois  pour  en  obtenir  la  /i'*'™«  puissance.  C'est  la  terminologie 
habituelle  de  la  théorie  des  groupes,  théorie  où  les  propositions 
se  présentent  sous  une  forme  symbolique  très  générale,  mais  dont 
le  sjrmbolisme  même  a  quelque  chose  d'artificiel,  et  où  les  dé- 
nionstrations  ont  le  tort  de  ne  pas  mettre  toujours  en  évidence 
les     rapports  qui  existent  entre  les  prémisses  et  les  conclusions 
des  théorèmes. 

Quoi  qu'il  en  soit,   s'appuyant  sur  les  théorèmes  démontrés, 

1  auteur  définit  le  groupe  fini  d'opérations  :  c'est  une  série  d'opé- 

ï'alions  en  nombre  fini,   telles   que  le  produit  de  deux  d'entre 

elles  soit  équivalent  à  une  autre  opération  de  la  série.  Recher- 

cnant  dans  les  Chapitres  suivants  les  groupes  possibles,  il  arrive  à 

ee  résultat  important  qu'il  en  existe  trente-deux  correspondant 

aux  trente-deux  classes  de  polyèdres  déjà  reconnues  par  M.  Curie 

en  France.  Ces  polyèdres  sont  ensuite  groupés  en  systèmes,  et 

tes   propriétés  intéressant  le  cristallographe,  et  que  l'on  trouve 

^aiislcs  Ouvrages  s'occupaot  de  ce  sujet,  sont  longuement  expo- 
sées, 

■^-^élude  des  polyèdres  remplissant  l'espace  et,  comme  consé- 

■    ^"icc,  la  recherche  de  la  structure  moléculaire  des  cristaux,  fait 

•^jel  de  la  seconde  Partie  du  Livre  de  M.  Schœuflies.  Le  pro- 

.    /^^  d'investigation  est  toujours  le  même  :  il  détermine  encore 

*^s  déplacements  qui  amènent  la  coïncidence  du  polyèdre  avec 

*^*iiènîe;  mais,  oulre  les  opéralions  (|ui  interviennent  dans  le  cas 

^   polyèdres  finis,  on  a  à  considérer  trois  opéralions  nouvelles  : 
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la  translalion,  la  translatioa  accompagnée  d'une  rotation  aatoia. 
d'un  axe  qui  lui  est  parallèle,  la  translation  accompagnée  d*i 
réflexion  sur  un  plan  qui  lui  est  parallèle. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  différentes  associations  de  ces  opé: 
tions  pouvant  coexister  dans  un  polyèdre;  autrement  dît,  il  fa^ 
rechercher  les  différents  Raumgruppe  possibles,  en  entendis 
par  Raumgruppe  une  série,  en  nombre  illimité,  d'opérati< 
telles  que  le  produit  de  deux  d'entre  ellei  soit  équivalent  à 
autre  opération  de  la  série. 

Au    Heu   d'aborder   le   problème   dans   toute   sa   générali._^aSt 
M.  Schœnflies  le  subdivise;  il  considère  d'abord  les  gronpeis  i 

comprenant  que  des  translations  et  correspondant  aux  8jr8tèi=  ^t — miu, 
réticulaires  de  Bravais,  dont  il  fait  une  étude  complète.'  Poi  _«  ] 

démontre  que  tous  les  groupes  s'obtiennent  en  faisant  le  proc 


de  ces  groupes  de  translation  avec  les  trente-deux  groupes  d'c^^a^^pé- 
rations  qu'il  a  distingués  dans  sa  première  Partie. 

Il  arrive  par  ce  «procédé  à  distinguer  deux  cent  trente  groi 
d'opérations  correspondant  à  deux  cent  trente  poljèdres  remj 
sant  l'espace  et  dont  les  sommets  constituent  autant  de  systè^ 
réguliers  de  points. 

Pour  pousser  plus  loin  son  étude,  M.  Schœnflies  fait  app^'^s/â 
une  notion  nouvelle.   Remarquons   d'abord    qu'un    point  fe  ^^^nt 
donné,  si  on  le  soumet  à  toutes  les  opérations  d'un  Baumgru^^^^/^^* 
on  obtiendra  un  système  régulier  de  points  qui  sont  dits  A^ -^^^^' 
logues  entre  eux.  Considérons  maintenant  ces  points  coranr»^   '^ 
centre  de  petites  sphères  qui  se  dilatent  en  se  déformant,  de  faÇ^" 
à  venir  en  contact  les  unes  avec  les  autres»  de  telle  sorte  qu*^' '^* 
ne  laissent  aucun  vide  entre  elles  et  qu'en  outre  chacune  d'elle^  "* 
renferme  jamais  deux  points  homologues.  Sous  ces  deux  coo^** 
tions,  l'espace  sera  divisé  en  parties,  désignées  sous  le  nom    ^^ 
domaines  fondamentaux,  ayant  tous  les  mêmes  dimensions,  n»**^ 
généralement  de  deux  espèces,  les  domaines  d'une  espèce  ét^" 
superposables  entre  eux  et  symétriques  des  domaines  de  l'aii^*"* 
espèce.  La  forme  de  ces  domaines  n'est  pas  déterminée;  elle  ^^ 
simplement  assujettie  à  la  condition  suivante  :  les  axes  de  synr»^* 
trie  se  trouvent  dans  les  faces  de  ces  domaines,  faces  qui  coi-^'' 
cident  avec  les  plans  de  symétrie.  Mais,  remarque  importante,  c^* 
domaines  fondamentaux  peuvent  ^tre  groupés  de  façon  à  consf^ 
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(uer  des  domaines  complexes  possédant  en  partie  ou  en  totalité 
Ie5  élëments  de  symétrie  du  Raumgruppe. 

Deux  mots   suffisent  maintenant   pour   exposer   les   idées   de 

M.  Schœnflies  sur  la  structure  des  corps  cristallisés.  S'il  s'agit  d^un 

corps  ne  possédant  ni  plan  ni  centre  de  symétrie,  il  n'existe  qu'une 

espèce  de  molécule,  et  chaque  domaine  fondamental  renferme  une 

molécule  placée  de  telle  sorte  que  les  points  homologues  de  ces 

niolécules  coïncident  avec  les  points  homologues  des  domaines. 

Si    le  corps  possède  un  plan  ou  un  centre  de  symétrie,  il  existe 

^^«^x.  espèces  de  molécules  symétriques  Tune  de  l'autre,  réparties 

dans  les  domaines  symétriques,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Il    est  bien  difficile  dans  un  résumé  si  court   de  faire  ressortir 
■  "*i|:>orlance  d'un  travail  qui  occupe  65o  pages;  ce  qui  frappe  sur- 
^^•-■i'    dans  Tétude  de  M.  Schœnflies,  cVst  la  généralité  des  résul- 
tais auxquels  il  arrive  :  sa  théorie  comprend  comme  cas  particulier 
'^■^l-^s  les  théories  de  ses  prédécesseurs,   celles  de  Bravais,  de 
^^  olfT,  de  Sohncke.  L'exposition  pourra  évidemment  être  perfec- 
^'^^'^  »^ée,  les  théorèmes  pourront  être  condensés  et  leur  nombre  en 
*^**^    utilement  diminué;  mais,  tant  que  l'hypothèse  fondamentale 
^^  **  I ^  nature  des  corps  cristallisés  ne  sera  pas  modifiée,  la  question 
**     ■■Tr^portante  de  la  structure  de  ces  corps  pourra  être  considérée 
^^^^^  irme  élucidée  d'une  façon  définitive,  au  point  de  vue  mathéma- 
*^^*^,  grâce  au  travail  de  M.  Schœnflies.  Wallerant. 


*« -»  -  - 

*— FING  (E.).  —  Die  si.ngulÀren  Punktb  der  Flàciien.  Habilitationschrifl, 

a5  p.  in-8".  Dresde,  Teiibner,  189!). 

^  Travail  de  M.  Wolfing  a  pour  objet  l'extension  aux  surfaces 
^gles  classiques  pour  l'étude  d'une  courbe  plane  autour  de 
**^^De  des  coordonnées;  on  suppose  que  celle-ci  est  un  point 
^"^iple  de  la  surface  S.  A  chaque  terme  C»x*^y^z^  du  premier 
^^^^bre  de  l'équation  de  cette  surface  correspond  un  point  figu- 
^^C  de  coordonnées  a,  b,  c  :  considérons  un  plan  contenant  au 
^^tas  trois  points  figuratifs  et  tel  qu'il  laisse  de  côtés  difiercnts 
^**îgîne,  d'une  part,  et,  d'autre  part,  les  points  figuratifs  qui  ne 


xi'jL  PUEMIÈKE  PAftTlE. 

sont  point  situés  sur  lui;  l'ensemble  de  ces  plans  déterminera  une 
surface  polyédrale  qui  est  l'analogue  du  polygone  de  Newton.  A 
chaque  face  de  cette  surface  polyédrale  correspond  une  surface 
approchante,  dont  on  obtient  l'équation  en  égalant  à  zéro  les 
termes  du  premier  membre  de  l'équation  donnée  dont  les  points 
figuratifs  sont  dans  la  face  considérée,  et  en  supprimant  les  fac- 
teurs communs  en  x^  y^  z.  De  même,  les  termes  dont  les  points 
figuratifs  sont  sur  une  arête  fournissent  une  surface  auxiliaire. 
Aux  différentes  faces  ne  correspondent  nullement,  en  général, 
des  nappes  distinctes  de  la  surface;  celle-ci  peul  être  successive- 
ment très  voisine  de  deux  des  surfaces  approchantes  précédem- 
ment définies  et  le  raccord  se  fait  au  moyen  d'une  surface  auxi- 
liaire. L'auteur  substitue  à  la  surface  polyédrale  un  réseau 
sphérique  plus  aisé  à  se  figurer,  et  montre  en  outre  le  parli  que 
l'on  peut  tirer  de  la  considération  du  cône  tangent.  Cette  étude 
fournit  naturellement  des  renseignements  utiles  pour  la  connais- 
sance de  l'intersection  de  deux  surfaces,  M.  Wôlfing  termine  par 
quelques  applications  numériques.  J.  T. 


GÂZZANIGA  (P.).  —  LiBRO   di  Arithmetica  e  di  Algbbra  blementare. 

a*  édition,  i  vol.  in-8*,  3îi8  p.  R.  Slab.  P.  Prosperini,  Padoue,  1897. 

Ce  Volume  contient  un  traité  très  complet  d'Arithmétique  et 
d'Algèbre  élémentaires,  et,  en  outre,  des  notions  de  Trigonomé- 
trie :  l'exposition  de  ces  éléments  intéressera  le  lecteur  par  le  ca- 
ractère essentiellement  logique  qu'elle  revêt;  pour  ce  qui  concerne 
le  nombre  entier  par  exemple,  la  définition  des  opérations  fonda- 
mentales et  la  démonstration  de  leurs  propriétés,  l'auteur  se  place 
exclusivement  au  point  de  vue  de  von  Helmhoitz.  Les  théories  des 
nombres  fractionnaires,  négatifs,  irrationnels,  etc.,  complexes 
sont  présentées  avec  une  grande  rigueur.  Enfin,  l'auteur  n'a  pas 
craint  de  multiplier  les  exercices  :  on  noiera  qu'il  suppose  ses 
lecteurs  familiers  avec  les  langues  anciennes,  car  on  rencontre  des 
énoncés  en  vers  latins  et  d'autres  en  grec.  J.  T. 
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REMARQUE  SUR  LE  GENRE  DES  INTÉGRALES  ABËLIENNES; 

Par  m.  DOLBNIA. 

Dans  l^artîcle  :  Sur  la  détermination  du  genre  des  intégrales 
dbéliennes  dépendant  d'une  équation  algébrique  binôme  (  *  ), 
nous  avons  trouvé  pour  le  genre  N  des  intégrales  abéliennes  de 
la  forme 

dx 

y{jp  -—  u)^{x  —  O)?  , , .  {^x  —  i)/. 
aH-3-4-7-^...-4-X  =  km , 

^expression  suivante 

. ,  _  (m  —  i)( m/,-  —  7.  )        m  '^  (m  —  i ) />,  —  7/ h-  i 


■             ■                -                     ^ 
'2                                    '2   jù^ 

1 

'U 

où 

pi  _ 

9i 

—  »               —      r=           ,                •  •  •  > 

qi      fti  ' 

par  conséquent 

i 

"^  Pi        a  -^  [^  -»-...  -1-  X 
^  qi  ~               m 

=  X; 

par  conséquent 

N=^'"- 

-  I)  (  mk  —  •;•  )        mk  {m  —  \  ) 

X                                              '1 

x  jU     qi 

1 

OU 

ni 


N  =  —  /^  _|_  I  _{_ 


7.  ^     y, 


Comme  ^1  est  un  diviseur  de  m,  nous  avons 

m  —  Piqi\ 


^^ypAlL 


m  -h  ]. 


(  •  )   Duiletin  des  Sciences  mathématiques.  1895. 
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Nous  avons  obtenu,  pour  le  genre  N,  une  formule  tout  &  fait 
identique  à  la  formule  de  Riemann  (*). 


SUR  LES  SURFACES  M IMIlf  A  APPLICABLES  SUR  DBS  80RFAGEB 
DE  RÉîOLUnOll  OU  SUR  DBS  SURFACES  SPIRALES; 

m 

Par  m.  a.  DEMOULIN, 
Répétiteur  à  rUnÎTersité  de  Gand. 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  paragraphes. 

Dans  le  §1,  nous  démontrons  une  propriété  dont  jouissent 
seules,  parmi  les  surfaces  minima,  celles  qui  sont  applicables  snr 
des  surfaces  de  révolution. 

La  recherche  de  ces  surfaces  fait  Tobjet  du  §1L  On  possède 
déjà  plusieurs  solutions  de  ce  problème,  et  notamment  celle  de 
M.  Schwarz(^).  Par  une  méthode  nouvelle,  nous  obtenons,  outre 
les  surfaces  connues,  d'autres  surfaces,  au  reste  imaginaires  : 
elles  correspondent  à  un  cas  particulier  dont  Texamen  a  été 
négligé  par  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  question. 

Enfin,  le  §111  est  consacré  à  la  recherche  des  surfaces  minima 
applicables  sur  des  surfaces  spirales.  Nous  y  sommes  conduit, 
presque  sans  calcul,  par  l'application  des  formules  du  paragraphe 
précédent.  Ici  encore,  à  côté  des  surfaces  réelles,  déterminées  par 
M.  Lie,  nous  trouvons  des  surfaces  imaginaires,  dont  Texistence 
a  d'ailleurs  été  signalée  par  M.  Lie  lui-même  (^). 

I. 

Désignons,  d'une  manière  générale,  par  (M)  une  surface 
minima  et  par  (F)  une  congrucnce  qui  admet  cette  surface  comme 
enveloppée  movenne.  A  une  droite  quelconque  (D)  de  la  con- 
gruencc,  faisons  correspondre  le  point  de  contact  M  de  la  surface 


(')  Gesammelte  Werke,  p.  io6. 

{')  Journal  de  Crelle,  t.  80,  p.  296;  1875.  —  Voir  aussi  G.  Dardoux,  Leçons 
sur  la  théorie  des  surfaces,  V*  Partie,  p.  335. 
(^)  Afathematische  Annalcn,  l.  \V,  p.  .3oG;  1879. 
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et  du  plan  mené,  perpendlculalremenl  à  (D),  par  le  milieu  O  du 
segment  focal. 

Cela  posé,  est-il  possible  de  choisir  la  surface  (M)  et  la  con- 
gruence  (F)  de  lelle  manière  qu'aux  lignes  de  courbure  de  la 
surface  correspondent  les  développables  de  la  congruence? 

Celle  congruence,  sîelle  existe,  sera  nécessairement  formée  des 
normales  d'une  surface  et  ses  développables  auront  même  repré- 
sentation sphérique  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (M) 
ou  que  les  lignes  asvmptotiques  de  la  surface  minima  (M|)?  ad- 
jointe de  (M).  Par  suite,  en  vertu  d'un  ihéorcnic  connu  (*),  la 
surface  (M|)  et  la  surface  (O),  lieu  du  point  O,  se  correspondront 
avec  orthogonalité  des  éléments.  D'un  autre  côté,  les  surfaces  (M) 
et  (Ml)  se  correspondent  également  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments. Concluons  de  là  que  deux  éléments  correspondants  des 
surfaces  (M)  et  (O)  et  la  normale  en  M  sont  parallèles  à  un  même 
plan.  Or  nous  avons  démontré  ailleurs  (^)  ce  théorème  : 

Pour  qu'une  surface  soit  applicable  sur  une  surface  de  ré- 
volution, il  faut  et  il  suffit  qu^il  existe,  dans  le  plan  tangent 
en  chaque  point  M  de  cette  surface,  un  point  O  tel  que  les  dé- 
placements infiniment  petits  des  points  M  et  O  et  ta  normale 
en  M  soient  parallèles  à  un  même  plan,  Vêlement  linéaire 
ayant  été  ramené  à  la  forme 

ies  droites  MO  seront  tangentes  aux  lignes  j3  =  const.  et  Von 
aura 

MO  =  rnspCyi), 

fn  désignant  une  constante. 

De  là  résulte  la  propriété  suivanle  : 

Pour  qu'une  surface  minima  soit  l' enveloppée  moyenne 
d'une  congruence,  de  telle  manière  que  les  développables  de 
la  congruence  correspondent  aux  lignes  de  courbure  de  la 


(  »  )    G.  Dardoux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  IV»  Partie,  p.  Cn. 
(2  >   iiutletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  I.  XXII,  p.  ^7:  iH(,', 

Bull,  de*  Sciences  mathém.,  a*  série,   i.  X\I.  (  Srplniilirr  <S«>7.)  is 
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sur/ace,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  dernière  soit  applicable 
sur  une  sur/ace  de  réi^olution. 


II. 


Soient 


les  expressions  des  coordonnées  de  la  surface   minima  la  plus 
générale.  Les  fonctions  A/  et  B/  satisfont  aux  relations 

AJ  -h  AJ  -h  AJ  =  o, 

L'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds^  =  •!(  A,  B,  -H  A,  B,  H-  A, B,  )  diL  d^. 

Or,  par  un  choix  convenable  des  variables,  tout  ds^  de  révo- 
lution s'écrit 

On  obtiendra  di's  lors  toutes  les  surfaces  minima  applicables 
sur  des  surfaces  de  révolution  en  résolvant  Téquation 

A,B,  +  A,B,-4- A,B,  =/(a-[i), 
ou  son  équivalente 

( I )  A,  b;  4-  Aj b;  -h  A3 w,  -h  a;  B,  -+-  a;  b^  -+-  a;  b,  =  o. 

Celle  équation  peut  être  interprétée  géométriquement.  Soient 
(\)  la  droite  de  coordonnées  A|,  Ao,  A3,  A,,  A!,,  A,  et  (B)  la 
droite  de  coordonnées  B,,  Bo,  B.,,  Bj,B2,  Bj,.  Ces  droites  sont  iso- 
tropes et  engendrent  deux  séries  réglées  (S^)  cl  (-a).  Or  l'équa- 
tion (i)  montre  que  {\l'u\  droites  appartenant  Tune  à  la  série  ^2l„^, 
l'autre  à  la  série  (  X/,  i  se  rencontrent.  Par  suite,  les  droites  (A)  el 
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(B)  sont  les  génératrices  des  deux  systèmes  d'une  sphère  (2),  qui 
peut  se  réduire  à  un  cône  isotrope. 

En  exprimant  ce  résultat  par  l*Analjse,  on  obtiendra  les  équa- 
tions différentielles  dont  dépendent  les  fonctions  A/  et  B/. 

Soit 

l'équation  de  la  sphère  (i)). 

La  droite  (A)  a  pour  équations 

^Aa—  ^  As=  a;, 
zX\  —  X  Ai=  Aj, 

^Aj— ^Ai  =  A'3. 

Pour  la  facilité  des  calculs,  écrivons  les  deux  premières  de  la 
manière  suivante 

i  {y--à)Ai^(z  —  c)A,=  M, 

(  i  >  j 

/  (  z  —  c)Xi—  (x  —  a)\2=  i\ 

en  posant 

A ',  —  6  A3 -f-  c  Aj  =  M, 

A  'j  —  c  Al  H-  a  A3  =  V. 

Portons,  dans  Téquation  (2),  les  valeurs  de  x  —  a  et  de  ^  —  b 

tirées  des  équations  (3);  la  droite  (A)  appartenant  à  la  sphère, 

Téquation  en  z  résultante  devra  avoir  lieu  identiquement;  de  là 

ces  deux  équations 

//  —  7^  KtA,, 

Posant  R/=/:  et  choisissant  le  signe  -|-,  on  trouve  finalement 
les  équations  auxquelles  satisfont  les  fonctions  A,,  Ao,  A3  : 

IA',  =  X  A|  —  r  Aj-t-  AAj, 
Aj  =  c  A,-+-  A- A,  —  ^Aa, 
AjH- A|  -+- AJ  =0. 

Quant  aux   fonctions  B,,   B2,  B3,  elles  sont    définies  par  les 

équations 

b;  r^— XBi  — cB2-^^B3, 

B;-^      cBj-X  Bj-  aBa, 
BJ-+-Bi   ^Bi  --(., 

c|tron  déduit  des  précédentes  en  changeant  /{  en  — A. 
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Pour  intégrer  le  système  (4),  posons 

IAi  =  «pChto, 
A,  =  /epSh(o, 
Aj  =  ie9. 

La  troisième  équation  est  vérifiée  identiquement  et  les  deux 
premières  conduisent  aux  suivantes  : 

l  —z-  =  —  ci  —  a  Cil  i»)  —  bi  Sh  w, 

(6>  '!  ^"^ 

-r-  =  X-  -+-  6i  Ch  tu  -4-  a  Sh  w. 
aa 

Nous  simplifierons  ces  équations  par  un  choix  convenable  des 
axes.  A  cet  effet,  observons  que,  si  l'on  fait  tourner  le  Irièdre  de 
référence  autour  de  l'origine,  la  sphère  (2)  conservera  une  posi- 
tion invariable  dans  l'espace.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer 
suivant  que  la  droite  (A),  qui  joint  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  sphère,  est  isotrope  ou  non. 

Premier  cas  :  La  droite  (A)  /?  ^est  pas  isotrope.  —  Prenons 
celte  droite  comme  nouvel  axe  des  s;  il  en  résulte  a  =  6  =  o,  et 
les  équations  ci-dessus  deviennent 

cil.  cil. 

On  en  déduit 

w  —  —  r/'a,         p  =  Xa. 

Portant  ces  valeurs  de  (o  et  p  dans  les  formules  (5),  on   trouve 

/   A,  —  t*^^  cosra, 
(  7  )  '    A^  =^  t'^"^  siri  r  a. 

(   A.3  -  ief^-^, 


)>uis,  par  le  ehangemenl  d(;  a  en  J3  cl  de  k  en  — /. , 

(   IV,  r--  ie   ^?. 


(S)  '    H,=  <'-A[^sinr3. 


felles   sont   les   six    fonctions    qui    caractérisent    les     surfaces 

(  lirrrli(''e>. 
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Soient  F(w),  F<(wj)  les  fonctions  de  Weierstrass  relatives  à  ces 
surfaces. 

Pour  déterminer  F(w),  on  a  les  équations  compatibles 

I  ut 

e*«coscaûfa  = ¥(u)du, 

'2 
I  -4-  m' 

€*■«  sin c a f/a  =  t ¥(u)du^ 

•i 


qui  donnent 


te*«c?a=  uF{u)du, 


F(w)  =  Cm'^'      =Ga<-      , 


,  R 
ou,  en  posant 2  =  m, 

F(tt)  =  Cm'". 
.Par  un  calcul  tout  semblable,  on  trouve 

F,(u,)  =  Gia;''. 

Ce  sont  les  expressions  obtenues  par  M.  Schwarz. 

Si  la  surface  est  réelle,  la  sphère  (S)  le  sera  également  et  l'ex- 
posant m  sera  réel.  En  particulier,  si  m= — 2,  la  sphère  (2)  sera 
de  rayon  nul.  On  sait  que  cette  valeur  de  m  correspond  aux  sur- 
faces mi  ni  ma  hélicoïdes. 

Exprimé  au  moyen  des  variables  a  et  j3,  l'élément  linéaire  des 
surfaces  satisfaisantes  est  donné,  à  un  facteur  constant  près,  par 
la  formule 

Secowd  cas  :  La  droite  (A)  est  isotrope,  —  Prenons,  comme 
plan  des  œy^  le  plan  réel  déterminé  par  cette  droite  et  par  son 
imaginaire  conjuguée.  Nous  aurons  alors  a  =  bi^  c  =  o  et  les 
équations  (6)  deviendront 

dio 


On  en  conclut 


do       , 
di 
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d'où 

2  \aa  / 

Aj=  -  iaae'^^l «*  ), 

A3  =  ia  a  e*"*. 


(10) 


On  a  de  même 


(">  JB.=  i,V.S,.-.,(J5_«j), 

Les  fondions  de  Weierstrass  correspondantes  sont 


m 


(12)  F(u)  =  Ce^",        FtrM|)=Ci^. 


"i 


A- 
pourvu  qu  on  pose  — .  =  m. 

Quant  au  ds^,  exprimé  au  moyen  des  variables  a,  p,  il  s'écrit 

(i3)  </5«=  e*'a-P'  (a  -  p  )«  rfa  d^. 

On  déduit  ce  ^/.ç^  du  ds^  (9)  en  divisant  ce  dernier  par  c'  et 
en  faisant  tendre  c  vers  o. 

Parmi  les  snrfaees  définies  par  les  formules  (12)  se  trouve  no- 
tamment la  surface  minima  réglée  imaginaire,  laquelle  est  du  troi- 
sième ordre.  Elle  a  pour  fonctions  caractéristiques  : 

F(w)=  I,         ¥i(ui)  ^— -  . 


"i 


m. 

Par  un  choix  convenable  des  variables,  le  ds-  de  toute 
surface  applicable  sur  une  surface  spirale  peut  être  mis  sous  la 
forme  (  '  ) 


I  '  )  (i.   I)vur.(»i\.   I.critns  sur  la  thvoric  des  surfaces,   r"  Partie,  f>.    i  m. 
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ou,  en  posant  u  -r-  iv  =  a,  u  —  iv  =  p, 

Pour  obtenir  toutes  les  surfaces  minima  applicables  sur  des  sur- 
faces spirales,  il  suffira  donc  de  résoudre  l'équation 

A,B,-h  A,B,-h  A3B3=  e^^^f{%  -  p), 

que  nous  écrirons 

A,  e-«  B,e-P  -f-  Aje-a  B,^-?  -f-  Ajg-a  B^e-^  =  /(ol-~  ? ). 

Or  cette  équation  exprime  que  la  surface   minima  de  coor- 
données 

x=  f kxe-^dy.-^  fh^e-^d^, 
y=  CXiC-^doL-^  Chie-^d?, 
z  =  f\^e-^di  "h   fhie-^d'^ 

est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 

Par  conséquent,  à  toute  surface  minima  applicable  sur  une  sur- 
face de  révolution  correspond  une  surface  minima  applicable  sur 
une  surface  spirale,  et  si  la  première  est  caractérisée  par  les 
fonctions  A| ,  A2,  A3,  B| ,  B2,  B3,  on  obtiendra  les  fondions  carac- 
téristiques de  la  seconde  en  multipliant  les  fonctions  A/  par  e«  et 
les  fonctions  B,-  par  <?P.  Cela  revient  à  remplacer,  dans  les  expres- 
sions (  7)  et  (10)  des  fonctions  A/,  A*  par  A*  -f-i  et  dans  les  expres- 
sions (8)  et  (i  1)  des  fonctions  B/,  A'  par  A"  —  1 .  Cette  substitution 
peut  être  faite  dans  les  expressions  des  fonctions  F(w),  F|(w«),  et 
elle  conduit  aux  résultats  suivants  : 

A  la  surface  minima  réelle  définie  par  les  fonctions 


correspond  la  surface  minima  réelle  caractérisée  par  les  fonctions 
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Remplaçons,  dans  ces  formules,  A*  par  Ui,  il  viendra 

ou  encore,  nu  et  /i|  étant  réels, 

V{u)=  Ga'".-^"»!,         Fi(//,)  =  CiM','»»-"'.. 

C\'st  le  résultat  obtenu  par  M.  Lie. 

()uant  aux  fonctions 

k 

il  leur  correspond  les  suivantes  : 

a, 
qui  s^écrivent,  m  et  m'  étant  des  constantes  arbitraires, 

m' 


F(M)  =  C^'«",        F,(a,)=C,^* 


"i 


Pour  obtenir  les  ds'^  de  ces  deu\  classes  de  surfaces,  il 
d'après  la  formule  (i  i)^  multiplier  les  ds^  (y)  et  (i3)  par  e^ 

Obser\ons,  en  terminant,  que  la  méthode  suivie  dans  ce 
graphe  permol  de  délerminer  toutes  les  surfaces  mini  ma  d'él 
linéaire 

A^a^  et   R\^-i^  élanl  des  fonctions  données  de  leurs  argu 
respectifs. 
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COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES. 

l'  BIANCHI,  Professore  ordinario  di  Geometria  analitica  nella  R.  Univcrsità 
dî  Pisa.  Leziom  di  Geometria  Differenzialb.  Gr.  in-8°,  viu-jI-a  p.  Pise, 
E.  Spoerri,  1894. 

Nous  sommes  biea  en  relard  avec  cet  excellent  Ouvrage;  il  est 
^^  coux,  heureusement,  qui  n'ont  pas  besoin  de  recommandation 
^^  qui  reçoivent  immédiatement  du  public  compétent  Taccueil  dû 
*  *«cAr  mérite  et  à  leur  valeur.  L'auteur  se  trouvait  d'ailleurs  dans 
^^s    xiaeilleures  conditions  pour  le  produire;  non  seulement  il  a 
apporté  par  ses  travaux  de  très  importantes  contributions  à  plu- 
sietxK^s  Chapitres  de  la  Géométrie  infinitésimale,  mais,  de  plus, 
^"^■*gé  depuis  longtemps  d'enseigner,  à  l'Université  de  Pise,  la 
^^ooaétrie  supérieure,  il  avait,  dès  1886,  publié  un  résumé  aulo- 
^**^  I>lîié  de  ses  leçons;  la  pratique  de  son  enseignement,  les  réccnis 
P^'^^g'rès  de  la  théorie  lui  ont  permis  d'améliorer  sa  première  rc- 
^^^ion  et  de  la  conduire  au  point  où  nous  la  voyons  aujourd'hui. 
^^^03  allons  rapidement  indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie  et  les 
*^J^t.s  qu'il  a  traités  successivement. 

^  -^  méthode  d'abord  :  elle  procède  des  Disquisitiones  générales 
'^*<^cï  superficies  Curvas  de  Gauss,  et  elle  consiste  à  rattacher  la 
^^^ttétrie  infinitésimale  à  l'étude  d'une  forme  quadratique  ou  de 
^^"X.  formes  quadratiques  simultanées  de  différentielles.  Aussi, 
f^*^s  un  premier  Chapitre  où  sont  exposées  les  propriétés  des 
^^bes  à  double  courbure  relatives  à  la  courbure,  à  la  sphère 
^^ilatrice  et  à  la  torsion,  un  second  Chapitre  fait  connaître  au 
.^^^^ur  les  éléments  essentiels  de  la  théorie  des  formes  (luadra- 
^^^^s  de  différentielles.  M.  Bianchi  y  drfinil  les  paramètres  dif- 
^^niielsdu  premier  et  du  second  ordre  d'une  forme  différentielle 
H^^dralique,  les  symboles  de  M.  Christoffel  à  trois  et  à  quatre  in- 
^^^^s;  il  y  traite  aussi  de  l'équivalence  de  deux  formes  quadra- 
^^es  et  introduit  différentes  formes  covariantes,  dont  l'emploi 
^^**niet  de  donner  plus  d'élégance  aux  formules  et  aussi  de  con- 
^^^Ver  souvent  les  coordonnées  curvilignes  les  plus  générales, 
^^^s  Tétude  de  différentes  questions.  Ces  deux  premiers  Clia- 
V^U-es  constituent,  en  quelque  sorte,  une  introduction  qu'il  faut 
k  ^11//.  des  Sciences  mathém.,  a*  sOric,  t.  X\I.  (  Oclubrc  iSy;.)  ly 
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lire  avec  {^rand  soin,  si  Ton   veut  Lien  comprendre  la  suile  dtm 
l'Ouvrage. 

IwiC  Chapitre  III  traite  des  coordonnées  curvilignes  sur  les  sur- 
faces et  de  la  représentation  conforme.  L'auteur  y  fait  connaitm 
les  formules  les  plus  élémentaires  relatives  aux  coordonnées  cur- 
vilignes, les  propriétés  des  systèmes  isothermes  ou  isomélricpies. 
leur  détermination  sur  les  surfaces  de  révolution;  il  termine  cnr" 
étudiant  les  projections  sléréograpfiiques  et  en  montrant,  d'après 
(layley,  que  le  mouvement  d'une  sphère  sur  elle-même  se  repré- 
sente par  une  substitution  linéaire  à  coefOcienls  constants. 

Le  Chapitre  IV  est  intitulé  :  Formules  fondamentales  de  Icm 
théorie  des  surfaces.  M.  Bianclii  y  suit  le  Mémoire  de  Gaiiss,  iK 
iutroduit  d'abord  les  deux  formes  quadratiques  fondamentales 

K  dtr- -h  2 F  du  dv  -+-  G  «A»,     D  dn^ -4-  i X)' du  dv  h-  D'dv^, 

établit  les  relations  entre  leurs  coefficients,  démontre  ensuite  que-; 
ces  relations  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes;  il  montre  en 
t(*ru)iuant  comment  on  peut  rattacher  à  la  considération  des  deux 
formes  précédentes  la  théorie  des  lignes  de  courbure,  la  démon- 
stration des  théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier,  le  théorème  cé- 
lèbre de  Gauss  sur  la  courbure  totale  et  enfin  la  théorie  de  Tindi- 
oatrice  de  Dupin  ainsi  que  Fétude  des  lignes  asvmplotiques. 

Le  Chapitre  V  traite  do  la  repn'sentation  s|)hérlque  de  Gau>s 
et  dos  ooi»riK»nnéos  langonlioUos.  NiKisy  remanpions  le  théorème 
ib»  Honuot  ot  d'Lnnepor  relatif  à  la  torsion  des  lignes  asympto- 
titpios,  rôtudod'uno  surfaoo  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiiiues, 
los  formules  do  M.  Loliouvre. 

Lo  Chapitre  \  l  traite  do  la  courbure  géodésique  et  des  lignes 
i;éodé>iquos.  Ou  y  trouve  réléganlo  formule  de  Bonnet,  qui  fait 
lonnaîtro  la  oourb»iro  g«'odésiqno,  lo  th»''«)rome  île  (jauss  sur  la 
oourbinv  totale  d'un  Iriaiiglo  géodésique,  Télude  de  Télénient 
liuoairo  do  Liouxillo  </>*•- --l  --\  i  dit-  —  «A  -  »,  celle  du  théo- 
rviuo  do  M.  \\  oin;;:irton  rtdalif  au  sxstomo  double  orlhoironal 
t.Mino  MU*  tino  >urfaoo  ipioloonquo  par  doii\  t\imillos  d'ellipses  et 
d  Inpoibolo^  ^rod^Niquo-». 

1.0  Ch.ipilri*  \  Il  o»>nlionl  lo-i  thô.M\'jno^  f>>iidaniontau\  relatifs 
.iii\  ^virl.H'os  applicable^.  I.n  dohor>  do  oos  pr«>po>itions,  nous  v 
'-i^naloi  »»n^  lo  ihooivino  vlo  Ihmu  rolah!  aux  h*  lio'»idos  applicables 
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sur  des  surfaces  de  révolution,  la  forinalion  de  l'équalion  aux  d('- 
ri\i»es  partielles  du  second  ordre  dont  dépend  le  problème  de  la 
déformation. 

Le  Chapitre  VIII  traite  de  la  déformation  des  surfaces  réglées. 
On  V  fait  connaître  les  principaux  résultats  de  Chasles,  de  Bonnet, 
•ie  Minding  et  de  M.  Behrami. 

Le  Chapitre  W  introduit  la  considération  de  la  surface  des 
ccniros  de  courbure  et  les  théorèmes  qui  s'y  rapportent  et  (jui 
>onl  dus  à  M.  Weingarten.  On  y  trouve  commencée  l'étude  des 
surfaces  W,  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  fonc- 
tions l'un  et  l'autre.  Les  deux  nappes  de  la  surface  des  centres 
d  une  surface  W  sont,  Tune  et  l'autre,  applicables  sur  des  sur- 
faces de  révolution.  Cela  a  permis  à  M.  Bianchi  d'associer  à 
(ouïe  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution  une  autre 
surface  qui  s'en  déduit  géométriquement  de  la  manière  la  plus 
simple  et  qui,  elle  aussi,  est  applicable  sur  une  surface  de  révo- 
•uiion;  nous  l'appellerons  la  complémentaire,  de  la  première, 
b  du  de  du  cas  où  la  première  surface  est  la  pseudosplicre  a 
iOtirni  à  M.  Bianchi  une  de  ses  plus  belles  découvertes;  la  surface 
^*-**ïiplémentaire  peut  alors  élre  aussi  vxne  pseudosphère.  Nous  re- 
^i«"*ndrons  plus  loin  sur  ce  point. 

*-»e  Chapitre  X  traite  de  la  théorie  infinitésimale  des  con*;ruences 
rcctilîgnes^  on  y  trouvera  les  congruences  isotropes  de  Hibaucour, 
1^  ^Kéorème  de  Malus-Dupin,  les  congruences  de  M.  Guichard. 
•-^ile  théorie  repose  encore  sur  la  considération  de  deux  formes 
quadratiques  fondamentales. 

Les  Chapitres  XI  et  XIl  traitent  de  la  déformation  infiniment 

p^t-iie  des  surfaces  et  de  la  correspondance  avec  orthogonalité  des 

•^l^naents,  ils  contiennent  les   résultats   essentiels   relatifs  à  une 

Ineorie  qui  nous  paraît  appelée  à  jouer  un  rôle  de  plus  en  ph  s 

important  dans  les  différentes  branches  de  la  Géométrie  inliiii- 

l^îintiale. 

Le  Chapitre  XIII  contient  Tétude  d'une  des  plus  belles  dé- 
couvertes de  Ribaucour  :  celle  des  systèmes  cycli(jues,  c'est-à-dire 
ues  congruences  formées  de  cercles  normaux  à  une  infinité  de 
surfaces. 
be  Chapitre  XIV  est  intitulé  :  Les  surfaces  iVaire  minima. 
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Il  repose  sur  les  formules  de  Weierstrass  et  contient  aussi  les 
célèbres  formules  de  M.  Schwarz,  avec  difTérenles  applications. 

Le  Chapitre  XV  traite  du  problème  de  Plateau  et  de  la  surface 
minima  qui  contient  deux  couples  d^aréles  opposées  d'un  télraèdre 
régulier.  L'auteur  y  étudie  le  groupe  des  mouvements  de  Tespace 
c]ui  laissent  invariable  une  telle  surface  et  reOet  que  produisent 
ces  mouvements  sur  la  surface  adjointe,  il  termine  en  démontrant 
le  théorènie  de  M.  Schwarz  relatif  à  la  variation  seconde  d^une 
portion  limitée  de  surface  minima. 

Le  Chapitre  XVI  traite  de  la  représentation  conforme  de  la 
surface  pseudosphérique  sur  un  demi-plan.  Cela  permet  à  Tauteur 
d'exposer  les  propriétés  des  géodésiques,  la  trigonométrie  pseu- 
dosphérique, et  d'indiquer  comment  toute  cette  étude  se  rattache 
à  celle  de  la  Géométrie  non-euclidienne.  M.  Bianchi  fait  connaître 
aussi  la  représentation  de  M.  Beltrami,  ainsi  que  les  recherches 
de  l'éminent  géomètre  relatives  à  la  représentation  géodésique 
d'une  surface  sur  le  plan.  Tous  ces  développements  permettent 
d'aborder,  dans  le  Chapitre  suivant,  Tétude  des  transformations 
des  surfaces  à  courbure  constante.  M.  Bianchi  y  expose,  en  même 
temps  que  celles  des  autres  géomètres,  les  très  importantes  re- 
cherches qu'on  lui  doit  sur  ce  sujet  très  difficile;  elles  ont  pour 
origine  la  transformation  qui  porte  son  nom. 

i^es  trois  Chapitres  qui  terminent  l'Ouvrage  contiennent  le 
résumé  de  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes  orthogonales  et 
des  systèmes  triples  orthogonaux.  On  y  trouvera  :  le  théorème  de 
Dupin  et  sa  réciproque,  les  formules  fondamentales  de  Lamé,  le 
théorème  de  Liouville  relatif  à  la  représentation  conforme  de 
l'espace,  celui  de  Combescure  relatif  aux  systèmes  triples  qui 
admettent  même  représentation  sphérique  qu'un  système  donné; 
l'application  de  la  théorie  générale  aux  surfaces  homofocales  du 
second  degré  ainsi  qu'à  la  recherche,  entièrement  due  à  Pauteur, 
d'un  système  triple  comprenant  une  famille  de  surfaces  à  courbure 
constante.  Cette  recherche,  qui  avait  été  suggérée  à  M.  Bianchi 
par  Tétude  d'un  beau  théorème  de  M.  Welngarlen  dont  on  re- 
trouve le  nom  dans  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  infinité- 
simale, est  couronnée  de  succès  et  permet  d'établir  l'existence 
d'un  système  triple  ([ui  dépend  de  cinq  fonctions  arbitraires  d'une 


I 


MÉLANGES.  267 

variable  indépendante.  Un  tel  système  peut  comprendre  une  sur- 
face à  courbure  constante  quelconque;  c'est  dire  qu'on  ne  peut 
le  déterminer  par  des  formules  finies. 

Ce  résumé  rapide  montre  assez  que  l'auteur  a  su  comprendre, 
dans  son  exposition,  les  parties  les  plus  importantes  et  les  plus 
intéressantes  de  la  Géométrie  infinitésimale.  Si  nous  ajoutons 
que  cette  exposition  est  clairement  et  nettement  ordonnée,  que 
Fauteur  domine  entièrement  son  sujet,  nous  en  aurons  assez  dit 
pour  expliquer  et  pour  justifier  le  succès  avec  lequel  a  été  accueilli 
l'Ouvrage  de  M.  Bianchi.  G.  D. 


MELANGES. 

SUR   LA   REPRÉSENTATION   ANALYTIQUE   DES  RÉGIONS, 
ET  DES  COURBES  QUI  LES  REMPLISSENT; 

Par   m.   Ernest   CESÀRO. 

On  doit  à  M.  Peano  (*)  l'exemple  d'une  courbe  continue,  qui 
passe  par  tous  les  points  d^un  carré.  Si  Ton  pose 

la  courbe  dont  il  s'agit  peut  être  représentée  par  les  équations 


11  =  «  n  =  «e 


(O  a:  =  23-V«'.-i(0.      y  =  ^^-''An{t), 


n  =  \  n=z\ 


en  prenant  comme  axes  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  du  carré.  Nous  ne  savons  pas  si  Ton  a  trouvé 
d'autres  courbes,  même  discontinues^  jouissant  de  cette  curieuse 
propriété;  mais  nous  croyons  devoir  en  signaler  une,  dont  le  dé- 
faut de  continuité  est,  pour  ainsi  dfre,  compensé  par  le  fait  sui- 
vant, qui  semble  paradoxal  au  premier  aFjord  :  pendant  qu\in 
certain  paramètre  varie,  aussi  peu  gnon  le  veut,   le  point  qui 

(  »  )   3/athematische  Annafen,  p.  lî)-',  iSr^o. 
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(U'cril  la  courbe  reprend,   une  infinité  de  fois,   loule  position, 
fixée  à  Tavance  dans  un  carré. 

-\ous  ferons  d'abord  remarquer  qu'il  csl  beaucoup  plus  facile 
de  trouver  des  courbes,  obligées  seulement  à  passer  dans  le  do- 
maine de  tous  les  points  d'une  aire.  Il  est  évident,  par  exemple, 
que  cetle  propriété  appartient  à  toute  épicycloïde,  à  moins  que  la 
circonférence  mobile  ne  soi tcouimensurable  avec  la  circonférenc 
fixe;  elle  appartient  aussi  à  la  trajectoire  d'une  bille,  lancée,  dao^ 
(certaines  conditions  ('),  sur  un  billard  rectangolaire ;  ou,  plu:^ 
simplement,  à    la  route   qu'elle  suit   sur    un    billard   circulaire^ 
lorsqu'elle  est  lancée  sous  un  angle  incommensurable  avecT:;  etc. 
A  ces  exemples,   connus,   nous  allons  en  ajouter  un  autre,  très 
intéressant,  qui  se  rattache  aux  propriétés  de  la  fonction 

(•/)  t;j(x)=  lim  ^ '--■ ■ ^'• 

«  -  »  /* 

On  voit  aisément  que  cette  fonction  exprime  la  fréquence  di^ 
rhi [l're  i  dans  la  représentation  de  x  selon  le  système  binaire^ 
Soil,  en  elfel,  dans  ce  système, 

où  le  //"'"•*  rliiflVe  est  o  ou  i  suivant  que  [2"x]  est  pair  ou  impair. 
On  a  aussi 

juiis,  au   li«Mi  do  (  >  ^ 

I  ,»  >  T7T.  .r)  —   iiin 


nr=  « 


n 


Il  en  résulte  cjuo  Ton  peut  altérer  comme  on  veut  la  partie 
onliôic  de  .^^  et  les  v  premiers  cliiffres  de  la  partie  fractionnaire, 
V  étant  même  très  j^rand,  mais  ///?/,  sans  que  gj(x)  change  de  va- 
ItMir.  Il  e«*t  donc  é\ident  que  cette  fonction  revient  à  la  même 
N*iltnir  une  iniinité  de  fois;  mais  il  importe  de  faire  voir  quVZ/e 
pru!  fn't'udrr  t<tufr  va/rur  romprisc  entre  o  et  i.  En  effet,  une 
tiile   N.iiedi"  peut  t  Ire   liuijours  con>idérée  comme  limite  d'une 


/.'<•■      i  ■:     i     .V"    1/ î/.'a '.».ci.'uM"/5.  p.    \.' r,   iS,»j 
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succession  de  nombres  positifs  a, ,  a2,  as,  .  . .,  inférieurs  à  riinilé. 
Or,  si  i|,  1*2,  1*3,  ...  est  une  succession  quelconque  de  nombres 
entiers,  qui  vont  en  croissant  au  delà  de  toute  limite,  et  si  Ton 
pose  y*/,  =  [iMa„],  on  a,  pour  n  infini, 

lim  "h-  =  lim  ^^—. — -  =  lima,t=  m. 

Cela  étant,  construisons  un  nombre,  dans  le  système  binaire, 
en  prenant  arbitrairement  la  partie  entière  et  les  v  premiers 
cbiflTres  delà  partie  fractionnaire,  et  déterminons  les  cbilIVes  sui- 
vants par  groupes  de  £*i,  i^^  /a,  •  •  •  cliifTres,  de  façon  qu'il  y  en  ait 
seulement  y'i  égaux  à  l'unité  dans  le  premier  groupe,  j\,  dans  le 
deuxième,  etc.  La  probabilité  de  rencontrer  i  parmi  les  cliillVes 
qui  viennent  après  le  v'^™*,  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  quelconque 
du  /i'*""*  groupe,  est  comprise  entre  les  nombres 

{f\  Jj  ±/*  -4-y3-+-...-i-y*/f-i  ^  Ji-^ji-^ji  H-...-f-y;,  ^ 

qui  tendent,  pour  n  infini,  vers  les  limites 

!•       Jn  —  l  i  !•         Jn  ^ 

Il  ni  --. —  =  A  nr,         lim   .-^  =  -r-» 
tft  i/i_i        A" 

en  supposant  que  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs,  dans  lu 
succession  des  nombres  /,  tende  vers  une  limite  k.  Il  suffit  (|ue  /• 
soit  égal  à  Tunité  (ce  qu'on  obtiendra  en  prenant,  si  l'on  veut, 
/^  =  //,  ou  bien  i,t  =  /?^,  etc.)  pour  être  certain  que  le  nombre  x, 
ainsi  construit,  fera  |)rendre  à  ts(x)  la  valeur  assignée  à  l'avance 
entre  o  et  i .  Il  ja  plus  :  fixons,  au  basard,  un  nombres?  ;  puis,  étant 
donné  un  nombre  positifs,  arbitrairement  petit,  prenons  v  suflisani- 

iiient  grand  pour  que  :>.^  surpasse  -  •  Si,  en  construisant  x  comme  on 

Aient  de  le  dire,  on  a  soin  de  donner  à  ce  nombre  la  niènïe  partie 
entière,  et  les  v  premiers  cliillres  de  la  |)artie  fractionnaiie  de  r/,  il 
est  évident  que  x  tombera  entre  a  —  s  et  ^/  -f-  £.  C'est  donc  c/d/is 
A'  domaine  de  toute  valeur  de  x  (|ue  la  fonction  m  prend,  une 
infinité  de  fois,  toutes  les  valeurs  comprises  enire  o  et  i. 

Il  faut  toutefois  reniar(|uer  que  nous  sommes  bien  loin  d'avoir 
défini  la  fonction  rry  ()our  toutes  les  valeurs  de  x.  La  conslruelion 
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même,  que  nous  avons  donnée  plus  haut,  nous  fait  prévoir  que  Ton 
doit  trouver  dans  tout  intervalle  une  infinité  de  valeurs  de  x,  pour 
lesquelles  le  second  membre  de  (2)  ou  de  (3)  n'existe  pas.  Pour 
en  être  sûr  il  faut  remplacer  les  fractions  (4)  par  d'autres,  dont 
les  limites  puissent  être  indéfiniment  approchées  par 

(  >)  -(C|-4-r,4-Cj-H...-4-C„), 

/* 

lorsqu'on  dispose  des  nombres  i  de  manière  que  cette  fraction  ne 
cesse  jamais  d*osciller  dans  un  certain  intervalle.  Il  suffit  d'accu- 
muler lesy„  chiffres  1  du  /i'*^'*"^  groupe  à  la  fin  ou  au  commence- 
ment de  ce  groupe,  en  s*arrétant  au  dernier  o  dans  le  premier  cas, 
et  au  dernier  chiffre  i  dans  le  second,  pour  donner  à  i,  à  mesure 
que  n  croît,  la  plus  petite  ou  la  plus  grande  fréquence  possible. 
De  cette  façon,  on  est  conduit  à  remplacer  les  fractions  (4)  par 
les  suivantes 

dont  les  limites  sont 

^                                             HT  W 

À    = ; ; »  fl  = 


I  -i-  llin  ^ —    —         -  . l  —  lim -; : r 


D'ailleurs 


lllll    .  .  — . =  Il  m  r-=^  Iim : =(|  —  tît)(   —   —  I  ), 


lin 


■- .   — '' =  lim  — .  -•'-  lim : =  (»  —  '^)K^  —  a). 

/j     :-  /^  -+-•■•■-   '/i  '/i  '/i 


Donc 


A"  HT  TÎT 

A    ^^ ■ ; >  JJL   — 


I  —  (i  —  /)nT  '  A-H(i  —  k)m 


Tant  que  ^  est  un  nombre  positif,  inférieur  à  l'unité,  on  ne  peut 
avoir  X  =  jjl  que  j)our  A'  =  i .  Il  en  résulte  que,  si  l'on  fait  croître 
les  nombres  i  assez  rapidement  pour  que  k  soit  inférieure  l'unité, 
la  fraelion  (5)  relative  à  une  infinité  de  nombres,  aussi  rappro- 
chés (pron   le  veut,  oseille   toujours  dans  l'intervalle  ().,  a)  sans 
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tendre,  pour  aucun  d'eux,  vers  une  limite  déterminée.  On  peut 
même  faire  en  sorte  que  ces  oscillations  aient  lieu  dans  toute 
rétendue  de  Tintervalle  (o,  i)  :  il  suffit  que  k  soit  nul,  ce  qu'on 
peut  réaliser  en  prenant,  par  exemple,  /«=  n!,  ou  i„=  /i",  etc- 
Les  chiffres  i  tendront  ainsi  à  devenir,  tour  à  tour,  infiniment 
rares  et  infiniment  fréquents. 

Pour  un  même  nombre  x,  les  oscillations  sont  limitées  à  une 
partie  de  (X,  |jl),  par  exemple  à  (X,  ni)  pour  les  nombres  construits 
comme  il  a  été  dit  plus  haut,  en  premier  lieu,  et  à  (tïj,  u.)  pour  les 
autres;  mais  on  peut  toujours  leur  donner  une  ampleur,  aussi  voi- 
sine de  I  qu'on  le  désire,  en  prenant  A*  =  o  et  ni  très  près  de  o  ou 
de  I.  Remarquons,  pour  finir,  que  l'on  a  X=[x,  quelle  que  soit  la 
valeur  positive  attribuée  à  kj  lorsque  la  valeur  de  tïj  est  une  de 
celles  que  l'on  a  commencé  par  exclure,{à  savoir  o  ou  i .  Il  semble 
donc  que  la  fonction  xs{x)  passe  par  ces  valeurs  plus  fréquemment 
que  par  toute  autre.  Nous  pourrions  d'ailleurs  lui  imposer  une  valeur 
arbitraire  toutes  les  fois  que  la  définition  (2)  vient  à  manquer; 
mais  cela  n'est  pas  indispensable  pour  le  but  que  nous  avons  en 
vue. 

On  se  rend  compte  autrement  des  propriétés  qui  précèdent  en 
remarquant  que  xa{x)  est,  pour  ainsi  dire,  une  fonction  à  période 
infiniment  petite.  En  effet 


<6) 


m(jr)  =  mfj7H —  j  =mfjr-h  -j  = 


La  fonction  admet  donc  une  infinité  de  périodes,  mais  aucune 
d'elles  ne  peut  être  considérée  comme  simple,  puisque  sa  moitié 
est  encore  une  période.  Il  faut  bien  se  garder  d'appliquer  les  éga- 
lités (6)  une  infinité  de  fois,  en  partant  d'une  valeur  donnée  de  x^ 
sans  quoi  on  arriverait  à  la  conclusion  que  xs  est  une  constante. 
Comme  conséquence  et  généralisation  des  égalités  (6)  on  doit  se 
borner  ù  écrire  tïj(x)  =  tîj(jc -+- w),  pour  tous  les  nombres  o), 
susceptibles  d'être  représentés  par  une  succession  limitée  de 
chiffres  dans  le  système  binaire.  Effectivement  Taddition  d'un  tel 
nombre  à  j?  ne  peut  altérer  qu'un  nombre  yZ/i*  de  chiffres,  d'où 
il  suit,  en  vertu  de  (3),  que  la  valeur  de  xs  reste  la  même.  Remar- 
quons, en  passant,  que  ce  n'est  pas  le  seul  cas  où  cela  arrive,  car 
on  a  aussi  nj(.r)  =  cy( 9, x)  =  T3(^x)  =  ....  D'ailleurs  il  n'est  pas 
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nécessaire  de  recourir  à  rinlerprélalion  de  rs  comme  probabilité 
d'un  événement  pour  constater  que  sa  valeur,  en  un  point  quel- 
conque a,  doit  nécessairement  reparaître  dans  le  domaine  de  tout 
autre  point  a',  La  propriété  (6),  qu'on  peut  déduire  directement 
de  la  définition  (2),  suffît  à  l'explication  de  ce  fait.  En  efTel,  si  Von 
désigne  par  w  le  nombre  que  Ton  obtient  en  supprimant  tous  les 
chiffres  après  le  v'^*"*,  dans  a' —  a,  on  a,  en  supposant,  comme 

plus  haut,  2^>>     y 

I  a' —  a  —  w  I  <  8. 

Par  conséquent  il  existe  toujours,  entre  a' — s  et  rt^-hs,  un 
nombre  x  =  a  -{-  ^0^  tel  que  t3{x)  =  w{a). 

Cela  posé,  considérons  la  courbe^  =  ni (jr).  D'après  ce  qu'on 
a  vu  précédemment  on  peut  non  seulement  affirmer  qu'elle  passe 
dans  le  domaine  de  tout  point  compris  entre  l'axe  des  x  et  une 
parallèle  à  cet  axe  (y  =  1),  mais  encore  qu'elle  a  une  infinité  de 
points  dans  tout  segment  rectiligne,  si  petit  qu'il  soit,  parallèle  à 
l'axe  des  x,  et  situé  entre  les  deux  parallèles,  tandis  qu'une  paral- 
lèle quelconque  à  Taxe  des  ^  ne  peut  évidemment  la  rencontrer 
qu'en  un  seul  point.  En  d'autres  termes,  si  l'on  se  donne 
au  hasard  un  point  (x  =  «,  ^  =  6)  dans  la  région  indiquée,  la 
courbe  possède  une  infinité  de  points,  qui  ont  l'ordonnée  b  et 
l'abscisse  aussi  près  de  a  qu'on  le  désire.  On  j)eut  d'ailleurs  faire 
varier  comme  on  veut  la  forme  de  la  région  par  un  changement 
(*onvenable  du  système  de  coordonnées.  Ainsi,  j)ar  exemple, 
l'équation 

- — arc  lang—  =  w (^ jr^ -1- y^) 

représente  une  courbe,  qui  passe  dans  le  domaine  de  tous  le.^ 
points  du  plan  :  cela  n'em|)éche  pas  ([uc  deux  cercles  quel- 
(•()n(|ues,  avant  leurs  contres  à  l'origine»,  comprennent  entre  eux 
une  infinité  d'autres  cercles  conccntri(|ues,  qui  ne  rencontrent  pa» 
la  courbe. 

II  <'sl  maintenant  bien  facile  de  trouver  la  courbe,  dont  ni>ur 
a\ons  parlé  en  coinuicnranl.  Si  l'on  représente  par  u-i /"i  la  fn'"- 
quence  de  i  parmi  b's  chillVes  de  ranir  impair  dans  la  partie  frar- 
liunnaire  du  nombre  /,  écrit  dans  le  SNSlèuie  binaire,  et  par  'lit 
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la  fréquence  de  i  parmi  les  chiffres  de  rang  pair,  on  démontre 
sans  peine,  comme  précédemment,  que  ces  deux  fonctions 
jouissent  des  mêmes  propriétés  que  nj.  Du  reste  chacune  de  ces 
fonctions  dépend  de  ci,  à  cause  des  relations  évidentes 

H  y  a  donc  entre  deux  nombres  quelconques,  aussi  près  l'un  de 
l'autre  qu'on  le  veut,  une  infinité  de  valeurs  de  t  qui  ne  donnent, 
il  est  vrai,  aucun  point,  dont  les  coordonnées  soient 

mais  il  est  certain  qu'il  y  a  aussi,  dans  le  même  intervalle,  une 
infinité  de  valeurs  de  ^,  qui  correspondent  à  un  point  unique, 
dont  les  coordonnées  (7)  peuvent  être  assignées  à  l'avance,  entre  o 
et  i,  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire.  De  même,  après  avoir 
distribué  les  nombres  naturels  en  trois  systèmes,  désignons  par 
x,y,  z  les  fréquences  de  i  parmi  les  chiffres  de  /,  dont  les  rangs, 
dans  la  partie  fractionnaire,  sont  respectivement  marqués  par  les 
nombres  de  chaque  système  :  la  courbe  engendrée  par  le  point 
(jT,  j',  :;)  remplit  une  infinité  de  fois  tout  le  volume  d'un  cube. 

Si  nous  pouvions  éliminer  /  entre  les  équations  (i),  nous  se- 
rions conduits  à  une  équation  unique 

qui  ne  représente  plus  une  courbe,  mais  bien  une  région  du  plan, 
dont  les  points  doivent  être  considérés  dans  leur  ensemble,  et  non 
pas,  comme  sur  la  courbe,  l'un  après  l'autre.  Une  même  région 
donne  naissance  à  une  infinité  de  courbes  qui  la  remplissent  :  il 
suffit  d'en  ordonner  les  points  suivant  une  certaine  loi,  que  l'on 
exprime  en  écrivant  (]ue  Téqualion  (8)  est  satisfaite  par  deux  fonc- 
tions X  et  )'  d'un  paramètre  /.  C'est  le  choix  de  ce  paramètre  qui 
caraclérise  cha(|ue  courbe  dans  la  région  qu'elle  remplit,  et  c'est 
la  continuité  des  deux  fonctions  qui  définit  la  continuité  de  la 
tourbe.  Ainsi  la  courbe  de  M.  l^eano  est  continue,  mais  on  trouvt; 
une  courbe  discontinue  si  l'on  remplace  t  par  tît(/)  dans  les  é(jua- 
li()ns(i).  J)e  mèm(>  noire  courbe  est  discontinue  en  tant  qu'elle 
<'si  reprt'senlée  par  les  é(|ualions  (^),  mais  elle  ne  saurait  devenir 
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continue  par  un  changement  de  paramètre,  parce  qu^il  est  im- 
possible de  trouver  une  fonction  /(/),  telle  que  les  fonctions 
?(/(0)  ^^^{/iO)  soient  continues.  On  peut  en  dire  autant  au 
sujet  des  courbes  usuelles,  qui  sont,  après  tout,  des  régions  à  une 
seule  étendue,  selon  le  concept  géométrique;  mais,  s'il  y  a  lieu 
de  considérer,  au  point  de  vue  analytique  ou  mécanique,  Tordre 
suivant  lequel  leurs  points  se  succèdent,  la  loi  qui  régit  cette 
succession  peut  créer  des  discontinuités  aussi  fortes  qu'on  le  veut,  ^  ,, 
lors  même  que  la  courbe  serait  géométriquement  continue.  C'est  ^  ^t 
ainsi,  par  exemple,  que  les  équations 

représentent  un  ensemble  de  points  qui,  tout  en  couvrant  com mi- 

platement,  une  infinité  de  fois,  la  droite  x=yy  se  suivent  dans  ^  ass 
un  ordre  éminemment  discontinu,  et  il  n'y  a  pas  moyen  de  faire^^^re 
disparaître  cette  discontinuité  par  un  changement  de  paramètre. 

Le  fait  qu'une  équation,  telle  que  (8),  puisse  représenter  une 
région  à  double  étendue,  ne  doit  pas  nous  surprendre.  Tout  en- 
semble de  points,  en  nombre  fini  ou  infini,  distribués  d'une  ma — 
nière  continue  ou  discontinue  le  long  d'une  ligne  proprement 
dite,  ou  dans  une  partie  quelconque  du  plan,  peut  être  repré— 
sente  par  une  équation  entre  les  coordonnées  x  et  y  de  ses  points  ^^  ^, 
parce  qu'on  a  le  droit  de  définir  la  fonction  xC*^?  y^  ^'^  '^^  ^^'  -M~mi- 
posaul  d'être  nulle  aux  points  considérés,  et  de  prendre,  partou-«i-^ut 
ailleurs,  des  valeurs  autres  que  zéro.  Nous  savons  bien  que  cetl -^  -te 
raison  ne  satisfait  pas  assez  l'esprit,  qui  demande  que  l'on  puiss-s==:   :>c 
toujours  exprimer  la  fonction  y  au  moyen   d'autres   fonctions^     ^s, 
connues;  ce  qui  est  évidemment  possible  et  facile  dans  un  gran -^r^^ii 
nombre  de  cas.  Ainsi,  par  exemple,  l'équation  [x^  -f-^^J— -q  r^       e- 
j)résentc  l'intérieur  d'un  cercle;   [j*]^ -j- [j'']- =  o  représente  u^ — 'fl 
carré,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  celui  qui  est  occupé  par  h 

courbe  (i),   parce  (pie  l'on  doit  en  exclure  trois  sommets  et  1-        C5 
cotés  qui  les  j()i};ncnt.  I/ensemble  des  cases  de  même  couleur,  s  -^^r 
un     écliicjuicr    indclini,    peut     être    représenté    par    l'équati«=r ^/i 
( —  i)'''  =^  ( —  i)'>''.   De  même,  soient  x,  y^  5,  sur  un  échiquier^  k 
cases  triangulaires,  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  cot^**" 
(Tune  case  a,  de  sorte  que  x  -\- y  -h  :;  =  i  ;  puis  désignons  par    ^ 
lr>   trois   cases   (|ui  entourent  a  et  qui  lui   sont  opposées  par   \c 
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sommet;  nommons  de  nouveau  a  les  deux  autres  cases  qui,  avec 
ia  première,  sont  opposées  par  le  sommet  à  chaque  case  |â;  et 
ainsi  de  suite,  à  Tinfini,  en  alternant  toujours  a  avec  ^.  Distin- 
guons enfin  par  les  lettres  y  et  3,  parmi  les  cases  qui  restent, 
celles  qui  ont  un  côté  commun   avec  une  case  a  ou  ^,   respec- 
tivement. Si  l'on  a  soin  de  donner  ia  même  couleur  (bleu  foncé, 
psr  exemple,  mais  avec  deux  teintes  différentes)  aux  cases  a  et  p, 
et  une  autre  couleur  (deux  teintes  jaunes)  aux  cases  y  et  5,  on 
obtient  une  jolie  mosaïque,  qui  aTaspectd'un  réseau  d'hexagones 
c'airs,    se  détachant   assez   gracieusement   sur  un  fond  obscur. 
Abstraction  faite  des  sommets  et  des  côtés,  chaque  ensemble  de 
cases   cle  même  couleur  est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

^"  A"  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  3,  — 3,  i,  — i,  suivant 
^  *1  s'agit  des  cases  a,  p,  y,  8,  respectivement.  Si  l'on  fait  dispa- 
•^ïti*^  les  différences  de  teinte,  on  obtient  un  réseau  semi- 
'**^^^lîer(*  )de  triangles  et  d'hexagones  :  l'ensemble  des  hexagones 
csi  1*^ présenté  par  l'équation 


^    ^  = —  1,  et  celui  des  triangles  par  la  même  équation,  où  Ton 
^""^^  Ar=3. 

^^^î  t  encore  /(x)  la  fonction,  bien  connue,  qui  prend  les  valeurs 

'  >    o,  1  suivant  que  x  est  négatif,  nul  ou  positif.  L'emploi  de 

*-^^    fonction  permet  toujours  de  réduire  la  question,  dans  le  cas 

^•^^  région  continue,  limitée  par  un  contour  donné,  à  la  re- 

^^c^he,  beaucoup  plus  facile,  d'une  fonction  g{jo^y),  qui  soit 

^    ^^  t^îve  à  l'intérieur  de  la  région,  négative  à  l'extérieur,  nulle  sur 

^c^ntour.  L'équation  /{g{^, y))=  f^'  représente  évidemment, 

^    ^ï*  Ar  =  I,  la  région  considérée,  pour  k  =  i  la  région  extérieure 

Contour,  et  pour  A*  =  o  le  contour  lui-même.  Il  en  résulte,  par 

^^^ïnple,  que  l'intérieur   d'un   cercle  peut  être   représenté  par 

^H^ation   /(i  —  x^^y^)=i;    que   Téquation  /(x^-f-j^^)-- , 

^t^résente  le  plan  entier,  a  l'exception  de  l'origine;  que  l'en- 


1  '  )  Forme  poliedriche,  p.  45. 
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semble  des  intérieurs  des  cases  de  même  couleur  d'un  échiquier 
peut  être  représenté  par /"(sinirx  siniw^)=  i;  etc. 

Dans  les  exemples  qui  précèdent,  et  dans  beaucoup  d'autres,, 
toutes  les  fois  que  Téquation  (8)  représente  une  région  à  doiil>\c 
étendue,  on  s'aperçoit  que  le  premier  membre  peut  être  exprirrm.é 
au  moyen  de  fonctions,  telles  que  [a:],  douées  de  la  propriété    de 
conserver  une  valeur  donnée,  dans  un  ou  plusieurs  intervalles.   CZin 
voit  également  paraître  des  fonctions,  telles  que  cj(j;),  qui      ■re- 
viennent une  infinité  de  fois  à  la  même  valeur  dans  un  inter\refe.He 
fini  ;  mais,  alors,  les  régions  représentées  ne  sont  pas  continu  ^  s  : 
leur  discontinuité  est  comme  l'image  de  la  discontinuité  des  fo  mtsc- 
tions  employées.  Lorsque  l'on  dispose  de  semblables  fonclio  mis, 
en  nombre  quelconque,  avec  des  intervalles  arbitraires,  où  cl  les 
soient  obligées  à  rester  constantes  ou  bien  à  reprendre  indéfi  «li- 
ment une  même  valeur,  peut-on  construire  par  leur  moyen,   s^os 
faire   intervenir  des  fonctions   d'autre  nature,  l'équation   d^i^ne 
région  donnée,  quelle  qu'elle  soit?  La  question  ne  nous  semLle 
))as  facile  à  traiter  :  nous  laissons  à  nos  lecteurs  le  soin  de  la    ré- 
soudre. 
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BvKKU  (IL-F.). —  y/n  Introduction  to  Abel's  Tkeoreni  and  the  alf  ^  '^' 


Theory,   includuif^  the   Thcory  of  the  Thêta.   Iii-8°.  Canibritlgc,  l' 
vcrsily  I*ress.  à'j  sli. 

Bliikiivhdt  (H.).  —  J'\inktionst1icoretische  Vorlcsun^'en.  \  TliL  : /:■ 
l'uhrnnî;  in  die  Tlieorie  der  anaiytischen  Fiinktionen  einer  complcj 
Verdnderliehen.  Avec  noinhrciises  fij^ures  dans  lelo\lc;gr.  in-8",  \il 
j».  Lcip/iir,  Voil  und  Cu.  G  m.,  jj^cbd.  7  m. 

(>hi:li.k  (A.-L.).  —  C ideulatinL;  Tables  i^ivin^'  the  Products  of  cve 
/ivn  munhirs  froin  \  to  1000.  Uy  Kcv.  C.  Droinikcr.  i'*^  édition  aiiglai 
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.lMiiii>ni:i»i(.iiT   de/'   drutsehen   Matheniati/wr -l'erei/iizrunir.    4.    l' 
I  ï-:. »',-()■>.   l'nlli.  die    Chionilv    d.-r  \  creiniL:;:.    f.    d.   J.    1 89  j    u.    iS»p.  km 
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LEOPoto  Kronecker's  \Vkrkk,  herausgegebcn  auf  Veranlassun.ç  der  K.  P. 
Akademie  der  Wissenschaflen  von  K.  Henscl.  —  Zweiler  Band;  in-4°,  vii- 
>io  p.  Leipzig,  Tcubner,  1897. 

Li3i  publication  des  Œuvres  de  Kronecker  se  poursuit  avec  une 

'^P^dilé  de  bon  augure.  Dans  un  article  antérieur  ('),  nous  avons 

^*^noncé  la  publication  du  premier  Volume  et  nous  avons  indiqué 

^  plan  adopté  par  M.  Hensel.  Le  second  Volume,  qui  vient  de 

paraître,  contient,  conformément  aux  indications  que  nous  avions 

oofjées,  un  ensemble  de  vingt-deux  Mémoires  qui  se  rapportent 

'  -\rithroétique  supérieure  et  qui  ont  paru  dans  l'intervalle  com- 

"***s  entre  les  années  1875  et  1884.  Presque  tous  ces  Travaux  seral- 

^^H«nl,  de  près  ou  de  loin,  à  l'écrit  célèbre  que  Kronecker  avait 

^•t.     paraître  en  l'honneur   du  jubilé  de  Kummer,   Grundziige 

^  ^^c  r  arithmetischen  Théorie  der  Algebraischen  G  rosse  n.  Les 

S^^^^diètres  et  les  analystes  seront  heureux  de  les  trouver  réunis 

'^*  >    Je  pouvoir  les  étudier  dans  leur  ensemble  et  dans  leur  liaison 

^^Sicjue.   Kronecker  était  un  géomètre  absolument   original;    il 

*^^it  profondément  réflécbi  sur  l'ensemble  des  Mathématiques; 

^^^     clehors  même  des  découvertes  capitales  qu'il  a  faites  dans  les 

'^^■"t.îes  les  plus  difficiles  et  les  plus  cachées  de  notre  science,  il 

*^^^it  donner  à  tous  les  écrits  qui  sortaient  de  sa  plume  un  cachet 

"^^•"^onnel  qui  les  recommande  et  les  distingue  au  plus  haut  degré. 

^^iteur,  M.  Hensel,  et  l'imprimeur,  M.  Teubner,  rendent  donc 

*^     véritable  service  en  poursuivant  cette  |)ublicalion  et  lui  don- 

^*^t.  tous  los  soins  qu'elle  mérite. 

V^liacun  des  Mémoires  a  été  soumis  avant  la  réimpression  ù  un 

^^Oaen  minutieux  et  M.  Hensel  se  plaît  à  reconnaître  que,  dans 

^^^^  lâche  qu'il  a  entreprise,  il  a  été  aide  par  le  bienveillant  con- 

/•^t-s  de  différents  géomètres  :  MM.  Frobenius,  Hermiie,  Hurwitz, 

^*^^ser  et  Vahlen.   11  remercie  particulièrement  MM.  Hurwitz  et 

^*^escr  qui  ont  apporté  leurs  soins  à  la  publication  des  deux  Mc- 


^  '  >  Bulleliny  X\,,  p.  loj. 
^uU.  des  Sciences  mai/ic/n.,  a'  scric,   l.  \\I.  ^  Novembre  iS«j-.)  j,, 
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moires  sur  rélimination  cl  sur  les  formes  Lilîncaîres  de  qualre 
variables. 

Parmi  les  vingl-deiix  Mémoires  que  conlient  ce  Volume,  huit 
se  rapportent  à  un  sujet  qui  a  été  l'objet  favori  des  recherches  de 
Rronecker  :  la  loi  de  réciprocité  pour  les  restes  quadratiques.  On 
V  trouvera  aussi,  en  dehors  de  ceux  que  nous  avons  cités  plus 
haut,  les  recherches  sur  les  fonctions  de  Sturm  et  sur  les  carac- 
téristiques des  syslrmrs  de  fonctions. 


PASCAL  (K.).  —  (^\u:oKo  dkli.k  Vahiazioxi  r  Calcolo  delle  differenze 

KiMTK.  ln-8",  Ho  i>.  Milan,  Hœpli,  1S97. 

(^cL  Ouvrage  fait  partie  de  la  colleclion  des  Manuels  tlœpli  qui 
comprend  déjà  plus  de  cinq  cenls  numéros  publiés,  traitant  pour 
ain^i  dire  de  tous  les  sujets  que  Ton  peut  imaginer.  Les  Mathé- 
matiques y  sont  représentées  par  un  Traité  d'Astronomie  de 
M.  Lockjer;  par  le  Calcul  différentiel,  le  Calcul  intégral,  le  Cal- 
cul dos  variations  et  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  (dont  nous 
avons  déjà  rendu  compte)  de  M.  Pascal  ;  par  une  Dynamique  élé- 
mcnlairc  de  M.  Callaneo  ;  par  des  exercices  (f  Algèbre  dus  ù 
M.  S.  PincluM'le,  de  (Calcul  infiuilésimal  dus  encore  à  M.  Pascal: 
par  des  Frailés  de  Géométrie  analyUque,  |)r()je(;live  et  descriptive, 
dus  à  M.  As(diieri  ;  de  Géomélrie  pure,  métri([ue  ou  trigoiiomé- 
!ri([ue  dus  à  M.  Pinclierle;  de  Géométrie  pratique,  <lù  à  M.  C.  Erèdo. 
Lu  Volume  sur  la  gravitation  est  dû  à  Sir  G. -13.  Airv,  un  autre 
sur  la  L()i;i(|ue  malhémati(|ue  à  M.  Burali-Forti.  iJ'aulrt;s  manuels 
Irailenl  de  la  perspective,  de  la  métrologie,  de  la  sléréoniélrle. 
de  la  ihéorie  des  nombres,  de  la  statique,  des  premiers  éléments 
de  la  théorie  des  nombres,  etc.  Nous  allons  donner  quoUjues  indi- 
cations (jui  permettront  au  lecteur  de  se  rendre  compte  du  but 
poursuivi  par  l'auteur. 

Le  manuel  du  (calcul  des  variations  et  du  Calcul  des  diHérences 
peut  être  considéré  comme  formant  la  Iroisiènu*  Partie  du  Cours 
iM)m|)l('L  de  (Calcul  infinitésimal.  C'est  ce  (jui  explique  la  réunion, 
dans  un  ménie  Ouvrage,  de  deux  sujets  aussi  réellement  difTérenls. 
I)a[is  le  Caleul  des   variations,  M.    Pascal   résume   les  |)rinci])ales 
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recherches    des    géomètres    sur    trois    problèmes    principaux    : 

I®  L'étude  de  la  variation  première  des  intégrales  simples,  la 
recherche  des  équations  différentielles  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  fonctions  inconnues  du  problème  posé; 

2°  L'étude  et  la  transformation  de  la  variation  seconde  des 
intégrales  précédenles; 

3®  Le  Calcul  des  variations  pour  les  intégrales  multî])les  à 
limites  variables. 

Il  termine  par  l'examen  de  quelques  problèmes  particuliers  et 
en  particulier  par  l'application  du  Calcul  des  variations  à  la 
recherche  des  conditions  d'intégrabilité. 

En  ce  qui  concerne  le  Calcul  des  différences,  qui  touche  d'un 
côté  à  l'Algèbre  supérieure,  de  l'autre  au  Calcul  infmilésimal, 
l'auteur,  après  avoir  établi  les  formules  élémentaires  relatives  aux 
différences,  quelques  propriétés  des  nombres  de  Bernoulli  et  des 
fonctions  interpolaires,  aborde  le  problème  général  de  l'interpo- 
lation. Il  fait  connaître  la  formule  de  Lagrange,  rappelle  la  géné- 
ralisation qu'en  a  donnée  M.  llermite,  puis  fait  connaître  les 
différentes  méthodes  de  quadrature  de  Si^npson,  de  Cotes,  de 
Oauss.  L'Ouvrage  se  termine  par  un  résumé  du  Calcul  inverse 
des  différences  où  se  trouvent  traitées,  en  même  temps  que  les 
problèmes  de  quadrature  et  les  formules  d'Euler,  les  équations 
aux  différences  finies  en  général  et  plus  particulièrement  les 
équations  linéaires. 

Bien  entendu,  il  ne  faut  pas  s'attendre  sur  des  sujets  si  étendus, 
condensés  en  un  si  petit  nombre  de  pages,  à  des  développements 
précis  et  complets;  nous  ne  devons  pas  oublier  que  l'Ouvrage  est 
un  manuel  et  non  un  Traité  didactique.  L'essentiel  est  qu'il  rem- 
plisse Tobjet  auquel  il  est  destiné. 


pKLASSUS.  —  Leçons  sur  la  thkorik  analvtioik  des  éqi axions  alx  dé- 
RivÉKS  partielles  du  PRE3kiiER  ORDRE.  Uii  vol.  in-8";  88  p.  l^uis,  llor- 
niann,  1897. 

I^'objet  de  ces  intéressantes  Leçons  est  d'apporter  à  la  Théorie 
<lt"-i    équations  aux  dérivées  partielles  du    premier  ordre    l'unité 
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qui  lui  manque  encore,  malgré  les  nombreux  travaux  dont  celle 
théorie  a  été  Tobjet,  travaux  dont  les  résultats  essentiels  ont  été 
exposés  d'une  façon  magistrale  par  M.  Goursat,  dans  un  livre  qui 
est  maintenant  classique.  Dans  deux  Mémoires  antérieurs  (*), 
M.  Delassus  s'était  occupé  de  systèmes  différentiels  plus  généraux 
et  avait  été  amené  à  donner  d'importantes  indications  sur  la  sim- 
plification de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  qui  résultent  des  résultats  généraux  obtenus  par 
lui  :  c'est  le  développement  de  ces  idées  qui  constitue  le  présent 
travail;  mais  il  importe  de  dire  qu'il  se  suffit  à  lui-même,  et  que 
l'auteur  ne  se  réfère  nullement  à  ses  travaux  antérieurs. 

Le  point  de  départ  consiste  dans  la  rédaction  à  une  forme  cano- 
nique d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ne  contenant  qu'une  inconnue  js.  M.  Delassus  montre  que, 
étant  donné  un  pareil  système,  où  js  désigne  la  fonction  inconnue, 
Xij  Xi,  ...  les  variables  indépendantes, /7|,  p^,  ...  les  dérivées 
partielles  de  s  prises  respectivement  par  rapport  k  Xt^  â?s,  •  • ., 
on  peut,  par  des  opératioifs  finies,  ou  bien  constater  son  impossi- 
bilité, ou  bien  Tintégrer  complètement,  ou  enfin  le  mettre  sous  la 
forme  canonique  suivante  : 

Pl  —  /i(^i»  ^î»  -•  •»  ^«»  ^1  /'ïi.-»-!,  ..  M  Pn)  =  o, 
pi  —  ,fii  '^l*  '^'i»    •  •  •  »  ^ni  ^*  P\L-*-l*    •  •  •  *  Pn  )  =  f*» 


les  ('(|iialions 

I  Pi—fi^  Pi  —fj  1  =  o,      (  '*'  y  "=.  \^) 

clant  des  conscquenccs  algébriques  des  équations  qui  composent 
le  précédent  s}slùme,  c'esl-à-dire  se  réduisant  à  des  identités 
quand,  après  les  avoir  développées,  on  y  remplace />i ,  /^j-»  •  •  • ,  /?ii, 
respectivement  par  /"i ,  /"o,  .  . . ,  f^. 

Quant  au  symbole  opératoire   [     ],    il  a  la   signification    sui- 


(')  Extension  du  thcorèiiic  de  Cauchv  aux  s^vslômcs  les  plus  généraux  d'équa- 
tions aux  dérivées  parlicllcs.  —  Sur  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue  {Annales  Scientifiques 
de  l'Kcole  Normale  supérieure,  1895,  j8(J7). 


j 
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vante.  Si 

sont  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  de  la  fonction 
inconnue  z,  des  dérivées  partielles  />,  on  a  par  défînition 

lorsque  z  ne  ligure  ni  dans  f\  ni  dans  4>,  ce  symbole  se  réduit  an 
sjmbole  ordinaire  (F,  ^). 

Voici  maintenant  la  propriété  fondamentale  d'un  sjstùme  ca- 
nonique : 

Si,  en  partant  d'un  tel  système,  on  prend  les  dérivées  des  deux 
membres  des  équations  qui  le  constituent,  de  manière  à  introduire 
les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  z^  on  obtiendra  deux 
sortes  d'équations.  Les  équations  de  la  première  sorte  expriment 
les  dérivées  D,  c'est-à-dire,  en  général,  les  dérivées  qui  sont  de  la 
forme 


âx'^*  àx^*  . .  .  Ox^" 


i 


l'un  des  nombres  a,,  a^,  . . .,  ajj,  étant  diflcrenl  de  zéro,  et  (|ui, 
pour  le  second  ordre,  se  réduisent  donc  à  la  forme 

Oxi ôxj         \J=  ï »  ^î  ..-,/« 

au  moyen  des  dérivées  A,  c'est-à-dire,  en  général,  aux  dérivées  qui 
sont  de  la  forme 

0^\i^  t-^-«;i^j  ♦-.•.-♦■an  - 

Les  écpiations  de  la   seconde  sorte,  obtenues    en    c<;alant   les 
expressions  de  la  forme 

O-^z  _()^  _ 

Ox,-  OXj  Oxj  Oxi 

ne  sont  autres  que  les  équations  d'inléf;ral)ilil<! 

\ Pi— fil  Pj—fj\=--  '»' 
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lesquelles  sont  d'ailleurs  des  conséquences  algébriques  des  équa- 
tions du  sjslème.  En  passant  au  troisième  ordre,  c'est-t-dire  en 
prenant,  par  rapport  à  toutes  les  variables  indépendantes,  les  dé- 
rivées de  toutes  les  dérivées  du  second  ordre  de  5,  on  aura  encore 
des  expressions  de  toutes  les  dérivées  D du  troisième  ordre,  au  moyen 
des  dérivées  A;  mais,  comme  on  obtient  ces  expressions  plusieurs 
fois,   on   aura   de  nouvelles    équations  d^intégrabilité,  ne  conte- 
nant, comme  dérivées  du  troisième  ordre,  que  des  dérivées  A.  On 
pourra   continuer  ainsi,    et  obtenir,   pour  les  différents  ordi^es, 
(les  équations  d'intégrabilité  correspondantes.  Or  chacune  de  €zcs 
équations   d'intégrabilité   se  réduit  à  une  identité  en  vertu  €3cs 
équations   d'ordre    inférieur,  et  des   équations   du   système  c^»" 
nonique. 

On  peut  rendre  un  peu  moins  restrictive  la  définition  du  s^'^' 
tème  canonique  en  ne  supposant  plus  que  le  système  soit  rcsC^'*^ 
par  rapport  aux  dérivées,  mais  bien  que  cette  résolution  pui^  * 
se  faire  cl  que,  alors,  les  conditions  d'intégrabilité  soient  vérifié^^"^ 

Si  Ton  se  place  à  ce  point  de  vue,  il  est  clair  qu^un  syslcr"^^ 
canonique  reste  canonique  par  un  changement  de  variable  quc^^^^ 
conque;  il  est  de  plus  aisé  de  démontrer  que  le  système 

F,  =  o,        F2  =  o,         ...,        Fji  =  o, 

où  les  F  dési<;nrnl  dos  fonctions  dos  .r,  dos  p  et  de  z,  et  où  I 
o(|uali()ns  soiil,  non  résolues,  mais  rôsolu])los  par  rapporta  ad  .. 

rivéos,   csl   caiioniqiio,    ol  colto   j)roposition    fournit   un   procé* 
coinniode  pour  ramoner  un  svslôrno  donné  à  être  canonique. 

Si  V  no  fi«;iiro  pas  dans  le  svsloino  donné,  il  ne  figurera  pas  n^^^^^ 
i)his   dans   lo  systoini;   oanoniciue  dérivé.   Toul   s\stome  linéaitr:^:^^^^ 
liomo^riie  (|)ar  rapport   anx/>)  et  ne  contonant  pas  5,  condui^*- 
nn  syslôino  jaool)ioii,  o'osl-à-dirc  à  un  système  canonique,  linéai — '  ' 

lionio^M'no  ol  110  conlonant  pas  :;. 

La  notion  do  syslonio  canoni(pie  conduit  à  un  théorème  fonc       '^^^ '' 
mon  lai  d\'u'isf('/tcr,    llioorome  que   M.   Dclassus  désigne  sou.- 
nom  do  throrcinc  de  Caucliy  ij^rncralisé,  ol  dont  voici  Fénoi  ^^' 

Soil  un  SNSlomc  oanonicpn* 

/:•■,:•. ■ • 
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el   lin  syslème  de  valeurs  initiales  x",  j:*",  des  variables  jc.  Soit, 

en    outre,  0(xa4.i,  •••i  «^w)  ""^  fonction  de  Jr^^^^  ...,  j-,,,,  analy- 
tique cnx|î^i,  ...,  J*^,  et  désignons  par  ^",  /^Jl^-i,  •••i/>i;i  les  valeurs 

^^2  J-J+,, ...,  x^deQ, 


(/J^jl,  f  1  ^^m 


Si  les  fonctions  y*i,y2î  •••-  ./ixj  ^"  'o"  considère  j-,,  ...,  .r^,,, 
-=-  y>lJH-i>  "jPm  sont  analytiques  en  j-",  ...,  jr^^,  :j",/?|iLfi^  ••••/^///> 
■  I  oxisle  une  fonction  ^{jCt,  X2,  ...,  ^m)  et  une  seule,  vérifiant  le 
slenie  S,  analytique  en  jc",  x",  ...,  x"^  et  se  réduisant  à  0  pour 


0  ^    „0 


,  J*|ji, —  x^. 


-\     cette  proposition  fondamentale  se  rallache  le  problème  de 
i*iichy  qui  consiste,  étant  donné  le  système  canonique  (S),  el, 
^«îtns    l'espace  à  m -h  1    dimensions,   une  multiplicilé  poncluelle 
'^n  —  yi  définie  par  les  équations 

J'i   =9*  (*^{A4-|»    ....  J'/n  ), 

J^j   =   Qj(  J*jj^^, ^/w   )? 

••• > 

^[L  =   Çpi^  •''JX4-1,     .   .  .  ,    Tf„   ), 

Z  =■     Z>{  JT^  4. 1 ,    .  .  .  ,  J'm  f  1 

^^lerminer  une  intégrale  de  (S)  passant  par  M„,_^,  c'est-à-dire 
.  ^   **^duisant  à  «p  si  Ton  y  fait  x,  =  '^1,  .r^^  Cj,  ...,  x^=:  cpjj.;  cette 

^^grale  existe  en  général  et  est  unique. 

■■-*^un  autre  côté,  la  démonstration  même  du  théorème  d'exis- 

*^^^    montre   que  Tintégration    d'un  système  canonique    de  [jl 
"^^51  lions  simultanées  à  m  variables  peut  toujours  se  ramener  à 

'^t.^gralion  d'une  seule  équation  à  //i  —  i^  "+"  *  variables. 
^      *^c^ur  cela,  on  fait  d'abord,  dans  le  système  (S),  le  changement 
"    ^'îàriabies 

•''JJL+-I   =^>'(X-»-l'  •  •  •  1  '^fft   =  J'//l  ' 

'^^'slème  canonique  (S)  est  alors  remplacé  par  un  système  cano- 

^l^ie  (S)  résolu  par  rapport  aux  dérivées  /y,,  q^^  •••?  <7|i  de  :;  par 

.  Pportàj'i,  ^'2j  •••1^'pf  Désignons  par  (H)  la  première  des  équa- 

^*^s  du  nouveau  système,  celle  qui  exprime  q^^  au  moyen  des  >', 

^  ^    el  de  <7iu|-i>  7u+2  •••>  7w  Les  intégrales  analytiques  de  la  rr- 

"'c(R)  peuvent  être  définies  au  moyen  de  leurs  fonctions  ini- 


276  PREMIÈRE  PARTIE. 

lialcs  pour^'i  =o.  D^ailleurs  pour  ce  qui  est  de  rinlégralion  de 
cette  réduite,  on  peut  regarder  j^2?  •••>  JV  comme  des  constantes, 
puisque  les  dérivées  prises  par  rapport  à  ces  variables  ne  figurent 
pas  dans  (H).  M.  Dclassus  montre  que  Tintégration  du  système 
canonique  (S)  se  ramène  à  la  recherche  des  intégrales  H  de  la 
réduite  (R)  qui  correspondent  à  des  fonctions  initiales  indépen- 
dantes de  y-if  ••mJ>V' 

Le  théorème  d'existence  permet  aussi  de  préciser  la  notion  des 
intégrales  singulières.  Ce  seront  les  intégrales  analytiques  que 
l'application  directe  de  ce  théorème  ne  permettra  pas  d'obtenir. 
Au  reste,  l'auteur  montre  comment  la  recherche  des  intégrales 
singulières  d'un  système  canonique  S  se  ramène  à  la  recherche 
des*  intégrales  d'un  nouveau  système  canonique  (S|)  déduit  du 
système  formé  en  adjoignant  à  (S)  d'autres  équations  du  premier 
ordre,  que  l'on  obtient  en  égalant  à  o  certains  déterminants  fonc- 
tionnels; le  système  (S|)  peut  d'ailleurs  admettre  lui-même  des 
intégrales  singulières,  d'où  une  distinction  ;  les  intégrales  non 
singulières  de  (S|)  sont  des  intégrales  simplement  singulières 
de  (S),  les  intégrales  singulières  de  (S,)  sont  des  intégrales  (au 
moins)  doublement  singulières  de  (S),  et  cette  classification  se 
poursuit. 

Le  théorème  d'existence,  enfin,  permet  à  M.  Delassus  d'étudier 
d'une  façon  précise  la  transformation  qui  change  un  s\stème  où 
l'inconnue  figure  en  un  autre  où  l'inconnue  ne  figure  pas. 

Ces  principes  posés,  M.  Delassus  en  montre  l'application  : 
le  théorème  sur  la  réduction  à  une  seule  équation  fournit  immé- 
diatement, pour  les  systèmes  linéaires,  la  méthode  de  Mayer.  Pour 
ce  qui  est  de  Tinléi^ration  des  systèmes  non  linéaires,  l'auteur 
expose  d'abord,  à  la  façon  «ordinaire,  la  théorie  de  l'intégrale 
complète.  Il  y  joint  la  solution  du  problème  de  Cauchy,  présentée 
sous  une  Tonne  ncllement  analytique.  Il  est  alor>  en  mesure 
d'exposer  la  iht'orie  de  Jaci>bi  cl  Mayer,  >ans  avoir  besoin  des 
propriétés  ali;cbriques  îles  expressions  [  ]  et  sans  faire  la  moindre 
ilislinctiim  entre  le  cas  où  la  fouclion  inconnue  lii;:in'e  cl  celui  où 
clic  ne  lii^urc  pas  :  ce  dernier  cas,  toutefois,  comporle  des  «simpli- 
fications. M.  I)ela<*»u>  établi!  d'ailleurs  qut»  Li  niclhode  conduit 
loujours  à  une  \crilable  inléj^ralc  c«»niplcle.  Il  «'l.ihlit  enfin  la  nn'- 
ihoilcdc  Lie.  (oujour>  >ans  faire  ilc  (Ii>tincli<»ii  •  nhc  le-  deux  ca>  : 
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celle  mélhode  est  une  conséquence  immédiate  de  la  réduclion  à 
une  seule  équation. 

Le  Mémoire  de  M.  Delassus  semble  bien  apporter  à  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles,  d^hcureuses  simplifications, 
el  surtout  cette  uniflcalion  que  Ton  y  désirait.  J.  T.  ^ 


AlwiuiLiAN  CURTZB.  —  Pétri  Philomkni  de  Dacia  in  Algorismum  vul- 

CiAREM    lOllANMS   DE    SaCROBOSCO   COU  31  ENTA  RI  US,    UNA   CUM   AlGORISUO    IPSO. 

—  xix-92,  p.  in-S*".  Copenhague,  HosL  et  fils,  1897. 

Le  savant  professeur  de  Tliorn  qui,  il  y  a  déjà  presque  trente 

ans,  découvrait  les  Ouvrages  mathématiques  d'Oresme,  qui  depuis 

u  mis  à  jour  tant  d'autres  écrits  du  moyen  âge,  vient  d'en  publier 

un  dont  Tintérét  historique  mérite  d'être  particulièrement  signalé. 

Le  sujet  en  est,  à  la  vérité,  tout  à  fait  élémentaire;  ce  n'est  que 

l'Arithmétique  comme  on  Tenseigne  dans  les  écoles  primaires,  la 

numération,  les  quatre  règles  (*),  la  sommation  des  progressions 

arithmétiques,  Texlraction  des  racines  carrée  et  cubique.  Mais  cette 

publication  nous  reporte  précisément  à  l'origine  de  la  constitution 

de  cet  enseignement,  et  nous  apprenons,  pour  la  première  fois, 

comment    il    était    donné    en    réalité    dans    les    Universités    du 

moyen  âge. 

On  savait  bien  que  l'Ouvrage  classique  le  plus  répandu  était 
Wllgorismus  viilgaris  de  Jean  de  Sacrobosco.  Cet  opuscule,  de 
moins  de  vingt  pages  in-8'*,  composé  probablement  à  Paris  vers  le 
milieu  du  xiii"  siècle,  a  été  assez  souvent  imprimé  à  partir  de  i48() 
jusqu'à  la  fin  du  xyi*"  siècle  (*);  mais  on  ne  pouvait  que  difficile- 
ment se  rendre  compte  comment  un  résumé  aussi  sec,  sans  aucun 


(')  11  y  en  avait  alors  doux  de  plus;  eiilrc  la  soiislrurlion  cl  la  multiplicalion 
clairnl  inici'calécs  la  mediatio  (calcul  de  la  moitié  d'un  nombre)  et  la  duplatio 
(calcul  du  nombre  double). 

{•)  Os  éditions  sont  toutes  assez,  difficiles  à  se  procurer;  les  liara  Mathc- 
ma^ira  de  llalliwett  (  Londres,  iS.'iç))  contiennent  la  première  réimpression  aisée 
.1  lire:  mais  elle  a  été  faite  sur  un  manuscrit  beaucoup  moins  correct  que  ceux 
doni  M.  (lurlze  s*e>l  servi. 
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exemple  numérique,  pouvait  élre  utilisé.  Le  Commentaire  publié 
par  M.  Curlze,  et  dont  la  rédaction  remonte  à  1291,  éclaire  nette- 
ment la  question. 

Ce  Commentaire  représente  évidemment  les  développements 
oraux  tels  que  le  maître  les  donnait  en  suivant  le  texte  que  les 
élôv'es  avaient  entre  leurs  mains  et  en  leur  montrant  sur  des 
exemples  la  raison  et  l'application  des  règles  énoncées  par  Sacro- 
Losco.  Quoique  la  forme  du  Commentaire  puisse  nous  paraître 
aujourd'hui,  sous  certains  rapports,  singulièrement  scolastique, 
on  n'en  doit  pas  moins  reconnaître  que  renseignement  de  Taritlimé- 
lique,  ou  plutôt  du  calcul,  donné  de  cette  façon,  pouvait  être  par- 
faitement sérieux,  au  point  de  vue  pratique  et  même  au  point  de 
vue  théorique. 

Mais  il  est  évident  aussi  qu'à  cette  date  la  connaissance  de  Va/f^o- 
ri'sme,  cVst-à-dire  du  calcul  avec  les  chiffres  modernes,  était 
encore  très  peu  répandue,  moins  que  ne  le  ferait  croire,  à  première 
vue,  la  fréquence  de  ces  chilTres  dans  les  manuscrits  de  cette 
épotpie.  Sans  doute,  qui  savait  lire  a  cette  époque  devait  également 
connaître  la  numération;  mais  le  calcul  avec  les  chiffres  ne  devait 
pas,  comme  de  nos  jours,  marcher  à  peu  près  de  pair  avec 
récriture. 

Tout  d'ahord  ce  calcul  ne  se  faisait  pas  encore  la  plume  à  la 
main;  les  rèj^les  ne  s\  prolent  nullement:  empruntées  aux  Arabes, 
elles  sont  toujours  comhinées  pour  Temploi  de  Fabaque  recouverl 
lie  sable  où  Ton  trace  les  chiffres  tiaiis  le  plus  petit  espace  pos>ilile. 
en  les  effaçant  t*l  en  les  remplaçant  par  d'autres  au  furet  à  mesurt 
tles  opérations.  Ainsi,  pour  Taildition.  il  est  bien  prescrit  tlécrirt 
les  deux  membres  l'un  au-dessous  de  l'autre  :  mais,  à  mesure  qu'or 
ajoute  un  chiffre  au  supérieur,  on  remplace  le  premier  par  ur 
/.en»,  le  second  par  la  somme,  en  moditiani,  en  tant  que  de  besoin, 
ceux  lie  j:auche.  Aiii>i,  à  la  tin  de  l'opéralivin,  les  ileu\  nombre^ 
primitifs  ont  ili>paru,  le  supérieur  e<l  remplacé  p.ir  le  total,  et  l'in- 
férieur par  une  suite  de  /éivs. 

Le  (.ommenlairo  iiulu|ue  expressément  ipie  le  calcul  ^e  fait  sur 
uur  tablette  .  i't  !  .•'•«.'.;.  L>l-ee  1  abaqu»*  ilc^  Vubes.  dont  on  nr 
peut  jiuère  cepenJanl  pivuixer  l'introduvlion  r*.<.  llr  vl.ni>  l  (Kuidenl 
Lilin ?  L>l>ce  \U  \A  n.'lio  tableau  uvMr  a\ec  la  craio  ?  <  1  est  ce  qui 
resterait  à  vlelertuni   i .  l  îî  l'u^  ta>.  K"^  r-'cle-  ,K'  •  iKiil  >o  --ont  -in- 
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gulièremenl  modifiées  depuis  celle  époque,  par  une  lenle  évolulion 

qui  les  a  rendues  beaucoup  plus  commodes.  Au  xiii*  siècle,  leur 

pralique,  pour  la  mulliplicalion  nolammenl,  élail  passablemenl 

malaisée,  el  il  esl  indubilahle  que  l'usage  des  jclons  devait,  pour 

ics  calculs  de  la  vie  courante,  suppléer  Valgorisma,  connaissance 

réservée  à  une  élile. 

JI  esl  donc  particulièrement  curieux  de  trouver  dans  le  trailé  de 

Sa crobosco  et  chez  son  commentateur,  à  côté  de  formules  qui  sont 

passées   immédiatement    dans   notre   enseignement  élémentaire, 

d^au  1res  règles  essentiellement  différentes  des  nôtres,  ou  ne  les 

con  tenant  qu'en  germe. 

J-. 'auteur  du  Commentaire  est  un  Maître  Pierre  Philomène  de 
DacÎ€3  (c'est-à-dire  de  Danemark),  qualifié  de  «  bon  computisle  en 
la  vil  le  de  Paris  ».  Le  texte  est  publié  d'après  deux  mafiuscrîls,  de 
Munich,  latin  11067  et  lalin  i44oi-  Le  premier  est  daté  du 
'î>  février  i448;  le  second,  dii  xiv*  siècle,  est  le  seul  à  donner  la 
date  de  1291  et  le  surnom  de  Philomenus,  que  M.  Eneslrom 
^^'^ît:  déjà  signalé,  en  1890,  dans  un  manuscrit  du  Vatican 
(ï\og;in.  i4'^2)  sur  une  Table  de  multiplication  des  quarante-neuf 
pi*en-ijers  nombres.  Il  reste  incertain  si  ce  Pierre  de  Dacie  est  le 
inèiii^  que  celui  qui  porta  le  même  nom,  fut  rccleur  de  TUniversilé 
"^  I^ SI  ris  en  iSa^  et  auquel  on  attribue  un  Comput  imprimé  dans 
les  Scriptoi^es  reram  demicarum,  ainsi  qu'un  Calendrier  en 
IrançaJs  (manuscrit  à  Copenhague). 

^-•'<!*dilion  a  été  faite  aux  frais  de  la  Société  Royale  des  Sciences 
^^  Oanemark;  mais  si  Sacrobosco  élail  Anglais,  el  si  Pierre  Philo- 
'^^^^ne  élail  Danois,  elle  n'en  intéresse  pas  moins  la  France,  puisqu'il 
^^git  d'un  enseignement  qu'ils  ont  constitué  à  TUniversité  de 
*  ^t*is,   d'où  il  s'est  propagé  dans  toute  l'Europe. 

Pvt'L  Tai\«i:uy. 
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KRAUSE  (M.)-  —  Théorie  dkr  doppeltperiodisciibn  Fcngtionen  eines^ 
vERANDERLicHEN  GROSSE.  Zwoi'tcr  Band,  xii-3o6  p.  in-8^  Leipzig,  TeubDet*  ^ 

'897(0. 

Le  second  Volume  de  la  Théorie  des  fonctions  doublement      a 
périodiques,  que  publie  M.  Krause,  présente  le  même  intérêt 
la  même  originalité  que  le  premier.  SI  l'Ouvrage,  maintenai 
terminé,  laisse  de  côté  quelques  théories  importantes,  on  ne  sai 
rait  le  reprocher  à  TAuteur  qui  n'a  nullement  émis  la  prétentio 
d'écrire  une  encyclopédie  sur  les  fonctions  elliptiques,  et  qL 
«ivait  assurément  le  droit,  dans  une  matière  aussi  vaste,  de  chois 
et  de  limiter  son  sujet.  Son  livre,  tel  qu'il  est,  est  extrêmeme 
instructif.  • 

Le  second  Volume  contient  trois  Parties  très  distinctes  :  l'u 
se  rapporte  à  la  théorie  de  la  transformation,  une  autre  aux  dév 
loppements  en  séries  trigonométriques,  la  troisième  enfin  a^ 
équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  doublement  péri 
diqnes  dont  M.  E.  Picard  a  fait  la  théorie  générale. 

La  théorie  de  la  transformation  avait  été  développée  dans 
premier  Volume,  au  point  de  vue  de  l'expression  des  foncti 
thêta  et  elliptiques  transformées  au  moyen  des  fonctions  prl 
tives  :  C'est  maintenant  des  relations  entre  les  constantes  d 
transformation  que  s'occupe  M.  Krause.  Ces  relations  sont 
duites  des  théorèmes  d'addition  très  généraux  qu'on  lui  doil 
qu'il  a  développés,  pour  la  première  fois,  dans  son   Mémoir 
Zur  Transforma  lion  der  Tlietafunctionen  (2).  Il  convienl- 
rappeler,  tout  au  moins,  Tun  de  ces  théorèmes,  afin  de  faire  c 
prendre  Tordre  d'idées  où  se  meut  l'auteur. 

Posons  en  général,  en  désignant  par  ni  un  nombre  entier  po 
et  par  ^  un  entier  quelconque. 


le 

s 


la 


«Je 


lif 


^3l^|(i'|/'l-)=2 


m 


\        m  /  \        m  / 


T^ig 


=  e 


m 


^3  (  ^' -^  A":  I //i  '  ), 


(')  Voir  liullctiny  l.  W,  p.  livi. 

<  •)  Dcriclitc  dcr  fxipzificr  Gescllscha/t  der  WissenschafteHy  189H. 
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Tarant  le  sens  habiluel  de  la  ihéorie  des  fonctions  2»;  dans  le  se- 

cond  membre,  la  sommation  s^étend  à  tous  les  nombres  entiers  5, 

de  — 00  à  -f-oo.  Il  est  clair  tout  d'abord  que  le  nombre  entier^ 

peut  être,  si  Ton  veut,  réduit  suivant  le  module  ni^  puisqu'on  ne 

cliaDge  évidemment  rien  au  second  membre,  quand  on  ajoute  à  g 

UQ  multiple  de /7t. 

Ceci  posé,  désignons  par  /?i|,  ni-u  •  •  •  9  nin  d'une  part,  par  [x, , 
f^s<»  •  ••y\f^n  de  Tautre,  n  nombres  entiers  positifs,  puis  parler? 
^'   nombres  entiers  satisfaisant  aux  conditions 

fl|  aji  «ri  -H  JA,  ait  art  -H .  .  .  -+-  \ln  «sn  «r/i  =  « 

(£  =  1,2,  ...,/i),         (r=  I,  2,  ...,  /i),         (r  ^  n), 

"^^is     d*ailleurs  quelconques;  si  Ton  suppose   les   variables  iV| , 
*''=* ?     -^  '  •yWn  liées  aux  variables  l'i ,  r2»  •  •  •  5  ^'/i  pa"*  les  relations 

^     ^^ra  la  relation 


«Cl  If       (£1 


ni«:^ 


fr 


(i^roduits  infinis,  dans  les  deux  membres,  s'étendent  aux  va- 
I,  2,  . . .,  /i  de  l'indice  e;  quant  a  la  sommation  du  second 
**'^>brc,  elle  est  relative   aux  diiïerenls    systèmes  distincts  ^1, 
'^     ^  •  •  »  ^/i  de  nombres  entiers  qui  vérifient  les  congruences  : 


i>^j>  •  •  •?  ^H  sont  des  entiers  quelconques. 

-     ^-«^  théorème  et  un  autre  du  même  genre  sont,  comme  il  est 

•  ^     ^    de  le  prévoir,  extrêmement  riches  en  conséquences.  Tout 

^^ord  l'auteur  en  déduit  les  relations  entre  les  constantes  de  la 

^^  sformalion  pour  un  degré  de  transformation  égal  à  3,5,  7, 

Ces  relations  sont  obtenues  sous  une  foule  de  formes,  en  fai- 

^    ^^  t.  varier  le  nombre  des  facteurs  et  en  particularisant  les  valeurs 

.^  ^^     variables.   Un  autre    ordre    de  conséquences  consiste  dans 

-.^*^^idc  du  précédent  théorème,  d'après  le  nombre  (2,  3,  4,  8)  des 

^  leurs  qui  y  figurent,  pour  des    valeurs  particulières  ou  des 


i 
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formes  particulières  des  nombres  (a  et  m,  lesquelles  permellent 
d'obtenir  les  coeffieîenta  entiers  a  sons  forme  explicite,  de  façon 
que  ces  coefficients  satisfassent  aux  équations  de  condition. 

Dans  la  seconde  Partie,  Fauteur  rappelle  d*ahord  commenl  les 
fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce  peuvent 
s'exprimer  linéairement  au  mojen  de  fonctions  simples  :  celles  ci 
changent  d'ailleurs  de  nature  suivant  que  l'on  a  affaire  à  une 
fonction  doublement  périodique  de  troisième  espèce  qui  est  trans- 
cendante entière,  qui  a  plus  de  zéros  que  de  pAles,  ou  plus  de  pôles 
que  de  zéros.  Dans  tous  les  cas,  le  développement  en  série  trigo- 
nométrique  d'une  fonction  doublement  périodique  de  troisième 
espèce  est  ramené  au  développement  d'une  fonction  simple.  S'il 
s'agit  d'une  fonction  transcendante  entière,  la  fonction  simple  est 
le  produit  d'une  fonction  2f  par  une  exponentielle,  et  le  problème 
peut  être  regardé  comme  résolu. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'une  fonction  où  le  nombre  des  léros 
est  supérieur  ou  égal  au  nombre  des  infinis,  on  peut  prendre  pour 
fonction  simple  l'expression 

L  ^a[(n-Hi)(p  +  a)|(/i-+-i)T]&;(o|T) 

r.  2rp(p  |'c)&y[(/i  -H  i)(P  -+-  a)  I  (/n-  i)x]      '^«PTV»'»  «^ 

où  n  est  un  entier  positif. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  Poio(^,  o)  d'une  part, 
et  d'autre  part  la  fonction 

111  ~  ^  «      .                /           (/»-+- 1 1  r»       m  T  v 
wi_-*-ao     ifnnnzif-t -H I 

\-^     e  ^  "  *  -^ 

W  -=  —  00 

ou  encore 

Wl  =  4-  • 


m  n  ni 


bui(r,  a)=  —  2  IX*      7^        -^   y 
en  supposant 


/n  =  —  « 


I  — ary*"»' 


on  constate  aisément  que  les  deux  fonctions  Foi(r,  a),  P«io(^*,  «) 
vérifient  les  mêmes  équations  fonctionnelles  : 

/(,.4-t)=-/(r), 
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et  que  la  diflerence 

est  une  fooclion  transcendante  entière  doublement  périodique 
de  troisième  espèce,  dont  le  développement  peut,  par  conséquent, 
se  ramener  à  celui  de  la  fonction 

Foi  (i',  a)  =  - 


smTcy 


-r-4  V     V  ^'"'"■^""^'-^'sinT:    2mn(v-h'-^—^aj->r(ir  —  \)i>\ . 


m  =  l    r  =  l 


Les  autres  cas  se  traitent  d'une  façon  analogue  et  l'on  obtient 
ainsi  tous  les  développements  des  fonctions  Papy  Tc"^  est  la  pre- 
mière méthode  que  développe  M.  Krause.  Il  en  donne  trois  autres 
plus  directes;  chacune  d'elles  a  son  intérêt  propre. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  pôles  est  supérieur  au  nombre  des 
infinis,  la  fonction  simple,  qu'il  y  a  lieu  de  considérer,  est 


:J^(,v  —  b):Jy{nv\  ni) 


M.  Krause  expose  une  méthode  indirecte  et  deux  méthodes 
directes  pour  développer  une  telle  fonction  en  série  trigonomé- 
irique  ;  le  cas  où  il  3^  a  des  pôles  multiples  et  le  cas  des  fonctions 
doublement  périodiques  ordinaires  sont  traités  à  part. 

L.a  troisième  Partie  débute  par  un  intéressant  exposé  des  théo- 
rômes  fondamentaux  de  M.  Fuchs  sur  les  équations  différentielles 
linéaires;  se  limitant  au  cas  où  les  coefficients  sont  des  fonctions 
analytiques  univoques,  M.  Krause  montre,  en  général,  la  forme 
des  intégrales  aux  environs  d'un  point  singulier;  il  étudie  ensuite 
les  propriétés  des  intégrales  des  équations  de  la  forme 

où  les  fonctions  /?|,  pf,  ...,  /?/,  sont  supposées  régulières  au 
point  a;  pour  cette  étude,  il  utilise  les  résultats  obtenus  par 
;\I .  Frobenius  (Crelle,  t.  76).  Les  équations  de  M.  Picard  sont 
cnstiilc  définies  comme  des  équations  diflV'renticlles  linéaires  dont 
les    coefficients    sont  des  fonctions    doublement   périodiques  de 


98f 
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première  espèce  el  dont  les  inlOgriili;»  simL  toutes  des  Ibnc^D 
analytiques  iinlvoques.  De  celle  dûHDittnit  résulte  iitim^dialenici 
l'existence  d'une  intégrale  doublement  périodique  de  second 
espèce;  duns  le  cas  général,  si  l'équation  est  d'ordre  n,  il  esisi 
n  intégrales  de  celte  uature.  lie  cette  définition  encore  el  des  pn 
positions  relatives  à  l'équation  déterminante  des  points  singuliei 
résulte  la  forme  générale  des  équations. 

Cette  forme  uue  fois  établie,  l'auteur  passe  à  l'élude  des  équi 
lions  particulières  d'après  leur  ordre  et  le  nombre  des  poin 
singuliers.  L'équalion  du  premier  ordre  se  traite  sans  difliculli 
L'équation  du  second  ordre,  lorsqu'il  n'y  a  qu'un  point  singulîc: 
que  l'on  peut  supposer  coïncider  avec  le  point  i'K',  n'est  auti 
cbose  que  l'équation  de  Lamé.  Quand  il  y  n  deux,  points  singu 
liers,  on  peut  encore  supposer  que  l'un  coïncide  avec  le  pointiK 
le  cas  où  l'aulre  coïncide  avec  le  point  K  offve  un  intérêt  part 
culier  et  est  traité  à  pari.  AL  Krause  s'occupe  ensuite  du  cas  g* 
lierai  ;  il  montre  comment  le  problème  peut  se  réduire  el  dévelop| 
{{uelques  cas  particulier:!  intéressants.  L'étude  de  ces  équation 
différentielles  est  d'ailleurs  faite  de  deux  façons.  Il  traile  ensui 
des  équations  du  second  ordre  avec  un  nombre  quelconque 
points  singuliers  et  des  équations  différentielles  du  troisième  orc 
avec  un  seul  point  singulier.  Les  derniers  paragraphes  de  si 
Livre  se  rapportent  à  différents  cas  particuliers  et,  en  particuli 
à  l'équation  de  Lamé.  J.  T. 
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ANTQRADE  (J.).  —  Leçons  de  Mécanique  physique.  Un  voL  in-S",  x-4i3  p. 

Paris,  Société  d'éditions  sciontifiques,  1898. 

S'il  est  vrai  que  les  meilleurs  Livres  sont  ceux  qui  donnent  le 
plus  à  réfléchir,  il  faut  assurément  féliciter  M.  Andrade  d'avoir 
publié  ces  Leçons  de  Mécanique  physique.    Ceux  même   dont 
M.    Andrade  choque  les  habitudes  reconnaîtront  qu'il  y  a  dans  son 
LivjTC  d'excellentes  parties,  par  exemple  ces  premiers  Chapitres, 
où     il  retrace  à  grands  traits  l'histoire   de  l'Astronomie  depuis 
K.éj>ler  jusqu'à  Newton,  et  où  il  montre  l'influence  décisive  que 
les  succès  de  l'Astronomie  ont  eue  sur  la  constitution  de  la  Méca- 
nique Que  la  définition  de  la  force,  regardée  comme  le  produit 
de    l'accélération  par  la  masse,  dépende  d'une  part  de  Thorloge 
qui    sert  à  mesurer  ou  à  définir  le  temps,  d'autre  part  du  repère 
^ucn^icl  on  rapporte  le  mobile,  c'est  encore  là  une  remarque  très 
essentielle  et  que  l'on  ne  saurait  trop  répéter.  Il  importe  assuré- 
"^^'it.  de  démêler  la  variation  qu'introduit  dans  la  force  et  le  chan- 
gement d'horloge  et  le  changement  de  repère;  c'est  ce  qui  per- 
'^^^  de  faire  un  simple  changement  de  variable,  pour  le  temps, 
^^  le  théorème  de  Coriolis,  pour  le  repère.  Si,  sur  un  mobile  dont 
*^   •^ïouvement  est  rapporté  à  un  repère  déterminé,  une  nouvelle 
^'"^^e  vient  agir  à  un  moment  donné,  la  variation  géométrique  de 
^^<^élération  qui  résultera  de  cette  action  est  indépendante  du 
''^P^t^c,  comme  le  montre  le  théorème  de  Coriolis,  et  ne  dépend 
P^^     *ion  plus   de  l'horloge,   sauf  un    coefficient  numérique  qui 
**^fliie  pas  sur  sa  direction.  A  cause  du  caractère  invariant  de 
^^^e  variation  géométrique,  M.  Andrade  veut,  après  Reech,  qu'on 
^    pi*enne  pour  point  de  départ  de  la  définition  delà  force.  Cela 
'*^t>le-t-il,  entraînerait  quelques  complications;  mais  la  remarque 
P^^c^dente  n'en  gardera  pas  moins  toute  son  importance,  aux 
^    ^^    même  de  ceux  qui  se  résolvent  à  regarder  la  force  comme 
*l^^lc|ue  chose  de  relatif. 

^^  vin  problème  de  Mécanique,  pour  une  certaine  horloge  et  un 

^^^in  repère,  conduit  à  des  équations  difTérentielles  où  les  accé- 

**'^.  de*  Sciences  mathc/n.,  2*  série,  t.  XXL  (Décembre  1897.)  ^' 
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lërations  s^exprinient  uniquement  en  fonction  des  points  mobiles, 
ces  équations  perdront,  en  général,  leur  caractère  quand  on  rap- 
portera le  temps  à  une  autre  horloge  et  le  mouvement  à  un  autre 
repère.  Quelle  que  soit  encore  Timportance  de  cette  remarque, 
elle  appelle  une  observation.  S'il  y  a  une  horloge  et  un  repère  qui 
donnent  aux  équations  la  forme  simple  que  je  viens  de  dire,  on  ne 
manquera  pas  de  les  choisir,  de  regarder  Thorloge  comme  mar- 
quant le   temps  absolu,  et   le   repère   comme  l'espace    absolu. 
M.  Andrade  a  développé  lui-même  celte  idée  à  propos  du  principe 
des  aires.  Cet  absolu  ne  sera  bien  entendu,  qu'un  absolu  relatif 
à  nous,  à  notre  connaissance  expérimentale  du  monde  des  phéno- 
mènes; mais  il  sera  la  base  la  plus  solide  de  cette  connaissance. 
L'existence  d'une  telle  horloge  et  d'un  tel  repère,  pour  tous  les 
problèmes  réels  de  la  Mécanique  est  assurément  une  hypothèse; 
le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  est  aussi  une 
h^rpothèse,  mais  il  n'a  pu  entrer  un  seul  instant  dans  la  pensée  de 
M.  Andrade  de  contester  l'extraordinaire  succès  de  ces  hypothèses 
et  l'ordre  qu'elles  ont  apporté  dans  notre  connaissance  du  monde 
extérieur.  Alors  pourquoi  dire  que  le  principe  de  l'inertie  est 
inutile?  Inutile  à  quoi?  A  fonder  la  Mécanique?  Mais  quelle  Méca- 
nique? Sans  doute,  on  peut,  sans  le  faire  intervenir,  écrire  des 
équations  différentielles,  des  relations  entre  les  accélérations,  les 
vitesses  et  les  coordonnées  des  points  mobiles  :  dira-t-on  que  ces 
équations  appartiennent  à  la  Mécanique,  et  surtout  à  la  Mécanique 
physique?  N'esl-cc  pas  ce  principe  qui  donne  aux  équations  de  la 
Mécanique  leur  caractère  d'équations  de  la  Mécanique?  Peut-on 
se  passer  d'hypothèses  pour  mettre  les  problèmes  réels  en  équa- 
tions? Quel  autre  garant  les  hypothèses  ont-elles  que  le  succès  et 
quelle  autre  hypothèse  a-t-elle  eu  plus  de  succès  que  celle-là? 

Pour  définir  la  force,  Taccèlération  ne  suffit  pas,  il  faut  encore 
définir  la  masse,  le  coefficient  numérique  attaché  à  la  matière. 
M.  Andrade  veut  en  donner  aussi  une  définition  cinématique,  indé- 
pendante (les  repères  du  mouvement.  Cette  définition  est  fondée 
sur  le  fait  (ir  l'impénétrabilité  de  la  matière.  Je  dois  remarquer  en 
passant  que  quchjues  personnes  n'accepteront  pas  facilement  Tidée 
(le  rinipènélrabiiilé  de  la  matière  coninie  rentrant  dans  la  Ciné- 
niali(|ue;  mais  il  n\  a  là  qu'une  question  de  mots.  Pour  M.  An- 
drade, la  définition   de   la  niasse  résulterait  de  la  relation   vecto- 
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aielie 

m  Iv  -h  m  \v'  =  o, 

vérifiée,  après  le  choc,  par  les  accroissements  géométriques  des 

^'itesses  :  il  serait  «  conforme  aux  faits  que  quelles  que  soient  les 

c^ondilions  du  choc  renouvelé,  il  existe  deux  nombres  positifs  et 

<:onstants  »  qui  vérifient  cette  relation.  Soit;  mais,  assurément, 

celle  relalioD  ne  servira  pas  en  général  pour  mesurer  efleclivement 

I «s masses;  quand  on  voudra  les  mesurer,  on  continuera  de  faire 

appel  au  principe  de  Tégalité  de  Taction  et  delà  réaction.  M.  Ân- 

drade  dît  un  peu  plus  loin  :  «  Si  Ton  rapproche  la  définition  ciné- 

nnalique  des  masses  de  la  définition  classique,  on  voit  qu'on  les 

oonciliera  en  admettant  que  le  choc  des  deux  corps  développe  des 

actions  mutuelles  qui,  agissant  pendant  chaque  élément  infiniment 

petit  di  de  la  durée  courte  mais  finie  du  choc,  sont  deux  à  deux 

aies  et  contraires.  C'est  le  postulat  de  l'égalité  de  r action  et 

ia  réaction  sous  sa  forme  la  plus  simple  :  la  pression  mutuelle 

<iG    deux  corps  en  contact  ».  Mais  si  ce  postulat,  sous  sa  forme  la 

f^'tj  s  simple,  intervient  dans  la  définition  des  masses,  s'il  intervient 

^'^croredans  leur  détermination  efiective,  si  en  outre  le  choc  et 

*  ^  ^^^pénétrabilité  comportent  quelques  difficultés,  ne  vaut-il  pas 

'^^^^  ux  laisser  le  principe  de  IVgalité  de  l'action  et  de  la  réaction 

^    '^^  base  delà  Mécanique? 

J  ^squ'ici,  sauf  peut-être  pour  ï impénétrabilité,  nous  sommes 

^^  ^«s  dans  la  Cinématique.  M.  Andrade  a  tenu,  en  effet,  à  montrer 

^^^^^    ridée  fondamentale  de  Keecli  peut  être  débarrassée  de  la 

^'^^eption  des  liaisons.   C'est  toutefois  cette  conception  qui, 

^■'»'  lui,  doit  fonder  la  notion  de  force  et  donner  à  la  notion 

ort  un  caractère  scientifique.   Il  accepte,  avec  franchise,  le 

*"^che  d'anthropomorphisme  que  quelques-uns  lui  adresseront 

■^^^-*  %-étre.  Il  a  raison  sur  ce  point  :  quelle  est  celle  de  nos  connais- 

*^  ^:ies  où  il  n'y  a  pas  quelque  anthropomorphisme?  Ce  ne  serait 

'        ^*  ^-étre  pas  une  connaissance  humaine.  L*anthropomorphisme 

^  ^Inquiéterait  bien  peu,  c'est  le  défaut  de  clarté  qui  me  semble 

■^^^^^  inquiétant.  La  notion  de  mon  effort  musculaire  me  parait 

^^^^  obscure,  et  je  n'y  trouve  même  pas  cet  élément  indispensable 

^      l'idée  de  force,  la  direction.  La  sensation  que  je  ressens  dans 

l^ras  ne  m*apparait  pas  comme  un  vecteur.  «  La  force,  dit  Tin- 

^^•^îeur  à  qui  M.  Andrade  prête  la  parole,  c'est  ce  qui  fatigue  des 
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liens  (lélcrininés,  ce  qui  les  tend,  ce  qui   peul  les  rompre,  c'est 
aussi  la  fatigue  de  mon  bras...  »  Ici  encore,  je  ne  vois  pas  le  vec- 
teur.   «  Le  point  de  vue  dominant  de  (TÉcole  du  fil),  dit-il  plus- 
loin,   est  la  considéralion  de  certains  systèmes  de  masse   négli- 
geable, ayant  aussi  une  ou  deux  dimensions  négligeables,  envi- 
sagés dans  un  élat  particulier,  état  de  tension,  et  capables  de 
transmettre  des  efforts  considérables  à  d'autres  corps  éloignés. 
Le  type  idéal  d'une  machine  de  ce  genre  est  un  fil,  fil  parfaite- 
ment flexible  et  bi(Mi  légèrement  extensible.  C'est  là  l'image,   le 
modèle  de  l'idée  de  force,  dans  la  seconde  école.  »  Sans  doute, 
le  vecleur  est  inainlonanl  plus  près,  c'est  le  fil  lui-même.  Mais  ce 
modèle  de  l^idée  de  force,  cet  état  de  tension,  ces  ejjorts  consi- 
dérables que  Ton    transuiel,    est-ce    là    des    idées    parfaitement 
claires?  La  clarté  est  peut-être  une  aflaire  d'habitude,  et  les  per- 
sonnes qui  ont  des  habitudes  difleienles   répondront  sans  doute 
(lifl'éremment.  Est-il  bien  sur  que  celle  conceplion  ne  mêle  pas 
la  Mécanique,  plus  que  le  fameux  principe  de  l*inertie  à  des 
f/uestions  physiques,  particularisées?  Lt  si  elle  salisfail  l'ingé- 
nieur,  salisfera- t-elle  l'aslronome,  qui  ne  voit  aucun  fil  enlre  la 
Terre  et  le  Soleil?  Il  faut  bien  Tavouer  d'ailleurs  :  ces  doutes  ne 
s'adressent  pas  à  M.  Andrade  en  particulier,  mais  à  toute  concep- 
tion de  la  Slali(|ue,  considérée  comme  une  science  isolée,  se  suffi- 
sant   à    clle-niénie.    Il    y   a   dans   une    telle    Statique   une    partie 
f^éoniétrique,  indépendiiiite  du   sens  physi<jue  des  vecteurs,  qu'il 
y  a  intérêt  à  séparer  de  la  .Mécanique,  et  qui  a  une  clarté  toute 
géométrique.  Malheurcuseinenl,  le  sens  physique  de  ces  vecteurs, 
(le  C(*s  causes  d'un  inouvemonl  qui  ne  se  produit  pas  (en  Statique), 
('chappe  à  bien  des  personnes,  j)our  (jui  aussi  la  notion  iïeffort, 
dont  assurément  elles  ne  contestent  pas  la  réalité,  n'a  pas  la  netteté 
(prelles  désireraient.  Mais,  après  tout,  il  est  peut-être  sans  incon- 
vénient (juil  V  ait  doux   Mcoles,  p(Mirvu  (|ue  tout  le  monde  écrive 
les  mêmes  écpiations  d'écpiilibre  et  de  mouvement.  Kien,  dans  ce 
(pii  précède,   n  (*sl    pour  diminuer  la  valeur  d'une  exposition  (|ui 
touche  aux  points  les  pins  e>-scnliels  de  la  Mérani(|ue  et  qui  con- 
tient   d'ailleurs   do  (Jiapitres   importants,    (pie  j  ai  du  laisser  de 
l'oté,  comme  celui  (pii  se  ra|>porle  au  j)rineipc  (h*  d'  VIembert,  que 
^L    Afulrade   (léleiid    .iMri^iqucmrnt   contre    hcech,    et   à    propos 
(hupiel  il  fait  un(*  renianpie  bien  intéressante^  >ur  le  caractère  inva- 
riant des  réaehons  (Ks  liaisons. 
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Quelques  bons  esprits  regrettent  le  caractère  trop  analytique 
de  la  Mécanique  rationnelle,  telle  qu'elle  est  enseignée  habituelle- 
ment :  ils  voudraient  que  renseignement  de  la  Mécanique  se  reliât 
plus  étroitement  à  celui  de  la  Physique  ;  ils  sacrifieraient  volontiers 
à  ce  désir  quelques-uns  des  plus  beaux  Chapitres  delà  Mécanique 
classique.  On  peut  tout  au  moins  désirer  qu'il  se  constitue,  à  côté 
de  l'enseignement  de  cette  Mécanique  classique,  un  autre  ensei- 
gnement qui  répond  à  des  besoins  très  réels,  et  il  faut  savoir  gré  à 
ceux  qui  s'y  efTorcent,  comme  le  fait  M.  Andrade.  Une  bonne 
partie  de  son  Livre  est  consacrée  aux  corps  déformables;  il  étudie 
les  déformations,  et  la  distribution  des  vitesses  dans  le  milieu;  il 
développe  les  théorèmes  de  Slokes  et  d'Helmholtz,  les  propriétés 
des  tubes  et  des  surfaces  tourbillonnaires,  puis  les  propositions 
fondamentales  de  la  théorie  de  Télasticité.  Deux  Chapitres  se  rap- 
portent aux  fluides;  on  y  trouvera  en  particulier  la  théorie  dyna- 
mique des  tourbillons,  dont  la  théorie  cinématique  a  déjà  été  faite. 
Une  dernière  partie  se  rapporte  aux  problèmes  du  constructeur. 
M.  Andrade  y  développe  les  hypothèses  complémentaires  qui  per- 
mettent de  s'attaquer  à  ces  problèmes  et  traite  quelques  cas 
simples  :  il  fait,  à  ce  propos,  une  instructive  excursion  du  côté  de 
la  Statique  graphique. 

Le  Volume  se  termine  par  quatre  Notes  :  la  première  concerne 
une  ingénieuse  démonstration,  due  à  M.  Morin,  de  la  règle  de 
composition  des  forces.  Celte  démonstration  est  comme  celle  de 
Poisson,  indépendante  à  Tégard  du  postulalum  d'Euclide.  Dans  la 
seconde,  Tauteur  montre  que  le  (liéorènie  cVEuler  sur  les  rota- 
tions finies  permet  de  fonder  une  théorie  de  l\'(jui\alence  des 
vecteurs,  qui  est  la  aie/  des  propriétés  métriques  dans  les  trois 
géométries  d' Euclide,  de  Lobatclie^vshy  et  de  liiemann.  La  troi- 
sième Note  a  pour  titre  :  Sur  V impossibilité  d\ine  composition 
des  stabilités  en  l  absence  d' une  fonction  des  forces.  La  der- 
nière, enfin,   se  rapporte  à  une  idée  de  Poinsot,  sur  la  possibilité 
de  mettre  en  évidence  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  au 
moyen  d'un  système  explosif:  M.  Andrade  a  institué,  dans  cet 
ordre  d'idées,  une  suite  d'expériences  qui  ne  sont  pas  encore  ter- 
minées. On  voit  que  sa  curiosité  s'attacjue  à  des  sujets  très  divers. 

J.  T. 
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MÉLANGES. 

SUR  QUELQUES  FORMULES  RELATIVES  AU  NOMBRE  DES  CLASSES  ; 

Par  m.  LERCH. 

1 .   (Considérons  les  formes  quadratiques 

a}'ant  un  discriminant  négatif  —  A  =  6^ —  4^c,  et  où  les  coeffi- 
rients  extérieurs  a  et  c  sont  positifs;  je  suppose  que  les  formes 
(<^/,  6,  c)  sont  primitives,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  «,  6,  c 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  et  que  le  discriminant  —  A  soit 
fondamental  ;  cela  veut  dire  que  le  nombre  A  n'admet  aucun 
diviseur  carré  impair  et  que  Ton  a  A^  3  (mod4)  lorsque  A  est 

impair  et  -  m  i  ou  =e  •;►  (mod4),  lorsque  A  est  pair.  Les  formes 

de  cetle  es|)^co  se  distribuent  en  nombre  fini  des  classes  de  formes 
équivalentes;  nous  représentons  par  Cl( — A)  le  nombre  des 
classes,  et  par  {a^  />,  c)  un  représentant  de  l'une  quelconque 
parmi  ces  classes. 

Kn   écrivant   encore  t  =  6  pour  A  =  3,  t=  4  pour  A  =  4  el 
T       •>.  |u)ur  A  ;>  4*  *^i^  î*  li*  formule  connue  (*) 

a  =  1 

(|ui  no  subsiste  que  |>our  des  discriminants  fondamentaux. 

Cela  posé,  ra|)peli>ns  celle  circonstance  que  l'expression  ana- 
Ivliquo 

\\   K.r\  —  x —       —    >  


\i^ 


\    ^  \v  ^\inl».'K-  (  1  ..    \\\\K-  McniluMti'^n   connue   «le    la   llKone  de*  rc^iitiis 
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représente  la  quantité  E(x)  ou  [j?],  lorsque  x  est  une  quantité 
positive  et  fractionnaire,  et  que  Ton  a 

E*(:r)  =  E(:r)— -, 

si  X  =E(j!;)  est  entier. 

La  quantité  E*(x)  est  aussi  bien  déGnie  pour  des  valeurs  néga- 
lives  et  sa  signification  arithmétique  est  donnée  par  la  relation 

E*(.r)-hE*(— a?)  =  — i. 
Rappelons-nous  encore  la  formule 

A— 1  smaTCf 

a  =  i 

qui  également  a  lieu  pour  des  discriminants  fondamentaux,  et  dans 
laquelle  m  représente  un  entier  positif  arbitraire;  on  peut  Pécrire 

<3)        2:'(^).'»^-(=^).^^ 

on  a  ensuite  les  relations 


Cela  étant,    remplaçons   dans  Téquation  (2)  la  lettre  x  par 

multiplions  par  ( 1  et  faisons  la  somme  des  résultats 

pour  a  =  1 ,  2,  3, . . .,  A  —  i  ;  en  nous  servant  des  formules  (3)  et 
(4)  nous  aurons  d'abord 


dm 


A  — I  A-i  „ 

at=i  a  =  i  v  =  i 


±(^y  {'*'-?)' Tt{^y-{^Ym 


V 


OU,  d'après  la  formule  (i), 
<5)  1"'  ,-     . 

__  / — A\  /a   ^/ — ANcosîvjtt: 


v  =  i 
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En  comparant  ce  résultat  avec  le  cas  de  m  =  i,  on  en  conclul 
la  relation  suivante,  qui  est  purement  arithmétique  : 

j;["-(^)K') 
'"'    i    =(^)I(^)"-(-l)-2(^)-(-=r)- 

\  a=i  Bssi 

En  prenant  x  =  Oj  les  quantités  E*(a;+^j  s^annulenl  et  il 
s'ensuit 

'"       ;["-(^)l'^'-"-2(^)"-(^)- 


B  =  l 


Si  le  nombre  m  est  divisible  par  A,  cette  formule  ne  nous  donne 
rien  de  nouveau  ;  il  faut  donc  admettre  que  m  ne  soit  pas  divisible 

par  A,  Dans  ce  cas,  la  fraction  —^  ne  devient  entière  que  pour 
certains  diviseurs  a  de  A  et,  par  conséquent,  les  termes  correspon- 
dants sont  multipliés  par  les  facteurs  nuls  (-— );  on  peut  donc 
écrire,  au  lieu  de  (7), 

<'•'     ?["-(^')]<='<-')-2(^)b(î?)- 


a  =  i 


En  posant  //i  =  2  on  est  conduit  à  considérer  la  quantité 


a=i 


les  lernies  correspondants  aux  valeurs  de  a  =  i,  2,  . . .  ,  1  —  1  sont 

nuls  el  il  reste 

A-i 

- 1  m- 

M.  *  ' 

ce  qui,  à  cause  de  la  relalion  (4),  se  réduit  à 

-A 
2 
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On  a  donc  la  formule 

a=i 

Je   suppose  maintenant   A  >> /(   et  par  conséquent  t  =  2;   en 
posant  m  =  4^  l'équation  (7*)  donne 

[.-(|)]c,(-.,.-2(^^).(L. 

En  convenant  d'écrire 


2(=-')-S<- "• 

a 

le  deuxième  membre  n^est  autre  chose  que  l'expression 

-S(î I)-M t)-'S(t ^> 

la  seconde  des  équations  (4)  nous  fournit  les  relations 

S(t ')=-S(" !)• 

s(i f)'-m ï)' 

et  notre  expression  peut  s'écrire  par  conséquent 

'S(» î)-s(t !)-[<-a)]^"— 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  n'est  autre  chose  que 
la  quantité  S  (  o,  ...,7J-f-S(7»  •••>-)  et  par  conséquent 


S(» t)*S(r--!)-ha)]«' 


(-A). 


Les    deux   dernières  équations   nous   Iburnissenl   les   résultats 
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suivants  : 

a  =  i 


(lO) 


2  (:^^)=!zi(ih(i)c.(-.). 


-=[n 


^-  . 


Ces  deux  formules  sont  plus  commodes  pour  le  calcul  effectif 
que  les  formules  (i)  ou  (8),  mais  on  peut  trouver  des  formules  où 
il  figure  un  nombre  de  termes  encore  moindre. 

Je  prends,  à  cet  effet,  m  =  3  dans  Féquation  (7*)  qui  donne 

r3_(^)]c„-..=-2(-^)B(¥). 


a=i 


Le  deuxième  membre  n'est  autre  chose  que  la  quantité 

A-i 


V4] 


-   1    (^)-^    1    (^)' 

et  il  est  aisé  de  voir  que  la  première  somme  est  nulle,  de  sorte  que 
notre  expression  se  réduit  à  la  somme 

A-i  [t] 

et  Ton  a  Téqualion 


a=i 


(^ela  étant,   retranchons  membre  à  membre  les  équations  (q) 
el  (1  iV,  il  s'ensuit  la  formule  cherchée 


(  I  ■.»  » 

rA-i 

4- 1 
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dans  laquelle  le  nombre  des  termes  à  calculer  est  environ  douze 
fois  moindre  que  dans  la  formule  (i). 

La  formule  (6)  se  réduit  à  (i)  pour  m  infini.  On  peut  la  vérifier 
d'ailleurs  directement,  si  le  nombre  m  est  premier  avec  A.  Car, 
dans  ce  cas,  le  second  membre  peut  s'écrire 

En  observant  que  les  parties  fractionnaires  des  quantités 


{^)h\) 


(a  =  i,  a,  ...,  A  — i) 


soot  égales,  à  Tordre  près,  aux  parties  fractionnaires  des  quantités 


il  s^ensuit  que  notre  quantité  est  égale  à  la  diflerence 

ce    qui,  d'après  la  formule  (1),  n'est  autre  chose  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (6). 

Dans  le  cas  où  les  nombres  m  et  A  ont  un  diviseur  commun 
plus  grand  que  un,  la  formule  (6)  devient 


a  =  i 


En  supposant  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
/n  et  A  soit  un  nombre  impair  A",  je  pose 

m  =  m'A',         A  =  A'A'; 
ensuite,  soit  D"  =  ib  A"  un  discriminant,  alors  le  nombre 

D'=^=q:A' 

sera  également  un  discriminant,  et  les  nombres  A'  et  A''  n'auront 
aucun  diviseur  commun,  sans  quoi  le  discriminant  —  A  ne  pourra 
être  fondamental. 
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Le  deuxième  membre  de  l'équation  (6") 

S=-2(^)'=-('-t) 

a  =  i 

se  transforme  en  posant 

a  =  p-h  PA'         (p  =  I,  a,  ...,  A',  P  =  o,  I,  ...,  A'— i), 

et  puisque 

/-A\  _  / J^ï^\  _  /D'W      D*^      \ 

\  a  ;-Vp-+-pa';"-VpAp+pa';' 


on  aura  évidemment 


A--1 


p=i  ?^o 

Or  les  A"  quantités  p  -4-  PA'  (^  =  o,  1,2,  .  . .,  A"—  1)  élanU 

congrues,  suivant  le  module  A'',  aux  nombres  i ,  2,  3,  . .  . ,  A''',  on 

aura 

A-  - 1  A" 


2  (^^  2  (?->"• 

3  =  1  V  =  I 


cl,  par  conséquent, 

A-i  A-i 


S=-t2-(=^)=-?2-(^ 


ce  (|ui  est  bien  la  quantité  -;^C1( —  A). 

La  formule  (12),  dans  le  cas  011  A  est  ou  premier  ou  le  produit 
d'un  nombre  premier  par  /\  ou  par  S,  donne  lieu  à  Tintroduction 
(les  fonctions  de  Bernoulli,  d'après  une  remarque  fort  ingénieuse 
de  Lebcs«;ue  (  '  ),  (jui  a  été  déveloj)pt'c  par  M.  Ilurwitz  Ç^). 


{  ')  Journal  de  Liouvii/e^  t.  VII,  p.  i')-;,  LelK'sj;uc  fait  cotte  reiiiarqu(M|ue  «  la 
soliilinii  prcccdente  n'est  bonne  ({ircii  lliéuric  »>.  r,«^  point  de  vue  l'a  probablcrnenl 
rrnpt'chc  (Je  poursuivre  relie  excellenle  \oir. 

(')  Acta  mathcnidticn,  t.  \1\. 
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2.    En  posant  m  =  i  dans  la  formule  (5)  et  en  j  supposant 


,< 


I 


y 


(.4)  .:c.(-.)=v^2(^)^ 


ladite  formule  deviendra 

V  =  l 

C'est  une  généralisation  de  la  formule  de  Dirichlet 

V=l 

mais  celle-ci  subsiste  quel  que  soit  A,  tandis  que  la  formule  (1 3)  n'a 
été  établie  que  dans  le  cas  d'un  discriminant  fondamental.  Pour 
avoir  une  véritable  extension  de  la  formule  (i4)  j'emploie  l'ex- 
pression sous  forme  finie  qui  s'obtient  immédiatement 

«  A— 1 

v  =  l    '  A  =  l 

qui  permet  d'écrire  l'équation  (i4)  comme  il  suit 

A-i 

Ait 
I  — T—  l  cot 

Cela  étant,  je  me  rappelle  la  formule  élémentaire 


(.6)  CI(-A)  =  -2_.2(^)cot 


C0S1XTZ(  U  -h  A) 
TZ  COtMT:  =        ^ 


y     _ (o<ar<i); 


*=-• 


en  y  posant  m  =  -  et  en  faisant  la  somme,  après  avoir  multiplié 


—  A^ 


par  (  -7-- )'  o"  SI""*» 


IX  T. 


En  faisant  usage  des  équations 
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et  cjiron  peut  écrire 

on  s^nz  représente  le  signe  de  la  quantité  z,  il  vient 

V    .                                                                   ïv-rr 
U  — I  •  cos  


h=i  v=— • 


OÙ  il  faut  rejeter  le  terme  insignifiant  v  =  o;  les  termes  de  la  der- 
nière série  sont  égaux  deux  à  deux,  et  il  vient,  par  conséqueni, 

2VT7w 

r—       *  COS  - 

Nous  avons  admis  encore  la  valeur  de  x  =  o,  puisque  dans  ce 
cas  la  formule  devient  celle  de  Dirichlet  (i4)' 
Celte  équation  qu'on  peut  écrire 

V  =  1 

a  lieu  pour  lous  les  discriminants.  On  peut  Fétablir  aussi  |>ar  un 
îiulro  procédé  oii  intervient  la  représentation  trigonomélrique  de 
la  fonction  x)  K*  mais,  je  me  réserve,  à  une  prochaine  occasion,  de 
tlévelopper  colle  démonslralion  et  des  relations  entre  les  nombres 
ties  classes  qu*on  rencontre  sur  celte  voie.  J'annonce  seulement 
tpron  esl  conduit  de  cette  manière  à  pénétrer  plus  profondément 
tlans  la  nalurc  de  la  série  (17)  en  pouvant  démontrer  qu'elle  sub- 
siste dans  un  inlervallo  plus  étendu,  à  savoir 


o    r   ^    " 


'^     *  "k,  •    • 


ici  le  nombre  t  V-  >i^nilie  le  plus  ijrand  diviseur  carré  de  A,  de  sorte 
«|ue  -  -  -  ;  A  diMuir  ]o  discriminant  fondamental  — A',  tandis  que  i  V 
représente  le  produil  ilcs  fadeurs  premiers  dilVérents  du  nombre  Q. 
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Ed  multipliant  les  deux  membres  de  l'éqnatiou  (17)  par  uu 
facteur  convenable  et  en  intégrant  de  zéro  à  i,  on  parvient  à  des 
formules  intéressantes  que  je  me  réserve  de  publier  prochaine- 
ment. 

Ici  je  veux  rappeler  seulement  les  deux  équations  suivantes 
qu'on  trouve  immédiatement 

V  =  l 

V  =  l 

3.  Dans  plusieurs  Notes  publiées  dans  les  Mémoires  de  V Aca- 
démie impériale  de  Prague,  j'ai  cherché  à  établir  quelques  pro- 
priétés des  séries  de  Kronecker,  à  savoir 

K(a,  6,  c;  <j,  t;  5)  =  > j r— 

m,n 

(m,  n  =  o, ±1,  ifc  2,  rb  3,  . . .,        excepté        m  = /i  =  o), 

et  de  leurs  généralisations.  Le  point  de  vue  sous  lequel  j'envisage 
cette  quantité  et  qui  est  celui  de  Riemann  à  propos  de  la  série 

I         I         I 

1-4-   -    -h  —   -+-  T.  -^  •  •  • 
2'         i*         4* 

permet  de  simpliGer  des  calculs  qui  ont  été  publiés  par  l'illustre 
géomètre  de  l'Académie  de  Berlin,  où  il  a  établi  des  résultats  très 
importants. 

Cependant,  je  me  suis  contenté  du  côté  analytique  de  ces  ques- 
tions, en  cherchant  des  liaisons  avec  les  transcendantes  elliptiques 
et  avec  la  fonction  gamma.  J'ai  trouvé,  par  exemple,  que  le  déve- 
loppement, par  la  série  de  Maclaurin,  de  la  fonction 

K(a,  6,  c;  ff,  t;  5) 

commence  par  les  termes  suivants  : 

—  I  4-  K|(rt,  ^,  c;  5,  t;  0)5  -^. .  . , 


loo  PREMIÈRE  PARTIE, 

où  Ton  a  posé 

-\~  loge  -4-  <1>(<J,  T,  a>|)  -h  4>(cj,  T,  to,); 


rt  >  o,        c  >  o  ; 


(g.  .-  1—  ,  o),  = 1 — ,  A  =  4 rtc  —  6^  >  o, 

'XC  OlC 


•0 


«     -< 


(le  rt^suhat  m^a  fourni  la  relation  suivante,  dans  laquelle  j'ai  pos 

r((j)* 

liuus  cotte  foranile  ligure  une  variable  arbitraire  co  dont  la  parti 
iuiugtuiure  est  supposée  positi^e, 

Ku  \  prenant  T    -  -  »  w  ---  /\  on  reçoit  un  développement  de  1 

fonction  M'^^t"^  ùconxei^ence  rapide  : 

I   V  '  J 


M 


^      ►  


«•1 


I 


1  I 


V      '     .         '         _  V 


l  v'x  ivtuiîv^r.x  J_*  Ov:U'  vaU\^.^:*x'  vv^v,.i:r<o:*:  J4  vtr'S  >êrie>  rapi.f< 

•  -         »         >  »  • 

1  •         •  »        t  >. 


\ 
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on  aura  la  formule 

T-kUv/D 


iCI(D).Iog 


2 

D-1 


i'Jt'Jt) 


.'  =i.">2(î)S-2(2)'4---) 


A=l  m  =  l 


D\  _i_ I 

m}  m'    ^ 


m  =  l  ^^u    _, 


(iiiiîs  laquelle  la  première  somme  peut  être  simplifiée  encore. 

Dans  les  Sitzungsberichte  de  Berlin  de  1889,  Kronecker  (*)  a 
donné  la  formule 


<ti3) 


(  p|_^j  -H  C  -f-  log4 ir*  -h  log v/a 

=  ci(-::T)  2'"^H'''' — '^rc ï^-j' 


^^Ds  laquelle  la  sommation  s^étend  aux  formes  primitives  non 
^^wivalenles    et    positives    (a,  é,  c)    du    discriminant    négatif 
A=  b^ —  ^aç.  La  signification  des  symboles  qui  figurent  dans 
^^tle  formule  est  expliquée  par  les  équations  suivantes  : 


H~\  11=1 

c=-r'(i), 

t 
A  (O,  O,  tO|,  tu,,)  =  —î ! î 

c  L  -ATT  -2  7:  J 

En  employant  Técriture 

H(co)  =  e  »«    TT(i  — <r««««0 

un  1 

J  ^  préfère  mettre  A'  sous  la  forme 

A  (o,  o,  a>|,  (0,)  =  47:»  /A  [r  I  » 

C)  Zur  Théorie  der  elliptischen  Functionen^  art.  XVÏ. 
Bull,  de»  Sciences  mathem.,  1*  série,  t.  XXI.  (Décembre  1H97.)  3a 
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de  sorle  que  la  formule  de  Kronecker  s'écrira 

où 


a,b,c 


—  h  -^  iJs,  b  -^  lyfK 

'IC  c 


Je  vais  prouver  que  la  somme  P'( — A)  peut  s'exprimer  sous 
forme  finie  à  Taide  de  la  transcendante  gamma.  Pour  ce  but 
j'emploie  la  formule  de  Kummer 

(  (o<ar<l), 

et  la  formule  également  connue 

h  =  \ 


qui  a  lieu  pour  les  discriminants  fondamentaux  et  pour  un   entier 

h 
A 


positif  m  quelconque.  En  posant  dans  la  formule  (a)  ar=  —  »  multi- 


pliant par  l  —j—  )  et  faisant  la  somme  pour  A  =  i ,  2,  .  .  . ,  A  —  1 ,  on 
a  d'abord 

A-i  A-i  sin^ 

i:(t)'-'-(î)-.:2(^)'»."-î^ 

/i  ^  1  n-l  h  =  l 

En  faisant  usage  des  équations  identiques 
le  premier  membre  devient 
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et  le  second  se  transforme,  à  l'aide  de  la  formule  (6),  en  série 

En  faisant  usage  de  la  formule  (i)  on  a,  par  conséquent, 


î^F(-A)  =  2(-ir)^^s^(s)-(^^'^^"^)?^'(-^) 


OU  bien 


A-i 


(.4)   p'(-A)=-^2(-r)'«er(|)-:;^(c^iog..)ci(-A). 


L*équation  (i4) 


QIC 


permet  donc  d'écrire 

Grâce  à  cette  relation,  la  formule  (aS*)  de  Kronecker  prend 
une  forme  plus  simple 

<-«>      i2(=F)'°S^(s)  =  '2  Iog[y/i|^H(u>.)H(o.,)] 


(w|  = 


—  6 -h  «Va  6-4-tv/Â\ 

2C  2C  / 


que   nos  méthodes   permettent  d'ailleurs  d'obtenir   plus   direc- 
tement. 

NOTE. 

La  formule  (6)  nous  fournit  une  nouvelle  propriété  du  signe  de 
I^gendre.  Pour  l'obtenir,  je  multiplie  les  deux  membres  par  e-**' rix  et 
j^intégre  de  zéro  à  Tinlini;  il  vient 


a  =  i  ' 
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Or  on  a 


e         ^ 


e*— I 


m   représentant  par   l\(3)  =  ^  —  ^{^*i  le  plus  petit  reste  positif  de  la 
cjuantité  z\  il  s'ensuit 

7c„-.,.-2(:^)b(^)-^2(^).""<V"', 

a- 1  al 

or,  (raprès  Tôquation  (G),  on  a,  pour  or  =  o, 

A-i 


-a<-.,=-2(=^)K(:f:) 

a  =  i 


cl  la  même  équation  découle  de  la  relation  précédente  en  prenant  u  infini: 
on  a,  par  conséquent, 

A  —  I  «  /  a  wi  v 


a-  I 


lorsque  le  |)lus  grand  romniun  diviseur  A'  des  nombres  A  et  m  surpasse 
l'unité;  on  posant  m  =  //l'A",  A  =  A' A',  on  aura 

A  — I  „  /  CLm'\ 

X   .  1 

La  >ariablo  u  étant  arbitraire^  i^n  en  conclut  que  les  quantités  ( I» 


2//I 


pour  loquelle*  le  rcile  U(  — -  )  a  une  valeur  donnée,  ont  leur  somme 
Ciiale  à  ixvo.  de  siu'te  que 


A      I 
V  (      "•-■^      )  -  o         ,A  A'^  A«. 

a     0 


Iv  i       A  e>t  un  di>erinnnant  fondaul^ntal  et  A   un  queleonque  parmi  se< 
diNÏ'^eurs  proprement  viit-^. 
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ANNALES  DE  LA  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Tome  VU;  1898  («). 

Appell  (P-)-  —  Forme  des  intégrales  abéliennes  des  diverses  es- 
pèces. (A.  5-8). 

La  méthode  très  simple,  développée  par  M.  Appell  pour  obtenir  les  formes 
classiques  de  ces  intégrales,  dans  le  cas  des  intégrales  de  première  espèce  atta- 
chées à  une  équation  du  degré  n 

repose  sur  la  remarque  suivante  : 
En  supposant  que 

J  <f{x,y)dx 
soit  une  telle  intégrale,  la  somme 

Pfc-a=rf  ?(^»ri)-t-rî?(^»r2)-+---+r59(^>>'J» 

où  ^,,  y^t  ...,  y^  sont  les  diverses  déterminations  de  y  et  où  A*  est  un  entier 
positif  ou  nul,  est  un  polynôme  qui  pour  A'  =  o  ou  i  est  identiquement  nul.  On 
en  conclut,  en  supposant  A:  =  o,  i,  ...,  n^i,  et  en  combinant  convenable- 

(  «  )  Voir  Bulletin,  XVIÏÏj,  p.  i3i. 
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ment  les  équations  ainsi  obtenues  que,  si  Ton  fait 

Q{a:,y)=P,b^_,-i-P,b^,,-i-...  P„^b., 
en  posant 

on  aura 

Un   procédé   analogue   s'applique    aux    intégrales   de  troisième  et  de  seconde 
espèce. 

Duhem  (-P.).  —  Sur  les  lois  générales  de  rinduction  électrodj- 
namiques.  (B.  1-28). 

Déduction,  par  des  méthodes  analogues  à  celles  que  Fauteur  a  développées 
au  Livre  XIII  de  ses  Leçons  sur  r Électricité  et  le  Magnétismey  des  formules 
qu'a  données  M.  von  Helmholtz  pour  représenter  les  lois  générales  de  l'induc- 
tion électromagnétique  entre  conducteurs  d'étendue  finie  en  tous  sens  [Ueber 
die  Théorie  der  Elektrodynamikj  III**  Abhandiung  {Crelle,  t.  78,  p.  3o9;i874)l- 

Cosserat  {E.).  —  Sur  les  congruences  de  droites  et  sur  la  théorie 
des  surfaces.  (N.  1-62). 

L'auteur,  en  introduisant  les  symboles  de  M.  ChristofTel,  relatifs  à  une  forme 
difTérenticlIc  quadratique,  établit  deux  systèmes  de  formules  (C),  (D)  q«» 
complètent  heureusement  les  formules  (A),  (B)  des  Leçons  de  M.  Darboox. 
Une  première  appiicalion  de  ces  formules  est  faite,  dans  la  deuxième  Parlie,à 
l'ctablissomeril  des  conditions  vérifiées  par  l'élément  linéaire  d'une  surface  rap- 
portée à  ses  asymplotiques  et  à  la  «lémonslralion  du  théorème  de  M.  Dini  sur 
la  représenlalion  s[)hériqne  des  asymplotiques  d'une  surface. 

Dans  la  îroisièmc  Partie,  M.  Cosserat  aborde  l'étude  des  congruences  de 
droites,  fondée  sur  l'introduction  de  la  représentation  sphérique  de  leur?  dcve- 
loppables  (HiBAucoun,  Étude  des  é/assoïdes,  §  188;  GnciiAnn,  Surfaces  rap- 
portées à  leurs  lignes  asymptoliques;  Annales  de  r École  Normale,  3'  >t'ric. 
t.  VI).  \L\\  menant  par  le  eeiilre  d'une  sphère  de  rayon  i  la  parallèle  à  u"^^ 
droite  de  la  con^ruence,  on  obtient  sur  la  sphère  un  point  qui  est  dit  la  rcp^i'- 
sentntion  sphérique  de  la  droite.  Aux  développables  de  la  con^rucnce  corrcv 
pondcnt  ainsi,  sur  la  sphère,  des  courbes  qui  en  constituent  la  représentation 
sphéricjue.  Va\  particulier,  si  l'on  considère  une  congruence  formée  de  normales 
à  une  surface  S,  la  représentation  s[)hérique  des  développabirs  de  cette  cod- 
liruence  -^era  identiijue  à  la  représentation  sphérique  des  lignes  do  courbure 
de  S.  M.  Guichard  a  montré  que  la  re[)résenlalion  sphérique  des  développait''^* 
dune  congruence  peut  former  un  système  de  courbes  quelconque  et  i^ue, 
<juand  ee  système  est  donné,  la  détermination  des  congruences  correspondantes 
se  fait  à  l'aide  de  l'étjuation 

>    r  ^-  ?  -r  -^  ?.  T"  -^  T-  -^  -^  -^f)?  =  ". 
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à  laquelle  satisfait  la  demi-distance  p  entre  les  points  focaux  d'une  droite  de  la 
congruence;  les  coefficients  de  cette  équation  ne  dépendant  que  de  la  représenta- 
tion sphérique  donnée.  Après  avoir  retrouvé  les  résultats  de  M.  Guichard, 
Fauteur  donne  une  solution  nouvelle  de  ce  problème  traité  par  M.  Darboux 
au  Tome  II  de  ses  Leçons  :  Déterminer  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les 
développables  d'une  congruence  donnée  interceptent  un  réseau  conjugué.  Il 
ramène  la  question  à  l'intégration  de  Téquation  adjointe  à  Téquation  en  p,  d'où 
résulte  la  généralisation  suivante  d'un  théorème  bien  connu  relatif  aux  con- 
gruences  formées  de  normales  à  une  surface. 

Le  problème  de  la  détermination  des  surfaces  découpées  suivant  un  réseau 
conjugué  par  les  développables  d'une  congruence  donnée  équivaut  à  celui  de  la 
recherche  des  congruences  admettant  même  représentation  sphérique  de  leurs 
développables  que  cette  congruence. 

Le  problème  de  déterminer  toutes  les  enveloppes  de  sphères  telles  que  leurs 
cordes  de  contact  forment  une  congruence  qui  soit  la  congruence  donnée  se 
ramène  également,  conformément  à  un  théorème  de  M.  Darboux,  à  Tintégra- 
tion  de  l'équntion  adjointe  à  l'équation  en  p. 

La  quatrième  Partie  traite  des  réseaux  conjugués  :  l'auteur  y  montre  que  les 
différentes  équations  dont  on  a  fait  dépendre  le  problème  de  la  déformation 
d'une  surface  comme  aussi  celles  relatives  à  la  déformation  infinitésimale  ne 
sont  autres  que  les  équations  qui  permettent  de  déterminer  certains  réseaux 
conjugués  tracés  sur  la  surface. 

3endixson  (/.)•  —  Détermination  des  équations  résolubles  algé- 
briquement, dans  lesquelles  chaque  racine  peut  s'exprimer  en 
fonction  rationnelle  de  Tune  d'entre  elles.  (C.   1-7  !)• 

Cesi  un  intéressant  résumé  d'un  travail  publié  en  suédois  dans  les  Ofversigt 
of  kongl.  VetenskapS'Akademiens  Forhandiingar  (1891).  L'auteur  y  montre 
comment  on  peut  parvenir  à  la  détermination  des  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'une  équation  algébrique  soit  résoluble  par  radicaux,  sans 
recourir  à  la  théorie  de  Galois,  et  en  étendant  seulement  les  considérations 
employées  par  Abel  dans  les  deux  célèbres  Mémoires  sur  une  classe  particulière 
(féquations  résolubles  ulgébriquemcnt  et  sur  les  équations  résolubles  algé- 
briquement. 

indoycr  {//.).  —  Sur  quelques  inégalilés'de  la  longitude  de  la 
l^unc.  (E.  1-19). 

L'auteur  continue  ses  recherches  sur  la  Théorie  de  la  Lune  (Tome  VI  des 
Annales  de  la  Faculté).  Il  calcule  avec  la  même  approximation  que  Delaunay 
les  cocfliricnls  dos  inégalités  de  la  lon^ntude  de  la  Lune  qui  ne  dépendent  que 
de  la  preniière  puissance  de  rcxccnlricité  de  l'orbite  de  la  Terre.  Ces  coefficients 
sont  en  d'jsarcord  avec  ceux  de  Delaunay  à  partir  du  huiiième  ordre  inrlusive- 
nienl,  toujours,  et  qu«;lquefois  uicnie  à  partir  du  septième  ordre.  Les  calculs 
*ont  faits  par  deux  métliodes  distinctes,  les  mêmes  que  dans  le  premier  Mé- 
moire de  .M.  Andoyer.  Ce  dernier  signale  la  cdusc  d'erreur  de  Delaunay. 

hi/ic/n  (/^.).  —  Des  actions  clcclrodjnami(|ues  et  élcctromagné- 
liques.  ((j.   i -:)•>.). 
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Dans  ce  nouveau  travail,  M.  Duhem  aborde  Tétude  des  actions  électrodyna —  ^ 
miques  et  des  actions  électromagnétiques,  en  se  bornant  aux  corps  condactearsr^ 
magnétiques  ou  non.  La  méthode  qu'il  emploie  est  l'extension  de  celle  qu'il  i^K> 
appliquée  aux  conducteurs  linéaires  dans  le  Tome  III  de  ses  Leçons  sur  rÉiec-  "^ 
triciié  et  le  Magnétisme.  Les  résultats  auxquels  il  parvient  sont  en  complear 
accord  avec  ceux  qu'a  formulés  M.  von  llelmholtz,  parfois  sans  démonstration. 

Le  Vavasscur  (li.).  —  Sur  ie  système  d'équations  aux  dërivéc^=ï 

partielles  siniullanëes  auxquelles  satisfait  la  série  hypergéomé 

trique  à  deux  variables  F<(a,  p,  P',  y;  x,r).  (F.  i-'2o5). 

On  sait  que  cette  série  peut  être  définie  par  la  formule 


m  =  «  n  = 


h,(at,  ^,  p,Y,ar,>^)-.   2,      2-     (Y,  m-^-/i)(i,  m)(i,/i)  -^   -^^ 

m=0    n=0 

en  posant 

(X,  A')=X(X-+-i)...(X-t-A-  — i),        (X,  o)  =  i 

A'  est  un  entier  positif. 

Dans  le  Chapitre  I,  M.  Le  Vavasseur  s'occupe  des  relations  qui  existent  entrer 
la  fonction  F,  (X,  p,  p',  y;  Xy  y)  et  ses  contigués.  Il  établit  que  toute  fonction 
contiguë 

où  p^  Qy  q\  r  sont  des  entiers,  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  F,, 

<)F      i)V 

-T-î  »  -~-i    les  coefficients  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  v.  Il  en 

ôx     ôy  "^ 

déduit,  par  une  voie  naturelle,  le  système  S  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  auxquelles  satisfait  la  fonction  F^  En  suivant  une 
marche  identique,  il  étudie  de  la  même  façon  les  dix  intégrales  particulières 
que  l'un  obtient  en  donnant  -k  g  cl  h  dans  l'expression 


/ 


h 
M«-«(i-«)T-«-«(i  — MX )-?(!—  uy)-^  du. 


Il  1      * 

les  valeurs  o,  i,  x,  —  »  —  • 

^  y 

Dans  le  Chapitre  II,  Tautour  établit  un  Tableau  de  ()|  intégrales  du  svsitèmc  S 
analogue  au  Tableau  des  }\  intégrales  de  Kumnier  relatif  à  féiiualion  diiréren- 
tiolle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la  série  hypergéomélrique  F(a,  ^,  y»  -t)- 

I-iC  Chapitre  III  e>l  t>roupr  par  la  recherche  des  relations  qui  existent  entre 
trt>is  ou  quatre  des  dix  intégrales  précédemment  citées,  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  distinctes. 

M.  Le  Vavasseur  a  dresse  quatorze  Tableaux  de  relations  où  ne  figurent  que  les 
relations  qui  ne  ^e  déduiseiil  pas  simplement  de  «elles  précédemment  trouvées. 

Soit 

i\u  )   -  II*  '  (  //  —  I  )'■■  '  (  "  —  .''  )'   '  (  ''  -  y  )*'"'. 

<"i    "    /        rC^'^"'  ^'^:~    I       r[U)<fn.  '•>    --    /       Ziu)du, 

-    ;.  --  -  r: 
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M.  Picard  a  montré  que  si  x  et  y  y  considérés  comme  fonctions  de  Ç,  t„  étaient 
des  fonctions  uniformes  de  ces  variables,  les  dix  nombres  a-hb—  i,  a  -hc —  i, 
a-hd  —  ij  6h-c  — I,  64-^  — I,  c-i-rf— I,  2  —  6  —  c  —  rf,  2— c  — rf  — a, 
2  —  d  —  a  —  6,  2  —  a  —  à  —  c  étaient  les  inverses  de  nombres  entiers.  M.  Le 
Vavasseur  détermine,  dans  le  Chapitre  IV,  tous  les  groupes  de  nombres  a,  6, 
c,  d  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Dans  le  Chapitre  V,  il  établit  le  groupe  du  système  (S)  en  suivant  la  mé- 
thode de  M.  Picard;  puis,  considérant  la  forme  quadratique  ternaire,  à  indé- 
terminées conjuguées,  que  ce  groupe  laisse  inaltérée,  il  montre  que  son  déter- 
minant invariant  ne  peut  s'annuler  qu'en  même  temps  que  tous  ses  premiers 
mineurs. 

EnHo  M.  Le  Vavasseur  cherche  dans  quels  cas  le  système  (S)  a  son  intégrale 
générale  algébrique. 

Kœnigs  (G.).  —  La  Géométrie  réglée  et  ses  applications.  Etude 
bibliographique.  (55  p.). 

C'est  le  Chapitre  V  de  cette  intéressante  étude  qui,  sous  un  titre  singulière- 
ment modeste,  constitue  un  véritable  exposé  de  la  matière.  M.  Kœnigs  en  était 
resté  à  la  déOnition  des  coordonnées  lélraédriques  d'une  droite,  qui  vérifient 

réquation 

iti{x)  =  x^x^-h  x^x^-^-  x^Xq—  o ; 

un  changement  de  variable  fournit  les  coordonnées  générales  et  transforme 
tù{x)  en  une  autre  forme  quadratique.  En  la  supposant  réduite  à  une  somme 
de  six  carrés,  on  obtient  les  coordonnées  de  M.  Klein,  le  système  des  six  com- 
plexes en  involution  deux  à  deux,  les  quinze  congruences  communes  à  deux  de 
ces  complexes,  les  demi-quadriqucs  communes  à  trois  complexes,  qui  forment 
dix  quadriques  fondamentales,  lices  elles-mêmes  aux  tétraèdres  fondamentaux. 
Les  propriétés  des  permutations  de  six  lettres,  grâce  aux  notations  choisies, 
trouvent  une  intéressante  application  dans  cette  théorie.  Les  pôles  d'un  plan 
par  rapport  au\  six  complexes  fondamentaux  sont  sur  une  même  conique, 
et  cette  proposition  est  le  [>oint  de  départ  de  l'élude  d'une  belle  configuration 
formée  de  seize  plans  cl  de  seize  points,  rhaciue  plan  contenant  six  points  et 
chaque  point  étant  commun  à  six  plans. 

L'auteur  développe  ensuite  le  curieux  rapprochement  observé  par  M.  Klein 
entre  la  Géométrie  de  la  droite  dans  l'espace  et  celle  des  propriétés  métriques 
d'un  e»pare  à  quatre  dimensions  ou  plutôt  d'une  quadrique  dans  un  es[>acc  à 
cinq  dimensions.  Considérant  une  quadri(|ue  ordinaire,  M.  Kœnigs  expose 
comment,  lors<ïu*on  représente  une  quadrique  sur  un  plan,  les  iransfurmations 
homugraphiques  d'une  quadri({ue  en  elle-même  ont  pour  image  le  groupe  de 
transformations  qui  conserve  la  famille  des  cercles  du  plan.  De  même  la  (iéo- 
inélrie  de  l'espace  réglé  est  identique  à  la  (jéomélrie  anallagmatique  d'un 
espace  à  quatre  dimensions. 

J.  T. 
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ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (  »  ). 

7*  série,  t.  V;  i*'  semestre  1893. 

IVidmer  {M,),  —  Notice  sur  le  tramwav  funiculaire   de  Belle- 
ville.  (5i3-625,  21  fig.,  3  pi.). 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  La  première  contient  la  descriptioi» 
du  matériel;  la  deuxième,  les  calculs  théoriques;  la  troisième,  les  expériences^ 
En  réalité,  les  calculs  développés  dans  le  Mémoire  n'ont  été  établis  que  lorsque 
l'auteur  a  été  en  possession  des  résultats  d'un  grand  nombre  d'expériences ^ 
ils  ont  donc  une  certaine  utilité  au  point  de  vue  pratique. 

Belliard  (J.'A.).  —  Note  sur  l'erreur  relative  que  Ton  commet 
en    substituant  dx   à   ds  dans  la  formule   de  Navier  (pièces, 
courbes).  (728-748,  4  fig-)* 

Applications  aux  arcs  paraboliques  et  aux  arcs  circulaires.  M  désignant  1er 
moment  de  flexion,  il  s'agit  d'évaluer  fMyds  après  avoir  substitué  cLr  à  ds^ 

Debame  {A.),  —  Notice  sur  la  distribution  d'eau  de  la  ville  de 
Pitbivicrs.  (749-773,  i  fig.,  i  pi.). 

A  signaler,  dans  ce  travail,  le  calcul  de  la  résistance  des  caves  en  tùle  i 
fond  sphèrique. 

Collignon  {£>)'  —  Une  remarque  sur  la  multiplication.  (790- 

L'auteur,  préoccupe  des  simplificalions  à  apporter  à  la  multiplication  arith- 
métique. pn>pose  de  remplacer  les  nombres  donnés  par  des  ;:rouprriu>nis 
d'aulre>  nombres  ne  renfermant  que  les  seuls  chifl"res  o,  1,  2  et  '>:  celle  Irans- 
formalion  revienl  à  remplacer  3  par  a  -h  i  ou  5  —  2,  4  pî*r  ^  —  '»  6  par  5  —  1, 
7  par  h  —  >,  S  par  10  —  a,  «>  par  10  —  i. 

Au  surplu'i,  cette  Note  a  été  reproduite  au  Journal  de  Mathématiques  vie- 
mcntaires  de  M.  G.  de  Longchamps  (p.  i'h)-i7i,  iS»)3). 

JfiCf/nicr  {J."^.  —  Nolt*  sur  les  elVorls  secondaires  qui  peuvent  se 
proiluiro  dans  les  svNlrmes  articulés  à  attaches  rigides.  ^1  142- 
I  1  r>Q,  Il  lî:;.^. 

I/.iutiMir  a  elé  .iinen»-  a  ro«'lierther  dans  quelle*  pri»p«"irtions  la  rigidité  de<» 
atlavhi-^.  (i.iMN  ](>>  p..n:<>  iiutalliquo.  pi.»u\.tit  au^inenlcr  le  tra\ail  du  initul 
ralouK-  d.ipri>  Ic"  iiki1»"»Io>  ordmairo. 
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L'OuTrage  de  M.  Maurice  Kœchlin,  inlitulé  :  applications  de  la  Statique 
graphique  {Encyclopédie  Lechalas)  contient  la  traduction  partielle  d'une 
Note  publiée  à  ce  sujet  par  M.  le  professeur  Ritter,  de  Zurich. 

Le  but  de  ce  nouvel  article  est  de  traiter  directement  cette  question  et  de 
donner  plus  de  précision  aux  formules  antérieurement  obtenues. 

Deslandres  {II.).  —  Expériences  sur  la  résistance  des  rouleaux 
métalliques,  (i  160-1 1^41  6  fig-)- 

Une  étude  théorique  analogue  a  été  exposée  dans  le  précédent  Volume  par 
M.  Galliot  (voir  Bulletin^  p.  192,  iSgS);  mais  l'auteur  du  présent  article  fait 
voir  que  la  formule  proposée  par  M.  Galliot  ne  conviendrait  pas  aux  expé- 
riences qu'il  a  en  vue,  et  qui  ont  porté  sur  deux  sortes  de  mesures  : 

1*  Étude  des  diamètres  des  cylindres  comprimés  entre  deux  surfaces  planes; 

2*  Étude  des  surfaces  planes  comprimées  par  l'intermédiaire  de  cylindres. 

Ces  deux  sortes  de  mesures  ont  d'ailleurs  été  faites  par  deux  méthodes  ab- 
solument différentes. 


Tomo  VI,  9.*  semestre  1898. 

Jtenaud  (3/.).  —  Noie  sur  les  nouvelles  écluses  du  canal  Saint- 
Denis.  (44-1 10,  20  fig.,  6  pi.). 

A  la  (in  de  cette  Notice  on  trouve  une  indication  des  calculs  effectués  pour 
déterminer  la  résistance  des  pièces  métalliques  employées  à  la  construction 
des  portes  des  écluses. 

Calliot.  —   Essai  de  comparaison  des  effets  des  forces  normales 
et  obliques.  (111-171,  8  fig.,  i  pi.). 

L'auteur  a  cherché  quel  était  le  degré  d'exactitude  ou  d'erreur  de  chacune 
des  deux  lois  qui  se  partagent  les  ingénieurs  au  sujet  des  effets  produits  à 
l'intérieur  d'un  corps  par  des  efforts  extérieurs  normaux  ou  obliques.  Il  a 
trouv<^  des  lois  assez  compliquées,  faisant  intervenir  à  la  fois  la  composante 
normale  et  la  composante  tangcnticlle  et  se  réduisant  en  particulier,  pour 
les  plus  grands  efforts  ou  les  plus  grandes  déformations,  à  des  expressions 
simples  où  intervient  la  somme  de  la  composante  normale  et  d'un  certain 
nombre  de  fois  la  tangentielle. 

Ces  lois  sont  absolument  exactes  à  une  assez  grande  distance  du  point  d'ap- 
plication de  la  force,  puisqu'elles  sont  déduites  d'une  solution  des  équations 
de  l'élasticité;  elles  donnent  donc,  tout  au  moins  pour  ces  grandes  distances, 
une  notion  juste  de  ce  qui  se  passe  réellement. 

"^  lamant  {A.).  —  Derinflucnce,  sur  la  flexion  des  poutres,  de  la 
position  superficielle  de  la  charge.  (2'j8-?>6o,  9  fig.). 

Il  est  prouvé  que  les  efforts  développés  dans  une  poutre  rectangulaire  rcpo- 
>iant  sur  deux  appuis  de  niveau  et  chargée  en  son  milieu  d'un  poids  uni(|ne  ne 
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sont   pas  les  niâmes  si  celle  charge  est  posée  sur   la  surface  supérieure  ou 
suspendue  à  la  face  inférieure. 

Grâce  aux  travaux  théoriques  de  M.  Boussinesq  et  à  une  judicieuse  remarque 
de  M.  Stokes,  il  est  possible  aujourd'hui  de  trouver  une  évaluation  approii- 
inative  de  ces  efforts,  et  cette  évaluation  s'accorde  aussi  exacterocot  que  pos- 
sible avec  le  résultat  d'observations  antérieures  faites  par  M.  le  professeur 
Carus  VVilson,  de  Montréal.  On  peut  donc  dire  que  la  question  est  résolue  au 
degré  d'approximation  que  comportent  les  méthodes  d'observation.  L'objet  de 
ce  Mémoire  est  de  donner  un  aperçu  des  recherches,  tant  théoriques  que  d'ob- 
servation, qui  ont  permis  de  l'élucider. 

Galliot.  —  Notice  sur  le  pont-levant  de  Larrey.  (26i-334,8  fig., 

La  description  technique  de  cet  Ouvrage  est  accompagnée  des  calculs  justi- 
ficatifs des  principales  dimensions. 

Collignon  {E.).  —  Noie  sur  la  multiplication  (336-337). 

Autre  procédé  de  multiplication,  signalé  à  l'auteur  par  M.  Allan  Cun- 
ningham. 

La  méthode  repose  sur  l'emploi  des  chiffres  négatifs  et  sur  la  substitution, 
aux  gros  chiffres  <),  7,8  et  9,  des  différences  10  —  4>  'o  —  3,  10  —  a,  lO  —  if  qoc 
l'un  écrit  i/|,  i3,  12,  11.  Ainsi,  dans   ce  système  positivo-négatif,  un  nombre 

tel  que  7.^8979.')  s'écrit  i3iio2i5. 

Pour  une  méihodc  tout  à  fait  analogue,  consulter  le  Journal  de  Mathé- 
matiques élémentaires  (p.  265-270,  189^.  G.  de  Longchamps). 

Tai'crnirr  (//.).  —  iloconslriiction  des  ponts  Morand  clLafavelle 
sur  le  llhone,  à  i^von.   (3  i()-r)().),   :<8  ll^,^.,   12  |)1.). 

|)«^'^criplioii  tcnninéc,  rounnc  (rhai)iludo,  par  une  indication  du  calcul  des 
(liincnsions  cl  un  exposô  des  éprcuvos  de  résistance. 

Galliot.  —  Tableaux  graphiques  des  moments  fléchissants  sous 
eliarj;es  d'épreuve  dans  les  ponts  pour  voies  de  terre  et  u^ 
(piehpies  proj)riélés  cpii  en  Tacililenl  le  tracé.  (ji^-J^i,  \'\H'* 
I  pi.). 

C«s  'l'aMeaux  sont  dcslirn-s  à  remplacer  C(?u\  (jue  M.  KIcitz  avait  dressé*  f" 
1S77.  lU  u('  s'appliijueiit  d'ailleurs  qu'à  des  ouvertures  inftTieures  à  S5  niflrt'^- 

(!(■'>  'r,il)le,Mi\  donnent  les  incuuents  llTM^hissants  correspondant  à  certaine? 
eliai;:«*s  (ri'i)ieuve  d«terMiinées.  L'auteur  a  jugé  utile  de  résumer  à  celle  occa- 
sion la  lliéorie  sur  la(]uelle  repose  la  couslruction  des  courbes  des  moment? 
llécliis>ant>  maximum. 

lielliard  {.Ï.-A .).  —  Mémoire  sin- le  caleid  de  la  résistance  Jc^ 
ares  paraboli(pies  à  grande  llèehe.  (7>>9-^  17^  18  fig.)- 
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L'auteur  reprend  ici,  avec  plus  de  détails,  les  considérations  déjà  présentées 
dans  son  Mémoire  de  1893. 

Fossa-AIancini,  —  Note  sur  le  débit  des  puits  dans  les  terrains 
perméables.  (848-873,  6  fig.). 

L*auteur  expose  que,  si  dans  une  Note  de  1890  il  n'a  fait  qu'entrevoir  la 
configuration  des  filets  liquides  dans  un  des  cas  les  plus  simples,  il  peut  don- 
ner maintenant  l'expression  analytique  des  trajectoires  des  filets  et  de  la 
surface  de  la  nappe,  non  seulement  dans  le  cas  d'un  puits  unique  ménagé  dans 
une  nappe,  mais  aussi  dans  le  cas  de  plusieurs  puits  ouverts  dans  la  même 
nappe  et  ayant  des  débits  différents.  Trois  figures,  notamment,  représentent 
des  réseaux  de  courbes  orthogonales,  dont  la  configuration  est  intéressante  à 
étudier. 

Hausser  (A.-E,)  et  Cunq  (L.).  —  Note  sur  la  détermination  des 
moments  fléchissants  les  plus  grands  dans  les  sections  d'une 
poutre  posée  librement  sur  deux  appuis.  (977-989,  8fig.,  1  pi.). 

Dans  la  situation  actuelle,  la  solution  du  problème  dont  il  s'agit  est  suscep- 
tible d'être  obtenue  d'un  grand  nombre  de  manières,  et  l'on  peut  choisir 
parmi  les  méthodes  de  MM.  Barré,  Leforl,  Pelletreau,  Maurice  Lévy,  J.  Michel, 
Gascougnolle,  etc. 

Les  auteurs  du  présent  article  exposent  deux  nouvelles  méthodes  qui  sem- 
blent concilier  la  simplicité  et  la  rapidité  d'exécution. 


Tome  VII,  i*"^  scnieslre  1894. 

Considère.  —  Utilité  des  chemins  de  fer  d'intérél  local.  Tarifs. 
Formule  d'exploitation.  (i()-i;)i,  1  fig.). 

■ 

Reprise  d'une  discussitm  déj,"i  exposée  dans  les  Annales,  7'  série,  t.  III  et  IV. 

Colson  (C).  —  jNote  sur  le  nouveau  Mémoire  de  M.  Considère. 

(!;*)'>.- 164). 

L'auteur  estime  de  son  devoir  de  dire,  en  qucl({ues  mots,  pourquoi  les  nou- 
veaux et  très  sérieux  arguments  de  son  éminent  contradicteur  ne  lui  font  pas 
abandonner  des  idées  qui  ont  d'autant  plus  besoin  d'être  défendues,  (|u*ellcs 
ont  moins  de  chances  de  devenir  populaires. 

H^alckenaer  {C),  —  Note  sur  les  relations  entre  la  pression,  le 
volume   et   la   température   de    Tacide    carbonique.    (i(i5-i>.28, 

5  pi.)- 

Très  intéressant  Mémoire   de  Thermodynamique,  dans  lequel  on  trouve  un 
exposé  très  documenté  des  théories  de  la  li<]uéraction  des  gaz,   du  point  cri- 
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tique,  de  l'équation  caractéristique,  et  des  travaux  et  obsemtions  des  pbysm.- 
cicns. 

Bazin  (//.).  —  Expériences  nouvelles  sur  Técouleinent  en  déver  -x- 
soir.  (249-357,  8  fi^.,  5  pi.,  64  tabl.). 

L'auteur  a  fait  voir,  dans  un  précédent  article,  comment  la  nappe  noyée  «0 
dessous  succède  à  la  nappe  adhérente,  lorsque  Ton  augmente  progressivein«_ot 
le  débit  du  déversoir,  l'écoulement  en  aval  restant  complètement  libre.  M  .^is 
il  a  montré,  d'autre  part,  que  le  point  de  passade  de  Tune  à  l'autre  des  dc^  ox 
formes  peut  être  modifié  par  un  exhaussement  du  niveau  d'aval  et  que,  mcj^ESH- 
nant  une  hauteur  convenable  de  ce  niveau,  il  est  possible  d'obtenir  pour  to^L3te 
charge  d'amont  la  nappe  noyée  en  dessous.  Ce  genre  de  nappe  se  renconK.  jre, 
par  suite,  très  fréquemment  dans  la  pratique.  C'est  de  lui  qu'il  est  exclusi  •^it' 
ment  question  dans  ce  quatrième  article. 


D^Ocagne  (M.).  —  Les  abaques  de  remblai  et  de  déblai  c<^  mi— 
struits  au  moyen  de  la  méthode  des  points  isoplèthes.  (467-47  9^ 
1  pi.). 

L'auteur  a  déjà  traité  ce  sujet  (t.  IV,  p.  1G8)  à  propos  d'une  Note  ai^  «-^ 
rieure  de  M.  Locherer  (t.  III,  p.  63i).  Il  y  revient  avec  plus  de  détails^  %•  ' 
expose  la  construction  d'un  abaque  spécial,  qui  comprend,  en  réalité,  t  ^r"*-^' 
abaques  :  un  pour  le  profil  en  remblai,  un  pour  le  profil  en  déblai  et  un  |X^  ^ 
le  terme  complémentaire  à  ajouter  dans  les  cas  mixtes. 

De  Préaudeau.  —  Recherches  expérimentales   sur  les  piè<^*s 
droites  chargées  par  le  bout.  (498-604.  4^  fig.  10  tabl.). 

L'auteur  î>'ost   pioposé,  aprrs  avoir  rappelé  les  données  théoriques  de  I&      "¥"«•- 
sistance  des  matériaux   sur  les  pièces  ahoutées,  ^uivanl  qu'elles  sont  cenL¥"«i"<.^ 
ou    cliar;iée'>    excenlriijuement.  d'exposcT  le  ré««ullat  d'expériences  faites   ^**'*ur 
étudier  la  déforma  lion  de  ces  pièces.  II  donne  les  formules  qui  résument    i'c'i 
expérieure*^    et    il    termine    en   indiquant   quelcfues    règles  de  construetioii    au 
moyen  des(|ULlles  on  peut,  tout  en  tenant  compte  des  faits  observés,  simplifier 
ruï»af;e  dcb  formules  expérimentales. 

Ce  Mémoire  s'applique  d'ailleurs  exclusivement  aux  constructions  comj:osi'Ci 
d'éléments  rij;i(les. 

Pellctreau  (A.).  —  Note  sur  les  profils  sans  extensions  des  grands 
barrages  en  maçonnerie.  ((hg-GGo,  4  fi^-)- 

Le  but  d(;  l'auteur  n'est  pas  de  donner  une  nj('lhndc  nouvelle  de  ralcul.  Il 
cherolie  seulement  à  simplifier,  et  il  se  propose  d'établir  qu'étant  donnifs  les 
idéts  actuellement  admises,  après  des  calculs  longs  et  compliqués,  apn:»  d« 
épures  nombreuses  et  pénibles,  on  arrive  à  un  profil  qu'on  aurait  pu  trouver 
du  [)remier  coup. 

Tliéry  {P.)  —  Noie  sur  les  enclenchements.  (688-717.  i5fi{r.)- 
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LaissaQt  de  côté  les  enclenchements  binaires,  l'auteur  s'occupe  des  enclen- 
ctiemeots  ternaires  et  des  enclenchements  doubles,  et  des  principes  à  adopter 
f>oor  obtenir  leur  représentation  graphique. 

Coélignon  (E,).  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie.  (718-720). 

Démonstration  nouvelle,  très  simple  et  intuitive,  de  la  proposition  connue  : 
L.*arc  de  cercle  est  la  plus  courte  ligne  qu'on  puisse  tracer  d'un  point  A  à  un 
fx>int  B  sous  la  condition  d'enfermer  entre  cette  ligne  et  la  corde  AB  une  aire 
déterminée. 

L'auteur  de  la  démonstration,  M.  Ader,  observe  que  la  ligne  minimum 
.A.1IIB  qui  entoure  une  surface  S  donnée  doit  être  symétrique  par  rapport  à  la 
I>^sTpendicuUire  CI,  élevée  au  milieu  I  de  la  corde  AB. 

*^landres.  —  Note  sur  les  épreuves  par  charge  roulante  et 
l^ciion  des  chocs.  (735-758,  i  pi.). 

Considération  sur  les  épreuves  à  charge  roulante. 

Calcul  de  l'amplitude  du  mouvement  oscillatoire  imprimé  à  une  poutre 
C>9.r  uo  choc  défini. 

Examen  de  différents  chocs  auxquels  les  travées  métalliques  peuvent  se 
^''x>uver  exposées. 

Action  locale  des  chocs  sur  les  travées  métalliques. 

Résumé. 

annexe. —  Calcul  des  efforts  maxima  pouvant  être  produits  dans  les  barres 
d^  treillis  des  panneaux  centraux  du  pont  de  Pontoise  par  une  charge  sta- 
LÂc^loe  qui  donne  lieu  à  une  flèche  déterminée. 

mijon,  —  Mémoire  sur  le  calcul  des  poutres  droites  à  travées 
«lidaires.  (759-885,  38  fig*). 

O  Mémoire  se  divise  en  six  Chapitres  : 

^hap,    /.  ~  Définition  et  rappel  de  notions  préliminaires. 
^kap.  II,  —  Propriétés  des  lignes  d'influence  du  moment  fléchissant. 
^hap,III,  —  Propriétés  des  lignes  d'influence  de  l'effort  tranchant. 
^hap.  IV.  —  Tracé  des  lignes  d'influence  du  moment  fléchissant  ou  de  l'ef- 
■^  tranchant. 

^hap,    V,  —  Calcul  des  poutres  à  travées  solidaires. 

^hap.  VI.  —  Extension  de  l'usage  des  lignes  d'influence  à  la  détermination 
flèches  et  des  réactions  des  appuis. 

Chapitres   II,  III  et  IV  sont  extraits  entièrement  de  la  Statique  gra- 
ique  de  M.  Maurice  Lévy  ou  des  publications  de  M.  Bertrand  de  Fontvio- 

Tome  VID,  2*  semestre  1894. 

^liard  (J.-A.).  —  Note  sur  la  détermination  a  priori  de  la 
^«ction  des  arcs  paraboliques  h  grande  flèche.  (54-86,  9  Ag-)* 
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L'auteur  a  rlierché  ù  établir  des  formules  permettant  de  calculer  a /^rîbn 
la  section,  généralement  indéterminée,  de  Tare  en  fonction  de  l'elTort  limite 
que  l'on  a  choisi  et  des  charges  permanentes  et  mobiles  auxquelles  l'arc  doit 
résister. 

Godard  (  7\).  —  Ucclicrclies  sur  le  calcul  de  la  résistance  des 
tabliers  des  ponts  suspendus.  (loS-iSg,  aa  fi&O* 

Jusqu'à  la  publication,  dans  les  Annales  (i^6,  t.  XII),  du  Mémoire  de 
M.  Maurice  Lévy,  sur  les  ponts  suspendus  à  tablier  rigide,  on  peut  dire  qu'il 
n'existait  pas  de  méthode  rationnelle  pour  le  calcul  de  la  résistance  des  ponU 
suspendus.  Cette  méthode  ne  permet  pas  de  déterminer  les  efforts  qui  se  dé- 
veloppent sous  l'action  des  poids  voyageurs;  elle  ne  s'applique  pas  non  plus 
à  la  nombreuse  et  intéressante  classe  des  ponts  suspendus  dont  le  tablier, 
doué  d'une  certaine  flexibilité,  n'est  pas  pourvu  de  garde-corps  en  métal  et  de 
haubans. 

Tout  récemment,  M.  de  Uoulongne  a  cherché  à  aborder  le  problème  du  cal- 
cul des  ponts  suspendus  à  tablier  articulé  en  son  milieu,  mais  en  supposaal 
toujours  l'égalité  d'action  de  toutes  les  tiges  de  suspension  et  une  rigidité 
très  grande  du  tablier. 

L'auteur  a  envisagé  le  problème  d'une  manière  plus  générale  et  sans  faire 
d'hypothèse  particulière  sur  la  rigidité  du  tablier  et  sur  la  forme  delà  fonc- 
tion inconnue  que  représente  l'efTort  supplémentaire  qui  prend  naissance daos 
les  diverses  tiges  de  suspension  sous  l'influence  d'un  poids  voyageur.  Cette 
forme  se  détermine  facilement,  d'ailleurs,  d'après  les  conditions  mêmes  do 
problème. 

i\ote.  —  Pour  les  errata  et  rectifications,  voir  t.  IX,  p.  45^-458. 

Jiihii'rc.  —    Pioprit'tés  opti(|ucs  des  appareils   de  pliarcs.  [\()<^' 
.>  19,  (i  (ii^.,  I   lai)!.). 

I.a  « oiK  liision  «!<.'  «e  Mémoire  est  qu'il  n'y  a  aucun  motif  de  renoncer  <ju 
tyj>c  «le  Inilill».**»  (ilan-coiiNOxcs  de  FrcMiel,  mais  (ju'il  semble  que  les  iinper- 
Icclioti^  fit:  la  prali(iuc  foiu  perdre  aux  anneaux  oatadioplriques  une  partie  de 
leurs  avaiitaijcs  thèiH*i(iues. 

./(tsi/fsAy  (J^\).  —  H<icliercli('s    sur   la    lleviou   des    pièces  coin- 
|)rinu'(.'s.  (•>>.)-.)()  j,  (ijJ-Gjy,  .">()  li|?.,  i  pi.). 


sion  qw 
ur-ur 


Ce  |uol)|èiin-  a  depuis  ]oni;lcnips  sollicité  raltcnlion  des  ingénieurs. 

hujà  eu  17  'ii.  Mci'-sclieiibrd'lv  avait  lire  de  hcs  expj'rienecs  la  conclusion 
la  tcsi'^laïKe  de^  tifics  «'■la^liques  eompiiméos  dans  le  sens  de  leur  long 
eroil  en  i.ii^nn  iM^^•r'^e  du  carré  de  celle  d(;rnière. 

Co.  nOl  (]in'  v«MS  17-'!    «jue,  parlant    dune   loi   approximative  formul'*' 
Jean    n.Miioiilli,    L.    Kuler  élablit    la    hase   de   la  théorie  de  la   résislari 
pièi  es    e'>ni|nini('("^.    Lai;ranj;e    a    éludi»'*    certaine^   conclusions    de   la   I 
«ri'iili'i-  a    laide    ti'une    analyse    rigoureuse  dans  son  Mémoire  célèbre  » 
ji'^un-  (/c  la  colonne. 


lée  p*»f 
rire  de* 
,l,ôi)rie 


su  If  i/c  lii  Colonne. 

(ir.Kf    au    <le\el«»ji|M'meiii    aeliiel   de   la    théorie  dc>  fonction>  ellipliij»"^^' 
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surtout  aux  travaux  de  MM,  Clcbsch,  Maurice  Lévy,  Halphen,  Cullignon,  etc.^ 
le;  problème  a  reçu  une  solution  très  satisfaisante,  qui  a  d'ailleurs  tiré  profit 
«Jc5  expériences  de  MM.  Bauschinger,  Tctmaycr  et  Considère. 


Tomo  IX,  i"  semestre  1895. 

t^^tépuy.  —  Mémoire  sur  la  résistance  des  rivets.  (5- 107,  3i  fig., 
3  tabl.). 

Description  et  résultats  d'expériences  et  de  mesures,  appuyées  de  quelques 
«'SEplications  théoriques  sur  le  fonctionnement  des  rivets  dans  diverses  pièces 
cl  ^assemblages. 

^i^  Gcagne  {M.),  —  Formules  générales  pour  la  compensation 
d^un  réseau  topographique.  {'à.\0''i^'i). 

Détermination  de  la  position  la  plus  probable  d'un  point  relevé  sur  un  ter- 
rain, d'après  n  ensembles  d'observations,  la  probabilité  des  écarts  de  position 
^tant  connue. 

-'^ clam  (P.).  —  Note  sur  le  TraiU*  des  calculs  des  raccorde- 
^nents  paraboliques  dans  les  tracés  de  chemins  de  fer,  par 
M.  de  Leber.  (338-348,  5  fig.). 

Pour  la  pratique  des  tracés,  M.  de  Leber  recommande  aux  ingénieurs  de  ne 
s«  servir  que  de  la  parabole  cubique  déjà  connue  depuis  longtemps.  Mais  il  en 
présente  une  théorie  exacte,  qui  faisait  défaut  jusqu'ici,  et  il  en  facilite  l'em- 
ploi au  moyen  de  Tables  numériques  basées  sur  une  échelle  de  six  constantes 
<Iiii  suffisent  dans  tous  les  cas  et  dont  le  choix  a  été  ratifié  par  le  Congrès 
■  ■kteroational  des  Chemins  de  fer,  réuni  à  Saint-I^étersbourg  en  1893. 

M.  de  Leber,  reprenant  la  théorie  approchée  des  raccordements  paraboliques, 
^  été  amené  à  introduire  des  courbes  spéciales,  qu'il  appelle  radioïdesy  et  il 
^^istingue  la  radioTde  aux  abscisses,  aux  cordes  ou  aux  arcs,  suivant  que  le 
■"«^Yon  de  courbure  du  raccordement  varie  en  raison  inverse  de  l'avancement  x 

m 

Compté  sur  l'abscisse,  la  corde  ou  l'arc. 

La  première  radioïde  se  compose  de  deux  ovales  superposées;  la  seconde, 
^^  deux  lemniscates  de  Bernoulli;  la  troisième  a  ses  coordonnées  exprimées  à 
'  ~^ide  d'intégrales  auxquelles  M.  de  Leber  a  donné  le  nom  de  sinus  et  de  cosinus 
^J^'Gteniiels ;  cette  courbe  admet  quatre  points  asymptotiques. 

De  ces  trois  courbes,  c'est  la  Icmniscate  de  Bernoulli  qui,  par  les  facilités 
^r^tiques  de  son  tracé,  présenterait  un  avantage  incontestable. 

^*^^dliard  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  Tencastremenl  des  arcs  para- 
l^oliques  et  des  arcs  circulaires  et  de  son  influence  sur  la  résis- 
t-ance  de  ces  arcs.  (375-421,  1 1  fig-)- 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  de  compléter  les  différentes  études  auxquelles  s'est 
^À^ré  l'auteur  sur  la  résistance  des   arcs  paraboliques  par  la  recherche  des 

'^uiL  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  \\I.  (Février  i8«^7.)  K.'i 
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efTcls  que  produit  >ui-  leur  résistance  rencastremenl  de  ces  arcs  à  leurs  eitrv* 
mités. 

d(*  Franclnmont  (C).  —  Notice  sur  la  conslruction  du  troi- 
sième bassin  à  flotdeRocheforl.  (459-602,  27  fig.,  9  pi.,  8  tahl.). 

Cette  description  est  accompagnée  de  l'indication  des  formules  juslificalivo 
des  dimensions  adoptées  pour  les  ouvrages  de  maçonnerie  et  de  ferronnerie,  etc. 

Durand-Claye  (L,).  —  Essai  sur  la  limite  de  la  résistance  à  la 
rupture  par  traction  des  ciments  et  autres  matériaux  analogues. 
(604-612,  3  fig.). 

Des  expériences  faites  à  ce  sujet,  l'auteur  a  été  amené  à  admettre  que  le 
nombre  que  l'on  déduit  de  l'essai  des  ciments  au  moyen  de  briquettes  rompues 
par  traction  reste  au  dessous  de  la  valeur  réelle  de  la  résistance  de  cette  ma- 
tière, d'une  quantité  qui  semblerait  se  rapprocher  de  la  moitié  pour  les  bri- 
quettes en  8.  Celui  que  Ton  déduit  de  l'essai  au  moyen  de  barrettes  rompues 
par  flexion  est  au-dessus  de  la  valeur  réelle  de  la  résistance,  d'une  quantité 
qui  paraîtrait  devoir  se  tenir  dans  les  environs  du  quart  ou  du  tiers. 

Soulcyve,  —  Mémoire  sur  les  arcs  articulés  et  les  arcs  encas- 
trés. (618-657,  4  fig-,  I  pi-)- 

La  théorie  générale  de  la  déformation  des  pièces  courbes  a  été  rompictemeot 
exposée  par  Bresse,  d'après  la  méthode  de  Saint-Dridan. 

Elle  permet  d'établir  facilement  les  équations  d'équilibre  des  pièces  courbes 
et  notamment  des  arcs  de  forme  quelconque,  quel  que  soit  leur  mode  de  liai- 
son avec  les  appuis.  Bresse  a  étudié  ces  formules  en  détail  dans  le  cas  dt^ 
arcs  articulés  à  fibre  neutre  circulaire.  M.  Collignon  les  a  simplifiées  pour  les 
arcs  paraboliques  articulés;  M.  J.  Rcsal  les  a  posées  sous  leur  forme  générale 
dans  le  cas  de  l'cncast rement. 

Toute  la  difficulté  de  l'élude  de  ces  formules  consiste  dans  la  simplification 
des  ralculs,  qui  paraissent  des  moins  attrayants  à  ceux  qui  les  abordent. 

Le  but  du  présent  Mémoire  est  de  montrer  : 

1"  (^)uo  le  calcul  des  arcs  peut  le  plus  souvent  se  faire  avec  simplicité  et  que 
1rs  arcs  enrastrés  sN'ludient,  pratiquement,  avec  la  même  facilité  que  les  arcs 
articulés; 

r  Oue  l'encastrement  permet  de  réaliser  de  grosses  économies  de  métal 
pour  les  arcs  à  grande  flèche. 

L'auteur  étudie  tout  d'abord  les  arcs  en  forme  de  rliainelle,  pour  lesquels 
il  n'y  a  aucune  diflieulté  d'intégration  et,  de  là,  il  pa«.sc  aux  arcs  parabolique*, 
qui  donnent  les  formules  les  plus  simples  de  toutes. 

.Subdivisions  de  <'e  IVb'moire  :  1.  Kxpo>é.   11.  Arcs  <le  ehalnetle  à  section  con- 

slarilr.   III.    \tc^  dr   chaînette  de   rayon   de  siralioii  ronstant,  dont  la  section 

ds 
vari»-  de  la  clef  aux  relombées  comme  le  rapport  -r- •    IV.   Arcs  paraboliques. 

V.  Airs    ailit  ulé'>.    VI.    Hé>ullals    numéri(iue>.    KncastnMiienl    et    articulation. 
\II.    \rr^  >erMi-rnca>trt>  ri  voûtes  en  maçonnerie.  VIH.  Hésumé. 

.\itte  (innexc.     -   Li;:iir'^  diiifluf-nre  de>  airs  paraboliques. 
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Tome  X;  2*  seincslre  189-5. 

CoUignon  {t!-)-  —  Noie  sur  la  méthode  des  deux  sureharges  con- 
tinues pour  le  calcul  des  ponts  métalliques  à  poutres  droites. 
(5-76,  42  fig-)- 
Principales  subdivisions  de  celle  étude  : 

I.  Travées  indépendantes.  —  Moments  flérhissanls. 

II.  \pplication  de   la  méthode  des  deux  surcliarges  aux  poutres  continues. 
m.  KlForls  tranchants. 

IV.  Recherche  de  la  courbe  élastique. 

Le  Bond  (L.).  —  Note  sur  les  barrages  en  maçonnerie.  (77-^1), 

<>  f'g-)- 

Évaluation  des  sous-pressions  dues  aux  fissures. 

h'Ocagne  {M,).  —  A  propos  d'un  abaque  pour  le  calcul  des  dis- 
tributions d'eau.  (100-101). 

Compte  rendu  d'un  Mémoire  récemment  publié  dans  la  Hevuc  du  Génie, 
par  M.  le  Commandant  L.  Bertrand,  intitulé  :  Description  et  usage  d'un 
ttbaque  destiné  à  faciliter  la  solution  des  problèmes  relatifs  à  la  distribu- 
tion des  eaux. 

L'abaque  se  compose  de  neuf  échelles,  six  simples  et  trois  doubles,  qui 
donnent  le  moyen,  en  prenant  des  alignements  entre  les  échelles  correspon- 
dantes, de  résoudre  à  vue  tous  les  problèmes  sus-mentionnés. 

Duptiy  et  Cuënot.  —  Barèmes  destinés  à  faciliter  le  calcul  des 
ponts  métalliques  à  une  ou  plusieurs  travées.  (1  i7-i>.  {7,  3o  lig., 
i\'/.  tabl.). 

Ce  Mémoire  forme  le  cinquième  fascicule  du  Rapport  de  lu  mission  spéciale 
confiée  à  M.  Dnpuy  pour  examiner  les  conditions  ilc  résistance  des  ouvraiî<.-< 
métalliques. 

Adam  {P-)^  —  Emploi  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  dans  les 
raccordements  de  chemins  de  (er,  avec  des  Tables  numériques. 
;58;Mi  i.  ^^  figM  ^  labl.). 

Étude  systématique  du  iracé  imaj^iné  par  M.  de  Leber.  (  Toir  au  Tome  1\  le 
«.'ompte  rendu  du  Traité  publié  par  ce  suvanl  ingénieur.) 

M.  de  Leber  n'ayant  pas  eiïectivcmcnt  ap|>li(|ué  les  railioï<les  aux  raccorde- 
ments, l'auteur  se  propose  de  montrer  (jue  la  lemniscate  de  Bernoulli  est  d'une 
application  au  moins  aussi  simple  ((ue  la  parabole  cubique,  diiiis  le  cas  le  plus 
tré(|ueiit    (l'un    raccordement   joignant    un    alignement   droit   j   un   (-crtle,    sur 
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une  ligne  à  conslruirc  ou  sur  une  ligne  déjà  constraite  el  munie  de  raccorde- 
ments ordinaires  donl  la  réfection  est  projetée.  Il  y  a  donc  lieu  de  préférer  la 
lemniscate  à  la  parabole  cubique,  et  cela  non  seulement  pour  les  courbes  de 
faibles  rayons,  mais  pour  les  courbes  de  tous  rayons.  La  lemniscate  a  même 
Tavantage  de  donner  des  raccordements  un  peu  moins  longs  que  la  parabole. 
Des  Tables  numériques  annexées  à  ce  Mémoire  permettent  de  réaliser  rapi- 
dement cette  application. 

Belliard  (J.-A,).  —  Étude  comparative,  au  point  de  vue  de  la 
résistance,  d^un  arc  de  parabole  et  d'un  arc  de  chaînette  de 
même  flèche  et  de  même  ouverture  et  soumis  aux  mêmes 
charges  permanentes  et  mobiles.  (4 1 5-449)  7  %•)• 

La  chaînette  étant  une  courbe  d'équilibre,  on  pourrait  être  tenté  de  croire 
que  cet  arc  est  supérieur,  au  point  de  vue  de  la  résistance,  à  l'arc  parabolique. 
L'auteur  de  ce  Mémoire  prouve  que  c'est  le  contraire  qui  a  lieu.  L'arc  para- 
bolique est  donc  de  tous  les  arcs  celui  qui  se  déforme  le  moins  et  qui,  par 
conséquent,  est  le  plus  résistant  et,  par  suite,  le  plus  économique. 

Bosramier.  —  Note  sur  un  appareil  destiné  à  la  mesure  des 
flèches  dans  les  épreuves  des  ponts  métalliques.  (45o-454i 
I  pi.). 

Description  d'un  appareil  très  portatif,  d'une  installation  rapide,  et  dont  la 
disposition  est  analogue  à  celle  du  peson  à  emboîtement  cylindrique  et  à  res- 
sort. 

Dupuyy  luthier  et  Guillot.  —  Pont  de  Cosne.  Comparaison 
entre  le  travail  calculé  el  le  travail  observé.  (461-527,  26  fig.). 

Description   sommaire   de   l'ouvrage.    Faits  constatés.  Considérations  géné- 
rales. 
Calcul  du  travail  du  mélul  en  tenant  compte  des  déformations. 

Annexe.  —  Délcrniination  de  certaines  équations. 

Les  mesures  ont  été  eflTecluées  au  nu>yen  des  appareils  Manet  perfectionnés 
par  M.  C.  Habut. 

Denizet  (F.).  —  iNole  stir  la  limite  de  déclivité  à  adopter  pour 
les  tramways  urbains  à  adhérence.  (64'">-657). 

Kxamcn  des  divers  moyens  proposés  pour  assurer  la  sécurité  des  transports 
par  tramways  en  produisant  leur  arn^t  rapide. 


Tome  XI;   i"  soniostre  1896. 

Ledru,  —    Note   sur  Tutililé   des  chemins  de  fer  d'intérrl  local 
Tarifs.  Formules  d'exploitation.  (383-4o5,  i  fig.). 
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L'auteur  estime  qu'il  y  aura  encore  utilité  à  reprendre  l'examen  de  cette 
question,  même  après  la  discussion  qui  s'est  élevée  entre  MM.  Considère  et 
Colson. 

lyOcagne  {M.).  —  Applicalion  générale  de  la  nomographie  au 
calcul  des  profils  de  remblai  et  déblai.  (4o6-4Bi,  21  fig.,  1  pl.)i 

L*auleur  se  propose  de  résoudre,  dans  ce  Mémoire,  le  problème  ainsi  énoncé  : 
«  Chaque  profil  étant  caractérisé  par  les  deux  éléments  variables,  cote  sur  l'axe 
et  déclivité  transversale  du  terrain  naturel,  construire  un  ou  plusieurs  abaques 
sur  lesquels  se  puissent  lire  immédiatement  les  valeurs  correspondantes  des 
éléments  suivants  :  aires  de  remblai  et  de  déblai,  longueur  d'emprise,  lon- 
gueur du  talus.  r> 

Maurel  (C).  —  Théorie  élémentaire  de  la  déformation  des 
pièces  prismatiques  droites.  (547"567,  6  fig.)* 

On  détermine  les  flèches,  pour  chaque  cas,  par  l'intégration  de  Téquation 
de  la  fibre  neutre  déformée.  Cependant  cette  étude  n'exige  pas,  d'une  manière 
absolue,  l'emploi  du  calcul  difTércntiel  et  intégral;  elle  peut  être  abordée  par 
les  mathématiques  élémentaires,  sans  recourir  à  la  notion  analytique  du  rayon 
de  courbure,  et  sans  hypothèses  autres  que  celles  explicitement  exprimées  par 
tous  les  auteurs,  ou  implicitement  contenues  dans  les  équations  différentielles. 

Notamment,  le  calcul  des  flèches  pour  les  cas  ordinaires  de  la  pratique,  et 
la  détermination  plus  ardue  des  points  d'inflexion  dans  les  pièces  prismatiques 
encastrées  aux  deux  extrémités,  s'obtiennent  sans  diffîculté  à  l'aide  d'une 
simple  sommation  numérique. 

C'est  à  l'étude  de  ces  deux  questions  que  se  borne  le  présent  Mémoire,  en 
limitant  les  exemples  au  strict  nécessaire. 

Rabat  (C).  —  Note  sur  Tenregislrement  des  (lèches  et  la  me- 
sure des  déformations  des  ponts  métalliques.  {î>'j^-Dy6^  1  fig.V 

Exposé  d'une  question  de  priorité  au  sujet  de  l'appareil  décrit  dans  le  précé- 
dent Volume  par  M.  Bosrainier. 

Tourtay.  —  Détermination  rapide  de  répaisseur  à  donner  aux 
culées  des  ponts  de  faible  ouverture.  Calcul  de  la  poussée  et 
du  poids  de  la  voûte.  ('^79-«>99,  7  ^ig-,  1  pi.)- 

Expose  d'une  méthode  approximative  permettant  d'apprécier  rapidement 
l'épaisseur  à  adopter. 

Souleyre.  —  Noie  sur  l'emploi  de  quatre  Ijpes  d'arcs  dans  les 
ponts,  viaducs  et  fermes  mélalli(|ues  de  grande  porlée  (600- 
()6'ji,  16  fig.). 

Les  quatre  types  d'arcs  envisagés  sont  les  suivants  : 
1**  Arcs  sans  articulations  encastres  aux  nai'isancc'*; 


■*  t 
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.>"  Airs  >aiis  articubtion  ii  la  ricf,  articulés  aux  naissances; 

^'i     Vrrs  à  trois  iirtinilatinns,  articulés  à  la  clef  et  aux  naissances; 

'i'  Arrs  arliculi's  à  la  rlof  et  encastrés  aux  naissances. 

lue  Note  in<^éréc  au  Tome  I\  a  indiqué  les  résultais  généraux  de  la  compa- 
raison dos  arcs  des  deux  premiers  types.  Cette  comparaison  n'était  faîte  que 
pour  l'arlioii  des  forces  verticales  (en  dehors  de  l'examen  des  effets  dus  aux 
variations  de  température). 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  compléter  celle  comparaison  en  y  intro- 
duisant les  arcs  du  troisième  et  du  quatrième  type  et  de  Fétendre  au  cas  où 
Ton  considère  dfrs  forces  horizontales  aj^issanl  dan^»  le  plan  de  l'arc,  c'csl-â- 
din*  au  cas  des  fermes  mélallitiucs  de  grande  portée. 

Comnir  il  ne  »'a^it  ()ue  d'indiquer  des  résultats  d'ensemble,  utiles  pour 
r«'-tude  des  a>  a  lit -projet  s,  la  comparaison  ne  sera  faite  que  pour  les  arcs  pa* 
raliidiqiies.  Vvec  les  formules  générales,  on  passerait  facilement  du  cas  de  la 
parabole  au  ea^  di*  la  cliahieMe. 

/>Vo/  (6'.).  —  Noie  sur  Ttipparcil  hélicoïdal  des  voiUes  biaises  par 
la  nirlliode  Tliciiil.  ((i()3-ti8o,  9.  pi.). 

lUtppid  Mimiiiaire  de  l'épure  de  l'appareil  hélicoïdal.  Application  de  la  iiié- 
liiodr  Tlieiiil.  Détermination  de  la  valeur  exacte  de  Fangle  divergent;  ctimfMi- 
raisDii  a\ee  les  rr>ultats  approximatifs  <»btcnus  par  M.  Theuil. 

J*(fS(/iit!aff   (-1.).   —    Les  nouveaux   (juais   verticaux   du    port  de 
ncjrdeaiix.  ((ujd-'jSi,  {  iîg.  8  pi.). 

r.'  Mémoire,  surtout  teclmique,  renferme  cependant  un  Chapitre  qu'il  con- 
xieiii  de  si^'iialer  ici,  ei  dans  lequel  est  exposée  une  <liscussion  des  lliéories  et 

l"iiMul<'>  nhiliNi-  .1  l;i  «.tiiliililé  des  (juais.  mur>  «'l  \oùte««. 

11.    U. 


Ml'iMOKII!  1)1  II. V  W.  Akvdi.miv   ih:i.lk  S<:ii:.\/.k  1)i:ll    Istiti  to  i>i  Hor.ou.M. 

I>h|.il:ii.i.  Ii}>.  (liNnhcriiii  <•  r;irm(\i:i:iuiii  :  iii-î"  (  '  ). 

Série  V'.  1.1;  i8«k>. 

/ùr,  t/ff/f  '  /'.).  —  I  \  ^A  |.    J^^ssiii  d  iiiir  hihlio^riipliio  ciiclidifinu*: 

i    l'iiillc:   .iililillnii  À  la    iistr  chronaloi^iqm*  des    l'dilions   Av> 

'I  MMc-^   (ri'!n('lid»',    ri    Iravaux   relatifs  au   .')'  posliilaliim  de  m-> 

t    hlMt'Ill-.     i     '--S  j   ). 


\..ll     /  ',■//,  '::,.    I.    \\  I    .    I 
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Righi  (-/4.).  —  [T7c].  Sur  les  forces  élénienlaires  éleclroma- 
gnétiques  et  électrodjnamiques.  (139-187). 

L'auteur,  après  avoir  retrouvé  les  formules  de  Korlcwcg  relatives  à  Taction 
entre  deux  éléments  de  courant,  passe  à  résoudre  le  problème  qu'il  s*e$t  pro- 
posé, c'est-à-dire  à  déterminer  de  la  manière  la  plus  générale  l'action  entre  un 
élément  de  courant  et  un  pôle  magnétique,  tout  en  satisfaisant  à  la  condition 
de  l'identité  entre  un  élément  magnétique  et  un  petit  circuit  fermé,  qui  lui 
soit  perpendiculaire.  Dans  le  Chapitre  II,  il  donne  les  formules  les  plus  géné- 
rales, exprimant  Faction  entre  un  élément  de  courant  et  un  pôle.  Dans  le 
Chapitre  III,  il  trouve  les  relations  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  fonctions 
qui  entrent  dans  les  formules  générales,  afm  que  l'action  d'un  élément  magné- 
tique sur  un  élément  de  courant  soit  identique  avec  l'action  d'un  petit  circuit 
fermé  sur  le  même  élément.  Dans  le  quatrième,  il  établit  les  relations  qui  doi- 
vent élre  satisfaites  pour  que  Ton  ait  l'identité  de  l'action  d'un  élément  de  cou- 
rant sur  un  élément  magnétique  et  sur  un  petit  circuit  fermé.  Dans  le  cin- 
quième, il  donne  les  conditions  d'équivalence  complète  entre  l'élément  magné- 
tique et  le  petit  circuit  fermé.  Voici  l'une  des  conclusions  de  l'auteur  : 

£n  admettant  l'identité  entre  un  élément  magnétique  et  un  petit  circuit 
fermé  perpendiculaire,  il  faut  exprimer  l'action  entre  un  pôle  et  un  élément 
de  courant,  par  la  formule  de  Laplace. 

Iiuffini{h\'P.).  —  [Ma 2 A-,  Ma 9 6].  Sur  les  surfaces  algébriques 
ayant  puissance  par  rapport  à  tout  point  de  l'espace  ou  bien 
par  rapporta  quelques-uns  de  leurs  points.  (5i35-252). 

Dans  un  autre  Mémoire,  inséré  en  ce  même  Recueil  (4*  série,  t.  \,  p.  337- 
35o  :  Délit  curve  piane,  etc.)y  l'auteur  a  étiidié  certaines  propriétés  des 
courbes  dont  il  donne  maintenant  l'extension  aux  surfaces.  Une  surface  est 
dite  avoir  puissance  par  rapport  à  un  point  O  {pôle)  lorsque  le  produit 
des  rayons  vecteurs  est  le  même  sur  toute  droite  menée  par  O.  La  valeur  de 
ce  produit  est  appelée  puissance  de  la  surface  par  rapport  au  pôle.  La  condi- 
tion pour  qu'une  surface  algébrique 

f{x,  y-y  z)z^o 

ait  puissance  par  rapport  à  tout  point  de  l'espace  est  qu'elle  soit  d'ordre  pair 
qA',  et  que  la  partie  la  plus  élevée  du  premier  membre  de  l'équation  ait  la 
forme 

la  puissance  par  rapport  à  (x^,  r^,  z^)  est  alors 


1 


^  ^-       ~'J\'^0*  Xoi    ^o)' 


«0« 


t-iic  surface  d'ordre  impair  ik-i-i  peut  avoir  puissance  par  rapport  à 
«juciques-uns  de  ses  points.  Cela  arrive  lorsque  la  partie  la  [)liis  élevée  »lu 
premier  membre  a  la  forme 

ft^  (  ri  j'  -h  h  y  -i-  c  z)[  x-  -^    y^  -4-  z"  /  ; 
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la  surface  a  un  (seul)  plan  a»ymptolique  réel,  et  les  p61es  de  puissance  sont 
les  points  de  contact  de  la  surface  avec  les  plans  tangents  parallèles  au  plan 
asymptotiquc. 

Saporetli  (A,).  —  [Ul].  Troisième  et  quatrième  mélliode  ana- 
lytique de  Téquation  (astronomique)  du  temps  et  discussion 
des  deux  autres  méthodes  analytiques,  avec  la  méthode  synthé- 
tique des  anciens  astronomes  et  des  modernes.  (32i-33ti, 
I  pi.). 

Pinclicrle  (S.),  —  [i^O/]*    Nouvelle  extension   des    fonctions 
sphériques.  (SSj-SGy,  i  pi.). 

Les  polynômes  P^(^)  considérés  d*abord  par  Fauteur  sont  les  coefGcieols 

du  développement  de 


et  ils  satisfont  à  Téquation  aux  différences  du  3*  ordre 

•j(/n-i)  F(/i  +  i)  —  3(2/i-f-i)  F(/i)  -î-(2/i— i)F(/i  —  Q)  =  o, 

étant  P_3=  P_,  ^  o  cl  \\  =  i.  Il  définit  aussi  deux  autres  systèmes  analogues 
de  polynômes  Q^(^)  et  R^(J7).  Fuis  par  la  considération  de  Tîntégrale  dé- 
finie 


\(m,  X)z=     I 

«^0       iu  —  t 


(u-t)sff 

{(\  étîint  une  do  lr«»i>  rarines  de/ --(»)»  M"'  satisfait  à  une  certaine  êqudtion 
linéaire  (.lu  premier  ordre,  il  arrive  aussi  à  Téquation  aux  différences 

(  s>  /i  -!-  I  )  F  (  /è  -{-  I  )  —  3  (  3  /»  —  I  )  j  F  (  w  —  I  )  -h  2  (  /i  —  I  )  F (  /i  —  a  )  =  o, 
à  lafjiielle  satisfont  les  roefllcicnts  du  développement  de  V(w,  œ) 

? 


•A,     v'7 

et,  en  parti<Mili«M". 


^n 


-1 


0         v/ 


où  (f,  esl  la  moindre  racine  de  y  =  o. 

A  la  mrme  équalion  aux  différences,  on  peut  satisfaire  par  des  système?  de 
polynoiiKS  A„(x),  li„(J7),  C„(i-),  par  lesquels  on  peut  exprimer  toute  jutrc 
intégrale  de  l'équation  différentielle  mentionnée;  en  particulier,  on  a 

c^„  z^  étant  (ic>  lrari>crndanles  que   l'on  peut  exprimer  par  les  notations  de  la 
théorie  des  fonc  (ions  elliptiques.   Il  y  a  des  relations  entre  les  intc^-ralcs  des 
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deux  équations  récurrentes,  et  Ton  a,  par  exemple, 

Après  avoir  ajouté  quelques  observations  sur  les  racines  de/=  o,  il  cherche 
les  courbes  (du  plan  x)  lieux  des  points  où  les  racines  de  /=  o  ont  un  mo- 
dule constant.  Elles  sont  rationnelles  du  4*  ordre  et  cycliques;  l'auteur  les 
emploie  pour  étudier  la  variation  des  modules  des  racines.  [Il  appelle  C^  la 
courbe  aux  points  de  laquelle  on  a    |  e,  |  =  p  (const.).] 

Les  c^  sont  régulières  pour  a:  =  oo  et  de  l'ordre  —  (/i  -h  i)  ;  après  avoir  dé- 
montré cette  proposition,  l'auteur  donne  les  conditions  de  convergence  pour 
une  série  de  P„(a?)  ou  de  A„(ar)  ou  de  ff„(a:),  et  trouve  des  développements 
pour  9«  et  9,. 

Toute  fonction  analytique  donnée  f{x)y  régulière  dans  le  voisinage  de 
^  =  o,  est  développable  en  série  de  P„(ir), 


f{x)=  2a„P„(x), 


à  l'intérieur  d'une  courbe  C.,  étant 


Pour  une  fonction /(s),  régulière  dans  le  voisinage  de  5  =  a,  on  a 

ant 

ft^  =  -  ,-—-.(  2/1 -M)    /  /(x)P,.(jr)c/j7. 


Les  P„(^)  et  les  9^(^)  satisfont  aussi  à  des  équations  mixtes difTércnticllcs 
et  aux  différences,  par  exemple 

/iP„-hP;,_,-xP;,  =  0, 
(2/i-t-5)a„  =  —  4xj',|-H2a«_i. 

Enfin,  les  P^  et  les  9„  satisfont  à   des  équations  différentielles  linéaires  du 
troisième  ordre,  ayant  trois  points  singuliers  à  distance  finie  et  un  à  l'infini  : 

4(^^-,)p:;-h96^^p« 

—  X  (  1 3  /i^  -H  24  /i  —    91  )  P)t  —  /i  (  3  /i  -H  3  )  (  2  «  -4-  9  )  !*,,  =  o, 

4(4x5— i)(yj-h  ,44j7j<,;; 

—  a:(ia/i* —  i\n  —  291)9',^  —  («  —  3)(  2/1  —  7)(  2/j  -h  5)ff„  -•:  o. 

licltrami  {£,).  —  [^6].    Considération  sur  la  ihëorie  malhé- 
matiquc  du  Magnétisme.  (409-453). 

La   plus  grande  difficulté  que  Ton   trouve  dans  le  dcvcloppcnicnt  de   cette 
théorie  provient  de  rindétcrminalion  de  ce  que  l'on  appelle  èirmcnts  magne- 
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tiquesy  ci  de  leur  distribution  dans  les  corps.  L'auteur,  en  laissant  de  côté  la 
notion  de  ces  éléments,  expose  une  théorie  du  Magnétisme  et,  en  particulier, 
de  rinductiun  magnétique  en  substituant  à  cette  notion  celle  de  polarité  ma" 
gnétiquCf  et  en  considérant  comme  base  primitives  et  irréductibles  de  la 
théorie  les  deux  fonctions  potentielles 

r 

„l       o'-       o'- 

r  r  ,  r 

Ou  Oh  '^        ik-  ' 

dont  lu  première  se  rapporte  aux  phénomènes  purement  apolaîrcs,  cl  la  se- 
conde à  ceux  où  il  entre  une  polarité. 

Pour  lu  fonction  potentielle  d'une  distribution  magnétique  dans  l'espace  S 


rfi      y-      ,)i  \ 
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» 

-   J       '• 

J 

/• 

j 

/.  - 

■  -  (  '-T    + 
\  Oa 

om,, 
Ob 

-h 

Om^ 
~0c 

A- 

^—  ("^+  "^„')'^ 

»}„,  //)„'  sont  les  composantes  de  l'intensité  unitaire  de  lu  polarisation  inagné- 
tlifue   suivant    les   deux   directions  opposées  de  la  normale  à  la  surface  a,  en 

Mippusiiril  ci's  composantes  calculées  au  moyen  des  >alcurs  de  ni^,  />#^,  ni.  rc- 
laLivc^  à  la  ro^i(Hi  où  csl  dirigée  rcspccLivemcnl  la  normale  ctnTespondunlc. 
\\rr  7  «'««I  in<li«iiié  rt.'Msrmbhr  des  siirfarcs  terminales  de  S  et  des  surfaces  de 
<liM-oiitiniiiL(''  des  lonclions  m^,  //?,,,  m^.  La  former  (i)  ctuTCspond  à  une  dislri- 
luilioii  pdjaire,  la  (  >  )  ù  une  distribulion  apolaire  (ou  à  ce  <|uc  l'on  appelle 
niai:;nttismc  lihie)  é(|uipollentc  à  la  dislrihiilion  polaire. 

lilanl  V    une  seconde  fonction  analogue,  relative  à  un  espace  S'  on  a 

rio\      .       n\      .       o\     .\   ^..         r/OV  0\'  rA"        X   ,. 

.  /    V  <}(i  tih  i)r       '  I  /    \  (kl       '        Ob       '  Oc  ' 

ce  «jui  <:>t  un  principe  ilc  réciprocité  des  potentiels  mutiicl>,  vuldlilc  p4>ui-  le* 
ca->  où  S  cL  >'  nV»iit   pas  de  portion  communes. 
\  cùi('  ili^  \w  Jorvc  inugmitique  (apolaire)  I'' 

1-    -  "^  I-  _--''^:,  i..  -  ''^. 

I  aulcMi' rr)ii-i(|tMc  le  \fcl<nr  <i   (force  polaire) 


1" 

I\ 

-  1  "  //'  . 

i-;, 

-  'i  r:  ///  , 

r. 

i\ 

■•-  '\~  ni . . 

BEVUE   DES   PUBLICATIONS.  ^7 

Les  deux  forces  F  et  G  ont,  sous  certains  rapports,  des  propriétés  opposées. 
En  outre,  étant  F  la  force  apolaire  d'une  distribution  et  G'  la  force  polaire 
d'une  autre  distribution,  on  a 


f- 


•  '       1-  «■« ' 


(  l'\Gi  -+-  F,GV-t-  F.G;)  </S«  -r  o, 

relation  remarquable  que  Fauteur  appelle  orthogonalité  intégrale  des  deux 
forces.  Il  en  déduit  une  autre  expression  du  potentiel  mutuel 

pour  les  cas  où  les  deux  distributions  n'ont  pas  de  partie  commune;  lorsque 
cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  les  expressions  données  ne  sont  des  poten- 
tiels mutuels  que  dans  le  sens  apolaire,  c'est-à-dire  par  rapport  au  magné- 
tisme libre  des  deux  distributions.  Il  faut  donc  distinguer  le  potentiel  mutuel 
apolaire  $(V,  V)  donné  par  (3),  du  potentiel  mutuel  polaire  P(V,  V) 
[qui  coïncide  avec  ^^(V,  V)  sous  la  condition  que  les  deux  distributions 
n'aient  pas  de  partie  commune].  L'auteur  indique  aussi  par  fJ?(V.),  l'autopo- 
tcnticl  apolaire  et  par  P(V)  l'autopotentiel  polaire.  On  a 

'^^^^=  -J  {ôa  "'^  -'-  Oô  "''■  ■'-  Oc  '"^j  ''^  -  8r  J  ^'  '  ^^- 
l'our  P(V)  l'auteur,  par  des  considérations  formelles,  arrive  à  l'expression 


p(V)  -a\v) 


f^d^^ 


^  étant,  dans  l'hypothèse  la  plus  simple,  une  fonction  quadratique  et  homo- 
gène des  trois  composantes  m^ym^,  m^,  à  coefficients  (constants  ou  variables) 
<ie  dimension  zéro  par  rupporl  aux  trois  unités  fondamentales.  Puis  il  en  dé- 
duit 

p(v,v').<r(v,v)-.y'(;^,„:,-.-,-^i«.;,H-J«,;.)c/s. 

Kn  appliquant  ces  résultats,  et   le  principe  du  minimum  de  l'énergie,  on 
trouve  les  équations  de  Poisson  pour  l'induction  magnétique 


•'-  '-  -     o, 

Ou  Oni^ 


0  (  \;  -f-  V  )       .>•; 

-r- —       .   () 

00  (inif, 

i)c  Om , 


\\  tftant  la  fonction  potentielle  de  la  distribution  purement  induisante,  et  V 
celle  de  la  distribution  temporaire  induite.  Ces  équations  n'ont  (]u'unc  «^olii- 
li.m,  «ît  l'on  a  toujours  P(V)<P(V,)  et  P(Vo,  V)  ^.  P(V'o,  V). 

l-c   problème  de   Tinduction  se  réduit   par  une  transformation  à  doti'rmincr 
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une  fonction  U  monodrome  finie  et  continue  satisfaisant  i  certaines  conditions 
caractéristiques. 

II  y  a  un  cas  d'exception  aux  résultats  obtenus  pour  Finduction  et  Tauteur 
le  met  en  évidence  en  prenant  la  quadratique  ^  sous  la  forme  canonique 


2  \  X,  X,  Xj    / 


c'est  le  cas  où  les  x  sont  négatifs,  ce  qui  entraîne  une  expression  négative  de 
Ténergie.  Ce  fait  correspond  aux  phénomènes  des  corps  diamagnéliques»  et 
Tauteur^  en  examinant  ce  cas,  suppose  que  les  deux  corps  S«  et  S  (induisant 
et  induit)  soient  plongés  dans  un  milieu  polarisable,  et  montre  que  par  cette 
hypothèse  on  peut  expliquer  les  faits  diamagnétiques  sans  renoncer  aux  con- 
ditions imposées  par  la  positivité  de  l'expression  de  l'énergie.  Après,  l'auteur 
montre  comme  on  peut  prendre  pour  <{/  des  formes  différentes  de  la  quadra- 
tique, qui  ne  s'accorderaient  avec  l'expérience  que  pour  des  forces  induisantes 
de  petite  intensité.  Le  travail  se  termine  par  la  considération  des  distribu- 
tions polaires  superficielles. 

Pirondini (G.).  —  [O^]*   Sur  les  lignes  de  striction  et  d'élargis- 
sement d'un  système  de  courbes  quelconques.  (6^1-649). 

Les  points  des  lignes  de  striction  ou  d'élargissement  du  système  v  =  const. 
doivent  satisfaire  à  l<i  condition 

au  ou  au 

elles  doivent  être  comprises  parmi  les  lieux  des  points  où  les  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  v  —  const.  ont  une  courbure  géodésique  nulle. 
Lorsqu'une  ligne  L  do  striction  ou  d'élargissement  du  système  v  est  aussi  une 
ligne  ordinaire  de  striction  pour  la  surface  gauche  des  tangentes  aux  lignes  v\ 
l'auteur  appelle  cette  L  une  ligne  principale  de  striction  ou  d'élargiî>enionl. 


Tome  II;  i8()i. 

IluJJini  (f\-P.).    —    [I/iT)^/].   Sur  les  podaires    des    conicjues. 
(i  :>,3-i3'>.  V 

La  poilaire  d'une  roiiicjue  est  en  général  une  quarti<]uc  ayant  puissance 
I  V.  HrKFiM,  Sur  /es  courtes  j/ianes,  etc.  (Afr'm.  de  BoiognCy  4*  série,  t.  \, 
!'•  3V>)]  p>*i^  rapport  à  tout  point  du  plan. 

Af'zr/à[(^.).  --  [i]il/i^.    Sur   l(\s    iuli'^^ralos   douhles.    (1  .'iii-KJ- ». 

L'auteur  rlablil  «l.ms  *.a  i^i'urralilé  |r  lliénrrme  sur  la  rédurtion  d'une  inte- 
Kralf  (Inuliir  à  (h'ux  iulr^ralious  >ueerNï,ive»i.  rui>,  ru  introduisant  la  notion 
i\'intt-<:nihilitc  uni/ornw,  il  donne  une  condition  pour  (]u'unc  fonction  non 
inl(';;rahli-  .ili<>o|uui(  ni  dan^  un  champ  donné  soit  intcgrabje  >uce>siveineiit.  et 
an-isi   un<-   «ondii  ion    tnoin»    n'^'lritM  i\  ••    iju»'    l'ordinaire  pour  rinv«'rlilnli!i-  d»**» 
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deux  intégrations.  Enfin,  il  étend  aux  intégrales  doubles  la  proposition  connue 
sous  le  nom  d&  second  théorème  de  la  moyenne. 

Righi  {A.).  —  [T3J.  Sur  la  ihéorie  dti  stéréoscope.  (aSi-aSg). 

Conditions  pour  que  la  représentation  stéréoscopique  soit  la  plus  fidèle  pos- 
sible. 

Beltrami  {E.),  —  [T7ûf].   Considération  sur  la  théorie  mathé- 
matique de  rÉlectromagnétisme.  (SiS-S^S). 

L'auteur  étudie  les  actions  mutuelles  entre  les  distributions  magnétiques  et 
galvaniques  au  point  de  vue  de  Maxwell,  mais  en  cherchant  à  montrer  ce 
qu'il  y  a  de  nécessaire  dans  la  dépendance  mutuelle  des  diverses  parties  de  la 
théorie,  de  manière  à  pouvoir  la  fonder  sur  le  plus  petit  nombre  possible  de 
faits  d'expérience.  Il  commence  en  donnant  pour  la  force  polaire  G  (voir  ci- 
dessus,  t.  I)  une  autre  expression  indépendante  de  la  force  apolaire  F.  Étant 


M, 


^f^,         M,=  /'-'j^'         K=f"-^' 


et 
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Les  trois  fonctions  V^,  V  ,  \\,  pour  lesquelles  on  a  au 


constituent   ce  qu'on    appelle  la   terne  potentielle  potaire  do  la  distribution 
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/«,,,  /;/,..  m,..  Kii  posant 

ôm .       ôm.  t)m^        Om .  dm.        thn^ 
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où  Dm^y  Dm^,  Dm^  sont  les  diflcrences,  en  un  point  (a,  6,  c)  d'une  surface 
de  disconiinuiié,  entre  les  valeurs  des  m^,  ntf,,  m^  sur  une  face  de  normale  n 
et  les  valeurs  sur  la  face  opposée,  on  a 

l.a  l'oiidilioii  nécessaire  cl  suflisanlc  pour  que  la  force  polaire  G  ait  une 
fonction  potentielle  est  i|ue  les  rompusautes  m„  niy,  m,  du  nionicnt  magné- 
tique /»  soient  les  dérivées  d'une  même  fonction  s:  alors  on  a 

(  I      —     —    »  1.1      z.^  —    — —  1  11      — :  -  -    — - —  ) 

tir  *  'h'  '  iiz 


rUlllI 


.   I 
0 


f  ■':,:.■•- 


ri  la  (listril)iil  if»ri  (i  «'Sl  Uiniclhiirc. 

Lo>  tlciix  vccli'ur''  J  <*L  J  sali^font  à  (jualre  rclalions  dont  l'autt^'iir  di»iui»\ 
f  Mîiiin.'  sim|)l«'  illu-<.lralioii,  t'mploNi'îC  aii'î>i  nuolquefoi'*  dans  la  suite,  iiii»-  iii- 
l<.*i  juc'lalioii  h\(lr()(l>  nainifpic  ;  <m*s  iclations  sont  nrccssairt"*  cl  sufli«,inlCr 
|MUir  (|u«'  li*s  \  ,,  \  ..  \.  ««alisrassriiL   à  la  relation  solrncridale 

0\  '^^ ,         0\ 

'  -I  •        ■      -  --^  ■■-  (). 
(f.c  (h'  t)z 

l'Anui  (l«>iiri(':s,  «iaris  un  cliainp  drlcrniinc  (S.  7),  dcnx  vecteur.»»  y,  J,  il  n  f-»! 
|ias  toujours  possil)li'  d'ail  ri  j)ner  à  ce  clianip  une  polarisation  iiiaçiiêtKiue  nt 
///,..  /// .  l«'lle  que  la  Icrne  polaire  correspondante  s«)if  donnée  par  le>  f«ir- 
niuie>  (ij,  mai-'  s'il  c.i\  existe  une,  il  v  en  a  inlinie-i.  et  l'action  polaire  r>l  l.« 
irièuM*  pour  toutes.  La  «lillërence  de  deux  dr  ces  distributions  n'a  dont-  pa^ 
ir.H'tion  polaire  ♦*!  a|t[)arlient  au   type  dr-lini  par  les  équations 
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ce  que  l'auteur  appelle  distributions  lamellaires  fermées.  Ensuite,  il  étudie 
le  cas  où  le  couple  de  vecteurs  {j\  J  )  ne  correspond  à  aucune  distribution 
magnétique.  Il  est  ainsi  amené  à  considérer  un  système  de  courants  galva- 
niques dans  l'espace  S  avec  l'intensité  spécifique  (cubique)  y  et  sur  les  sur- 
faces 9  avec  l'intensité  spécifique  (superficielle)  J. 

Dans  un  champ  (S,  9)  on  peut  avoir  à  la  fois  une  distribution  magnétique 
m  et  une  distribution  galvanique  (y,  J)  ;  on  peut  attribuer  à  ce  système  mixte 
une  fonction  potentielle  unique  V,  telle  que  V^^,  \  y  \\  soient  les  sommes  des 
composantes  homologues  des  deux  distributions;  les 

G^^Xi-^,  G=^-î^,         0=^-^ 

'       ()y         ()z  '  ^        dz         dx  ^  *        Ox         dy 

* 

sont  alors  les  composantes  de  la  force  polaire  totale  G  ou  force  e'iectroma- 
gnétique.  Maxwell  attribue  aussi  à  ce  système  mixte  une  force  magnétique 
F,  comme  résultante  de  la  force  apolaire  F  de  la  distribution  m,  et  de  la 
force  électromagnétique  G  due  à  la  distribution  galvanique  (y,  J).  La  force  F 
n*a  pas  de  fonction  potentielle  unique  à  Tintérieur  du  système  et  l'on  a 

( i,  =  F^  -h  4  ^  ^«,,        G^  =:  F^  -h  4  T^  m^,,        G,  —  \\  H-  4  Tî  /?',, 

,  ÔV\        ^^*'.r  ,     ,        w^v  ày       ,^,,  ôz 

^  '       ôy         ôz  ^      ^  •  f)fi  y  f)„ 

,      .       ùV ^       f)V^  ,     .       _.,,  ôz  i)x 

■'•'        i)z         Ox  '      y  '  On  -  On 

^^^v       OV  Ox  Ov 

''^        Ox        dy  '  ^  On  '  On 

DF^,  ...,  étant  des  différences  finies  analogues  à  celles  de  la  Note  précédente; 
la  densité  cubique  du  magnétisme  libre  dans  la  distribution  m  est 

4  T.  \  Ox         Oy  Oz  j  ' 

et   la  densité  ^tuperficielle 

4t:^    "  "^ 

Étant,  comme  ci-dessus  V_,,  V^,  V\  la  terne  potentielle  d'une  distribution 
rnaj^nélique  ou  galvanique  (y,  J),  et  >>,  Vy,  S'-  celles  d'une  autre  (y',  J'), 
on   a 

i  (  viy,  -+-  s'yjy  -h  vly J  ds  -1-  f{\'^.\^  -  v; J^  -^  V, JJ  de 

-   fi^Jx  -+-  V,  y;  4-  \J-  )  dS  ^  f{\  Xr  4-  V ,  j;  -f-  V\  j',  )  r/cr 
=  TZ   A^x^ii  -H  G/;;.  -H  (î,Gl)../Sx, 

cl  l'auteur  déduit  aussi  deux  nouvelles  expressions  pour  le  potentiel  mutuel 
(le  deux  distributions  magnétiques,  où  entrent  les  éléments  des  deux  distribu- 
tions galvaniques  qui  leur  sont  respectivement  équivalentes.  Puis  iiprè-i  avoir 
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étudié  U  variabililé  rie  la  distribution  magnétique  pendant  une  défunuation 
donnée  du  corps  magnétique  S%  il  étudie  les  actions  qui  interviennent  entre 
une  distribution  magnétique  dans  un  espace  S'  et  une  distribation  gaWanique 
dans  un  espace  S,  les  deux  espaces  pouvant  subir  des  déformations.  D'abord 
il  suppose  que  l'état  magnétique  de  S'  soit  indépendant  de  Télat  galvanique 
de  S;  puis  il  suppose  que  S'  soit  un  aimant  temporairCi  et  que  l'aimantation 
de  S'  soit  due  seulement  à  l'induction  électromagnétique. 

Santagala  (D.).  —  [U106].  Le  mcridien  de  Bologne,  en  rela- 
tion avec  la  double  date  sur  la  surface  du  globe,  et  Taltitude 
de  ritalie  dans  la  queslion  du  méridien  initial.  (5o5-52i). 

Plnclierlc  (S.).  —  [USA].  Contribution  à  rintégration  des 
équations  difTércntieiles  linéaires  au  moyen  d^intégrales  dé- 
finies. (523-546). 

L'auteur  appelle  transfoiination  de  la  fonction  <p(<)  en  la   fonction  J{x) 
Topera  ti  on 

et  A(/,  x)  sa  fonction  caractéristique.  En  prenant 

A(/,  X)  =  {t  —  x)i. 

cette  transformation,  appliquée  à  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  li- 
néaire et  ù  coeflicients  rationnels,  et  pour  un  chemin  d'intégration  convenable. 
la  transforme  en  l'intépralf;  d'une  nouvelle  équation  qui  est  ;iussi  rôgulière  cl 

;i  <-orflicients  ratiniincls,  cl  (juc  raiit<Mir  cippelle  la  transformée  ilc  la  premi<^rr. 
INuir  <«  rlains  «htMiiiris  <riiité^ralioii  r«*xprossi<in 

i     {t-X)9'^{t)dt 

a  drs  i»ropri«'-l<:s  scinhlablrs  aux  péri«Kics  des  intégrales  abélieimes.  Après  ccU 
j'aiihur  fnmve  la  formule  eireclive  de  la  transformée,  puis  il  considère  de> 
système',  déqualions  «le  même  espèce,  el  termine  par  rétude  de  la  lrdn<.for- 
malion  plu«;  générale 

.W.r)  -     /  ■^(t)iMUt,x)(/f, 

f(/;    étant    em  nir    rinlémale   d'une  équatinn    «lilTèrentielle    linéaire  a  ri.offi 
<  ieiit"-  latioîHieU  «l  <•(/,  x)  une  fonction  rationnelle  ciitièn»  en  t  el  .r. 

Sdjunrlti  (A.).  —  [l-J.  Mélliojle  aiial\ii([iie  avec  disciis^iion 
i^ViK-ralc  pour  la  IransforiTialion  des  coordonnées  sphériuiirs 
(•('k'>l(\s  au  lieu  (K'  la  méthode  synthétique  des  astronomes  mo- 
ilcrms  (Driiuuow.  i8()(),  et  (iruev,  iS85).  (5^--55o>. 
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Relali  (/^).  —  [08a].  Sur  le  déplacemenl  fini  d'une  figure 
plane  dans  son  plan.  (585-589). 

RcctiGcation  d'une  proposilion  de  Chasles. 

Tome  III;  189-2. 

Saporetli  (A.).  —  [ÏJ]*  Sur  l'origine  de  la  détermination  entre 
le  temps  moyen  et  le  vrai  temps  solaire,  exposée  par  quelques 
astronomes  qui  interprétèrent  diversement  les  découvertes  de 
Kepler  expliquées  dans  son  Ouvrage  :  Astronomia  nova; 
Pragae,  1609.  (i45-i52). 

Itazzaboni  (C).  —  [S 3a].  Sur  la  hauteur  des  jets  d'eau  par  des 
ouvertures  pratiquées  en  minces  parois,  en  relation  avec  la 
charge  qui  les  produit  et  avec  le  diamètre  des  ouvertures 
d'écoulement.  (189-192,  api.). 

Huffini  (F.'P,).  —  [M|  3y a,  M|  3^].  Sur  jes  lignes  planes  algé- 
briques dont  les  podaires  peuvent  avoir  puissance  en  tout  point 
de  leur  plan.  (277-285). 

« 

J^incherle  (S.)»  —  [AS6].  Sur  l'interpolation.  (298-3 18). 

Détermina  lion  d'une  fonclion  au  moyen  des  valeurs  qu'elle  prend  pour  cer- 
taines valeurs  de  la  variable.  La  question  est  traitée  pour  les  fonctions  d'une 
variable  complexe. 

Cavani  {Z,).  —  [T3a].  La  lunette  anallatiquc  de  Porro  à  anal- 
lalisme  central.  (371-392,  1  pi.). 

Montesano  {D.),  —  [N|l/a].  Sur  un  complexe  de  rayons  du 
troisième  degré  (549-577). 

Étude  du  complexe  formé  par  les  génératrices  des  quadriques   d'un  réseau 
et  de  certaines  correspondances  birationnclles  qui  en  découlent. 


liull'  des  Sciences  mathem,,  2'  série,  t.  XXI.  (Mars  1897.)  \\.'^ 
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COMPTES  KENDUS  iirbdomadaires  des  séances  de  l*Acadéiiib  des  Sciences. 

Tome  CXX;  1895  («). 

Dyck  (  W.).  —  Sur  les  racines  communes  à  plusieurs  équations. 

(34-3G). 

Stodol/ciei'itz,  —  Sur  la  théorie  du  système  des  équations  dîRe- 
renlielles.  (36-3y). 

I/aiilcur  se  donne  le  système  des  intégrales 
(0  /.(-r,,  J*:,  ...,x^)  =c.(w^5)        (I  =  1,2,  ...,/i  — 2), 

ain*%i  que  les  équations  diirérentielles  correspondantes 
(2)        a.  ,  </x, -t- a,  2€/Xj-+-.. .-+- a,.^rfar,  =  o        (1  =  1,  2,  . ..,  «  —  2). 

En  ajoutant  la  première  équation  (2)  successivement  à  lootes  les  autres, 
puis  exprimant  /i  —  3  des  dilTêrentielles  au  moyen  des  trois  autres,  oq  obtient 
le  système 

( 3  )      tlJT^^,  =  \, ,  </x,  -^  X,  ;  tlx.  -t-  \^y  dxy        (r  =  I,  2,  . . ..  /i  —  3 ), 

qui  ne  renferme  plus  que  deux  variables  indépendantes  et  n  =  2  variables  dé- 
pendantes. Les  coeflicients  de  ce  système  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d*inté- 
{(rabilité  connues,  mais  ils  doivent  remplir  d'autres  conditions  que  M.  Stodol- 
kiovitz  apprend  k  former. 

Demeczkw   —   Sur  la    ihéorio   des  subsliUilions    échangeables. 

Suit  V^  la  prtMiiièro  dos  puis<iinoos  i\c  la  substitutitm  A  qui  soit  en  même 
lemps  une  puis>anco  de  H,  cl  soii  B-*  l«i  prennère  des  puissances  de  la  substi- 
tution li  qui  soit  cil  môiuc  temps  une  puissance  de  A. 

Pour  que  lt*>  doux  >ul>stitutioos  V  et  W  échangeables  entre  elles  et  d'ordre  n 
et  n  soient  dc*^  puissance^  d'une  même  substitution  H,  il  faut  et  il  suffit  que 
A  cl  'X  M>ienl  premier'»  entre  ouv. 

Cette  condition  remplie,  il  \  a  precisèmeni  ?(N)  substitutions  R  parmi  les 
A  A*i  sub'^titulions 

A*  K'  ^  j-    ■  '•.  I.  » A  —  I  :  »■  =  I,  j.  5 A»-i). 

N  \Io<imi,int  le  plu*»  petit  commun  multiple  de  n  et  n'. 

/hutr/i.  —  Sur  i\)|tpli(Mtion  au\  ot{uatioiis  dilltTonliollos  do  mé- 
lli»uU'<  »umIo::iios  à  irllo  ilo  tialois.  1  ■"3-~<»V 
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L'aateur  expose  à  grands  traits  la  théorie  des  équations  algébriques  donnée 
par  Galois,  sous  une  forme  aussi  élémentaire  et  intuitive  que  possible,  de  ma- 
nière à  rendre  immédiate  l'extension  de  cette  théorie  aux  systèmes  d'équations 
différentielles. 

f^essiot,  —  Sur  la  délermination  des  équations  des  groupes  con- 
tinus finis.  (77-79). 

M.  Vessioi  s'est  occupé  déjà  de  l'intégration  des  équations  de  Lie,  c'est- 
i-dire  des  équations  de  la  forme 


(■) 

où  les  expressions 

^kf  —   ^,   Sk^i\^\f  ^7t    '  '  '  y  ^n)  ^rr  (^'   —   '  »  ^»    •  •  '1  f) 


sont  les  symboles  de  r  transformations  infinitésimales  indépendantes  d'un 
içroupe  continu  fini  G  à  r  paramétres.  Il  s'était  borné  au  cas  particulier  où 
i  on  connaît  les  équations  finies  du  groupe  G,  c'est-à-dire  qu'il  avait  supposé 
résolu  ce  problème  préliminaire  :  «  Déterminer  les  équations  finies  d'un 
ÇToape  continu  fini,  dont  on  connaît  les  transformations  infinitésimales.  » 

Or  ce  problème  se  ramène  précisément  lui-même  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion de  Lie  pour  laquelle  on  connaît  les  équations  finies  du  groupe  correspon- 
dant, du  moins  toutes  les  fois  que  le  groupe  considéré  est  transitif. 

An  point  de  vue  des  équations  de  Lie,  ce  cas  peut  être  considéré  comme  le 
plus  intéressant;  car,  si  le  groupe  G  qui  correspond  à  l'équation  (i)  n'est  pas 
transitif,  celle-ci  admet  un  certain  nombre  d'intégrales  absolument  indépen- 
dantes de  la  nature  des  fonctions  6((/),  à  savoir  les  invariants  du  groupe. 

Parmi  les  conséquences  de  cette  proposition,  on  doit  noter  que  l'intégration 
de  toute  équation  de  Lie  dont  le  groupe  correspondant  est  transitif  dépend  uni- 
<|uement  de  l'intégration  d'équations  linéaires  auxiliaires.  En  particulier,  c'est 
toujours  d'équations  différentielles  linéaires  que  dépend  la  détermination  des 
^nations  finies  d'un  groupe  transitif  dont  on  connaît  les  transformations 
infinitésimales. 

cch  (//.  von),  —  Sur  la  convergence  des  déterminants  d'ordre 
infini  et  des  fractions  continues.  (i44-i47)' 

Roy.  —  Sur  le  problème  de  Fourier.  (179-181). 

L'auteur  montre  que  la  méthode  d'approximations  successives,  au  moyen  de 
laquelle  M.  Poincaré  a  résolu  le  problème  de  Dirichlet,  ne  réussit  pas  seule- 
ment pour  l'équation  de  Laplace.  Elle  s'applique  notamment  au  problème  du 
refroidissement  d'un  solide,  où  il  s'agit,  comme  on  le  sait,  de  trouver  une 
fonction  V(x, y,  5,  O   continue  à  l'intérieur  d'un  domaine   D  limité  par  une 
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surface  fermée  S,  satisfaisant  en  tout  point  de  D  à  l'équation 

"■ = S' 

prenant  sur  S  des  valeurs  données  indépendantes  des  temps  et  se  réduisant 
pour  ^  =  0  à  une  fonction  de  x^  y^  z  arbitrairement  donnée. 

Poincaré  (H,),  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (239-243). 

Parmi  les  fonctions  abéliennes^  on  doit  distinguer  les  fonctions  abéliennes 
spéciales^  qui  doivent  leur  origine  à  une  courbe  algébrique  (C)  de  genre  p. 
On  sait  que,  pour  /?  =  2  et  pour  /?  =  3,  toutes  les  fonctions  abéliennes  sont 
spéciales,  mais  qu'il  n*en  est  plus  de  même  pour  />^4* 

Si  l'on  considère  une  fonction  8,  on  peut  étudier  ses  zéros  à  deux  points 
de  vue  différents.  On  peut  d'abord  former/?  équations  a  p  inconnues, 

e(a.— c-j)  =0        (A  =  1,2,  ...,/?), 

où  les  e-|  sont  /?'  constantes  données.  Ces  équations  admettent,   comme  Ta 

montré  M.  Poincaré,/?!  solutions. 

On  peut  encore,  s'il  s'agit  de  fonctions  spéciales,  former  une  équation  à  une 

seule  inconnue 

e[i;.(a?)  — cj  =  0, 

où  les  e<  sont  p  constantes  données  et  les  Vi{x)  p  intégrales  abéliennes  de 
première  espèce  attachées  à  la  courbe  (C).  Le  nombre  des  solutions  est  alors 
égal  à  p  (Riemann). 

M.  Poincaré  généralise  ces  résultats  de  plusieurs  manières  ditîérentes. 

Passant  à  une  autre  question,  il  envisage  les  surfaces  de  translation  de 
M.  Lie 

^.  =  /.(0-t-?.(^')        ('=  i.'>.3). 

Kiemann  a  dcmonln'  que  la  surface 

e(w,,  Wj,  M,)  =  0 

était  de  translation;  re  résultat  peut  être  étendu  à  l'espace  à  p  dimensions. 
s'il  s'agit  de  fonctions  abéliennes  spéciales,  mais  ne  subsiste  pluh  pour  1rs 
fonctions  non  spériales. 

On  pourrait  déduin»  de  là,  sous  la  forme  d'équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  doit  sutisfiiire  H,  la  condition  pour  que  les  fonctions  abéliennes  <le 
périodes  données  soiciil  spéciales. 

BoreL  —  Sur  une  propriélé  dos  fonctions  nicroniorplies.  (3o3- 

3...1). 

M.  FJorol  a  <iémonlrr  (  Hullctin  des  Sciences  math.,  iSç/i)  qu'une  fonction 
inéroiiior[)ltc,  ne  se  n'ilnisant  pas  au  (|uoti(^nt  de  deux  iM)lvnoines,  no  peut 
être  rci»réscnl<*r  par  un  {l('*\  cl()[)peincnl  d<;  Taylor  à  cooflicicnts  «'iiliors  (  rcol> 
ou  romplox«'«»  ). 

Il    rerluMclic   aclueilcnicin    dans   ijuclic    mesure    un  théorème  anal<»^ue  peut 
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être  démontré  pour  les  séries  de  Taylor  à  coefficients  rationnels.  Soit 


(.)  ^^•.- 


un  tel  développement,  A„  et  B^  étant  des  entiers  premiers  entre  eux. 

Dans  l'hypothèse  où  Ton  a  |  B^  |  <  M**,  M  étant  un  nombre  déterminé,  si  le 
développement  (i)  représente  une  fonction  méromorphe,  B^  renferme  des  fac- 
teurs premiers  dont  le  module  augmente  indéfiniment  avec  n. 

Jfeudon.  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (3o4-3o7). 

Soit  une  expression  9(2:,,  ar^,  ...,x^)  dépendant  d'une  fonction  arbitraire 
d'un  seul  argument  fonction  de  j?,,  x^i  .  • .,  x„.  M.  Tresse  a  montré  que  le  sys- 
tème différentiel  dont  9  est  la  solution  la  plus  générale  est  tel  qu'à  partir 
d'un  certain  ordre />,  les  dérivées  d'ordre />'^/9,  sauf  l'une  d'entre  elles,  s'ex- 
priment en  fonction  de  cette  dernière  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur. 

M.  Beudon  considère  un  système  complètement  intégrable  jouissant  de  cette 
propriété  et  il  fait  voir  que  la  méthode  de  M.  Darboux  {Annales  de  l^ École 
Normale^  1870)  permet  d'en  ramener  l'intégration  à  celle  d'équations  diflë- 
rentielles  ordinaires. 

Poincaré  {H,),  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème 
de  Dirichlet.  (347-354). 

La  méthode  de  Neumann  pour  résoudre  le  problème  de  Drrichlet  consiste 
en  ceci  : 

Soit  S  une  surface  sur  laquelle  on  suppose  répandue  une  double  couche  de 
matière  attirante;  soit  W  le  potentiel  de  cette  double  couche;  V  la  limite  vers 
laquelle   tend  \V  quand   on   se   rapproche   indéfiniment   de  S  par  l'intérieur; 

V  la  limite  de  W  quand  on  s'en  rapproche  par  l'extérieur;  enfin  V=  

la  valeur  deV  sur  S  elle-même.  Soit  X  une  constante  arbitraire  et  4>  une  fonc- 
tion donnée  définie  en  tous  les  points  de  S^ 

On  cherche  à  développer  W  suivant  les  puissances  croissantes  de  X  en  po- 
sant 

(i)  W  =  W„H-X\V,-+-XnV5-i-.... 

Cette  série,  dont  les  formules  de  Neumann  permettent  de  calculer  les 
termes  de  proche  en  proche,  fournit  la  solution  du  problème  de  Dirichlet 
pour  la  région  intérieure  à  S  quand  on  y  fait  X  = —  1  et  pour  la  région  exté- 
rieure quand  on  y  fait  X  =  i. 

Or  Neumann  a  démontré  que  la  série  (i)  converge  pour  V=dbi  à  deux  con- 
dttions  :  1*  si  la  surface  S  est  convexe;  s"  si  l'on  a 


/ 


<|>Y  </w  =  0, 

Y  étant  la  densité  de  rélcctricilc  en  équilibre  naturel  sur  S. 

Mais  .M.    Poincaré   fait  voir  que  la  «yéric  {1)   converge  encore  pourvu  que 


k^ 
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celte  seconde  condition  soit  remplie,  même  quand  S  n'est  pas  conYexc.  Il 
suppose  toutefois  que  S  est  simplement  connexe  et  sans  singularités. 

A  propos  du  problème  de  Diriclilet,  M.  Poincaré  a  été  conduit  à  un  certain 
nombre  de  propositions  qu'il  énonce  sans  pouvoir  les  démontrer  complètement, 
mais  qu'il  rend  vraisemblables  par  un  mode  de  démonstration  dont  on  s'est 
longtemps  contenté  en  Physique  mathématique. 

ResaL  —  Sur  la  forme  de  Tintrados  des  voûtes  en  anse  de  panier. 
(352-334). 

On  attribue  à  Huygens  le  premier  tracé  rationnel  d'un  profil  composé  de 
trois  arcs  de  cercle.  Ce  profil  est  disgracieux,  à  cause  du  trop  brusque  chan- 
gement de  courbure  aux  points  de  raccordement. 

A  ce  point  de  vue,  Tellipse  est  supérieure  au  profil  dû  à  Huygens,  mais  elle 
est  peu  employée,  parce  que  le'  débouché  est  restreint  aux  naissances. 

M.  Resal  propose  un  intrados  analogue  à  celui  de  Huygens,  dont  la  con- 
struction est  commode,  mais  dont  la  forme  est  plus  agréable  i  l'œil.  Cette 
nouvelle  forme  est  d'ailleurs  à  l'abri  des  critique»  dont  l'ellipse  est  l'objet. 

Ilumbert  (C).  —  Sur  une  surface  du  sixième   ordre  liée  aux 
fonctions  abéliennes  du  genre  trois  (365-366). 

L'auteur  étudie  les  surfaces  qui  correspondent  point  par  couple  à  une 
courbe  C  du  genre  p.  Si  à  un  point  de  la  surface  correspond  un  seul  couple 

sur  la  courbe,  la  surface  est  de  genre  -p{p  —»)• 

Pour  les  surfaces  qui  répondent  à  ^  =  3,  les  coordonnées  non  homogènes 
d'un  point  sout  des  fonctions  uniformes,  à  six  paires  de  périodes,  de  trois  pa- 
ramètres (I,  V,  IV,  lices  par  la  relation 

2r  (  M,  i',  «'  )  =  o. 

»»iii  S(i/,  w  %v)  i\v>ïi:nc  unt*  dos  soixante-quatre  fonctions  abéliennes  normales 
du  |>roun«'r  i»rdre.  La  courbe  C  est  la  courbo  plane  la  plus  générale  d'ordre  4- 

Wniv  obtoiiir  par  ce  pn>rédé  des  surfaces  intéressantes,  il  faut  abaisser  le 
tli'j;n-  le  plus  po>Mblo.  Si  Ton  \eul  des  surfaces  de  genre  trois,  6  sera  le  minî- 
nunn  du  do};ro. 

M.  IIuiuIkm'I  montre  ooinment  on  peut  dt^finir  une  surface  du  sixième  ordre, 
i\c  la  classe  iiulitpice:  iciio  >urfaro  est  liée  d'une  manière  très  simple  à  celle 
do  Kunuiier. 

/•<*,<<//.  —  Sur  la  pônôlralion  d'un  projectile  dans  les  semi-fluides 
et  Ic'i  soliilos.  t-^o'-iiM^. 

Tuler  1 1  pluN  tani  P.MinMel  ont  donno.  p<Mir  ropro*cnler  la  pénétration  d'un 
prt>|Oili)o  daii^  un  tniiim.  «ios  fornuilo  ina«luiisMblc>.  car  elles  impliquent 
ijuo  \c  yi\'\cy'{i\c  »'proii\crail  une  rc<i>îdnct"'  quand  iiionie  il  ne  pénétrerait  pa* 
t)an<  !•'  iniliou. 

I\(')>i(nanl  la  .^ui^îj.mi  a\o«'  lo<  rt*<^outco^  «]uo  loi  f->»irnis*cnl  ni»s  c'>nnai>- 
^auic»    .1   liirllo'»   >»ui    la   t""h'>i-*n   de*  •*«*n»i-nni'l   >»  «'t    li  riî«i>(anf"e  «les  suliilo* 
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au  cisaillement,  M.  Resal  donne,  pour  exprimer  cette  pénétration  /  en  fonc- 
tion de  la  vitesse  initiale  V,,  la  formule 

/=  Alog(i-HrV,), 

qui  présente  un  accord  satisfaisant  avec  les  expériences  très  complètes  exé- 
cutées en  i834-i835  dans  une  terre  argiio-calcaire  des  environs  de  Metz  par  les 
capitaines  Morin,  Piobert  et  Didion. 

Picard  {E m.),  —  Sur  une  classe  (inéquations  dontrîntégrale  gé- 
nérale esl  uniforme.  (4oa-4o4). 

Il  est  intéressant  de  former  des  types  étendus  d'équations  à  intégrale  géné- 
rale uniforme.  M.  Picard  y  réussit  en  se  servant  du  groupe  de  transformations 
à  r  paramètres 

1«,  =  /,  (x,,  J7j,  . . . ,  x^^  a,,  Oj,  . . . ,  a^)y 
53  =  /j  (  j?,,  jTj,  . . .,  x^y  a,,  a,,  . .  .f  a^). 

)  •••^ 

dans  le  cas  où  ce  groupe  est  un  groupe  de  substitutions  birationnelles  entre 
les  z  et  les  Xy  les  a  y  figurant  algébriquement. 
Si  Ton  donne  aux  constantes  a  des  valeurs  déterminées 

a , ,  a^t   . . . ,  a,„f 
il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  transcendantes 

uniformes  dans  tout  le   plan,  admettant  une  première  période  u'  et  telles  que 

F,(/-hco)=/[F,(0,F,(0,  ...,F™(0,«î.«î,  ..-a!î.] 

(i  =  I,  -2,  . . . ,  m ). 

Si  Ton  met  à  la  place  de  x^f  x.,,  ...,  x,,,  un  tel  système  de  fonctions,  on 
peut,  par  Télimination  des  constantes,  former  un  système  d'équations  du  pre- 
mier ordre  en  2,,  z^,  ...,  z^j  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  double- 
ment périodiques  de  t. 

On  a  donc  un  système  d'équations  diiïérentlelles  algébriques  à  coefficients 
doublement  périodiques  et  dunt  Tintégrale  générale  est  une  transrendante 
uniforme  jouissant  de  propriétés  remarquables  par  rapport  au  groupe  de  la 
double  périodicité. 

En  terminant,  Fauteur  examine  la  question  inverse  de  celle  dont  la  solution 
vient  d'être  indiquée. 

^e  Jonquières,  —  Sur  les  dépendances  mtituelles  des  délermi- 
nanls  potentiels.  (4o8-4io). 

L*autcur  indique  quelques  conséquences,  relatives  aux  dépendances  mu- 
tuelles des  déterminants  potentiels,  de  la  propriété  suivante  des  nombres  en- 
tiers qui  n'avait  pas  été  remarquée  jusqu'à  lui  : 
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Le  produit  n(a)  de  /i  nombres  entiers  différents  a,  à,  Cy  ...,  multiplié  par 
le  produit  U{a  —  b)  de  leurs  différences  deux  à  deux,  a  pour  valeur  un  mul- 
tiple X  des  n  premières  factorielles 

nia)U{a  —  b)  =  \nl{n  —  t)\  ...,3!aî 

ou  sous  une  autre  forme 

ll{a)U{a  —  b)  =X.i''.2«-«.3'— '...(/i  — i)=/i. 

Par  déterminants  potentiels^  M.  de  Jonquières  entend  ceux  dont  chaque 
ligne  ne  contient  que  des  puissances  entières  de  Téiément  qui  le  caractérise  et 
chaque  colonne  contient  une  même  puissance  des  divers  éléments.  On  suppose 
que  les  éléments  se  succèdent  dans  les  colonnes  et  dans  les  lignes  selon  leurs 
valeurs  croissantes. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  une  surface  du  sixième  ordre  qui  se  rat- 
tache à  la  surface  de  Kummer.  (4'-i5-45i7). 

Soit  K{x^fX2f  ^.n<2^4)  =  o  Téquatiou  d'une  surface  du  quatrième  ordre;  une 
sécante  quelconque  issue  d'un  point  0(8,,  a^,  a^,  «4)  coupe  la  surface  en 
quatre  points  a,,  a^y  a^y  ^4  qu'on  peut  de  trois  manières  répartir  en  deux 
couples. 

Soit  a^  a,  et  a^,  Ot  un  de  ces  groupements  :  les  couples  a,,  a,  et  a^,  a^  dé- 
terminent sur  la  sécante  une  involution  du  second  ordre,  dans  laquelle  le 
point  O  a  un  conjugué  m.  Cette  construction  donne  trois  points  m  sur  tonte 
sécante  issue  de  O;  le  lieu  des  points  m,  quand  la  sécante  varie,  est  une  sur- 
face du  sixième  ordre  ayant  pour  équation 

K{x^yX.yX^^yX^)  ll-(^i»  '.',a:^)  —  K(a,,  «j,  Sj,  aj)  P=(Xp  . . .,  ar,)  =  o, 

où  P  et  11  ont  respectivement  pour  valeurs 

I    -    3t ,    - —  -f- . . .  -h  a  1  -- —  » 
dx^  Ox^ 

l^>r>que  K  est  une  surface  de  Kummer,  la  surface  du  sixième  ordre  ain>i 
oi)iciiue  est  précisément  la  surface  S  que,  dans  une  Note  précédente,  M.  Ilum- 
bert a  définie  dircctenient  à  l'aide  des  fonctions  abcliennes  de  genre  3. 

Ctîttc  nouvelle  déHnitlun  de  S  met  immédiatement  en  évidence  les  propriétés 
géométriques  les  plus  remarquables  de  cette  surface. 

Lcau,  —  Sur  les  équations  fonctiounellcs.  ( 4*^7-4 -^-îj)- 

Soient  les  substitutions 

/  .V  —  I .   » // 


OÙ  les  fonction^  9  ,  liolomorphes  au  point  a,,  ^/.,  .  . . ,  r/, ,  se  rétluiscnl  a  ti^ 
pour  J*,  <'/,,  ....  J7,^L-  r//,  cl  soitc^'  le  ré>ulliil  d»»  la  substitution  dcx,''  .... 
X ']  à  X,, r    (l.jnr>  une  ('onction  :;. 
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On  considère  le  système  d'équalions  fonctionnelles 

(l)  M.=  F.(X„  W)'^)  (/,  /  =  I,  2,  ...,//0» 

où  les  F,,  désignent  des  fonctions  holoinorphes  des  variables  x  et  des  quan- 
tités {/j^^  au  voisinage  du  point 

a:,  =  a,,        ...»        x„  =  a„,        ui^=bi, 
pour  lequel  on  a 

On  peut  chercher  à  calculer  par  difTérentiation'des  équations  (i)  les  dé- 
rivées des  fonctions  inconnues  u  au  point  a.  Soit  A„  le  déterminant  des 
inconnues  lorsqu'on  veut  déterminer  ainsi  des  dérivées  d'ordre  a,  celles  des 
ordres  précédents  étant  supposées  connues. 

Si  l'on  a  pour  les  dérivées  des  i/,  jusqu'à  l'ordre  r  inclusivement,  un  système 
de  valeurs  S  vérifiant  les  équations  dérivées,  et  si  A,^  7^  o(a>  r);  si  de  plus 


I 

-  > 

n 


à9,i 


dx 


h 


j,  =  rt,,  ....  x„  =  rt 


n 


pour  toutes  les  valeurs  de  Sy  j  et  A,  il  existe  une  solution  liolomorphe  et  une 
seule,  vérifiant  les  équations  (i)  et  formée  de  fonctions  u  qui  en  a  se  rédui- 
sent aux  b  et  dont  les  dérivées  au  même  point  prennent  les  valeurs  du  sys- 
tème S. 

Tresse.  —  Sur  les  invariants  ponctuels  de  l'équation  différen- 
tielle ordinaire  du  second  ordre.  (429-430). 

L'auteur  s'est  occupé  antérieurement  de  la  recherche  des  invariants  diffé- 
rentiels d'une  multiplicité  analytique  soumise  aux  transfurmalions  d'un 
groupe  continu  de  Lie.  Actuellement,  il  en  indique  une  application  particu- 
lière à  l'équation 

d^y         (  dy\ 


sur  laquelle  on  effectue  une   transformation  quelconque   du  groupe  ponctuel 

du  plan 

x'  -  \{Xyy),       y  =  \(x,y). 

Pour  toute  équation  de  cette  nature  (sauf  pour  une  classe  exceptionnelle) 
il  existe  une  infinité  d'invariants  relatifs  :  on  les  obtient  tous  en  combinant 
trois  paramètres  différentiels  avec  quatre  invariants  seulement.  Il  existe  deux 
invariants  relatifs  du  quatrième  ordre,  trois  du  cinquième,  onze  du  sixième, 

cl,  en  général,  pour  /i>6, du  /i'*""  ordre. 

A  l'aide  de  ces  invariants,  on  peut  former  des  critériums  nécessaires  et  suf- 
fisants pour  qu'une  équation  (1)  puisse  se  ramener,  par  une  transformation 
ponctuelle,  à  une  équation  donnée  de  même  forme. 

I*ar  exemple,  on  peut   chercher   à   quels  caractères  on  reconnaîtra  qu'une 
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équation  (i)  admet  une  transformation  infînitésimale  :  les  conditicos  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  que  trois  invariants  absolas 
quelconques  soient  toujours  lies  par  une  relation. 

Boiigaief.  —  Sur  quelques  théorèmes  de  l'ArilhmoIogie.  (432- 

434). 

Resal.  —  Axoïdes  de  deux  lignes  planes.  (484-488). 

Lorsqu'on  se  donne  le  profil  d'un  tuyau  dont  la  section  est  Tariable,  oa 
bien  Tintrados  et  l'extrados  d'une  voûte  en  berceau,  la  Mécaniqne  appiiqaée 
conduit  au  théorème  suiv^int  : 

«  Déterminer  une  ligne  telle  que  deux  segments  de  sa  normale,  limités  par 
deux  lignes  données  (directrices),  soient  égaux,  i* 

M.  Hesal  montre  que  toute  une  famille  de  lignes,  auxquelles  il  doone  le 
nom  iïaxoïdeSi  satisfait  à  la  condition  énoncée. 

Pépin  (le  P.).  —  Rectification  de  quelques  théorèmes  d'Arith- 
métique. (49i)' 

Picard  (Éni.),  —  Remarques  sur  les  courhes  définies  par  une 
équation  difi'érentielle  du  premier  ordre.  (522-524)* 

L'auteur  élucide  quelques  points,  laissés  dans  l'ombre  par  M.  Poiocaré,  de 
la  théorie  des  courbes  définies  par  une  équation  diiïérentielle  du  premier 
ordre,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier. 

L'orif^inc  élant  transportée  au  point  singulier,  l'équation  prendra  la  fornic 

d.r  il  V 


ttsC -r- by -\-. . .        a' X -h  b' y -h.  ' . 

La  nature  de  la  singularité  dépend,  comme  on  sait,  de  la  nature  <les  racine? 
de  ré(| nation  du  second  degré  en  X 

(  (7  —  A  )  (  ^'  —  /.)  —  ba'  —  «». 

Si  le>  racine*;  (supposées  distinctes)  sont  réelles  et  inégales,  loulos  If> 
courbes  inlé^raies  pa>*;eiit  par  l'origine  et  y  ont  une  tangente  dctennmrt 
(l'origine  est  un  nœud). 

Si  le^  racines  sont  itnai^inaires  (leur  rapport  n'étant  pas  — i),  toutes '^ 
courhes  inté}j:rales  ont  pour  point  asymptote  l'origine,  qui  est  un  foyer- 

Si  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires,  deux  courbes  intégrais 
passent  par  l'origine  {coi)  avec  une  tangente  déterminée.  Mais  n'existe-t-»lp*- 
<ie  courbe  intégrale  se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine  sans  y  arriver 
avre  une  iaiii;«Mî!c  délerniinée?  M.  Picard  montre  (|ue  la  réponse  à  celte  ques- 
tion est  né;^alive. 

Pc  JonfiKirrrs.  —  Déinonslralion  d'un  llirorème  sur  les  noiiil>rc^ 
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l^c  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

«c  Si  a,,  a^j  •"f^m  ^^°^  '^  nombres  entiers  diiïércnls,  le  produit  U{a)  de 
t.ous  ces  nombres  multiplié  par  le  produit  II  (a-  —  a)  de  leurs  diiïcrcnces  deux 
û     deux,  est  an  multiple  X   du  produit  des  n   premiers   nombres  1.3.3.../1 

ultiplié  par  le  produit  de  leurs  diiïérences  deux  à  deux,  c'est-à-dire  est  égal  à 


x(i*.a»-'.3"-^../i— i./i)  ». 

^>€êrsat.  —  Sur  la  méthode  de  M.  Darboiix  pour  Fînlégralion 
des  équalîoQS  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (542- 

S44). 

La  méthode  d'intégration  de  M.  Darboux  pour  les  équations  aux  dérivées 
l^^rtielles  du  second  ordre 

<  •)  V{x,  y,  Zj  />,  7,  r,  *,/)=<) 

^^«nsiste  à  rechercher  les  intégrales  intermédiaires  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
ier.  Toutefois  il   n'est  pas  possible  en  général ,  quand  on  connaît  ces  inté- 
grales, d'obtenir  pour  représenter  l'intégrale  générale  des  formules  où  les  fonc- 
ions arbitraires  figurent  explicitement. 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  de 
"équation  ( I )  sont  confondus;  si  l'équation  admet  une  intégrale  intermédiaire 
l'uD  ordre  quelconque,  renfermant  une  fonction  arbitraire,  il  suffit  d'intégrer 
10  système  unique  d'équations  diiïcrentielles  ordinaires  pour  pouvoir  en  dé- 
Inire  sans  aucune  intégration  nouvelle  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i), 
oi  appartient  alors  à  la  première  classe  d'Ampère. 

M.  Goursat  indique  le  détail  des  calculs  à  exécuter  pour  résoudre  compléte- 
raient le  problème. 

rtan.  —  Sur  certains  groupes  algébriques.  (54i-548). 

Il  7  aurait  an  intérêt  considérable  à  relier  la  théorie  des  fonctions  à  celle 
es  groupes  de  Lie. 

1.  Cartan  montre  quelle  est  l'importance  des  considérations  de  structure 
ans  cet  ordre  de  recherche  et  il  indique  quelques  théorèmes  très  généraux 
axquels  conduisent  les  derniers  résultais  trouvés  sur  la  structure  des  groupe» 
Inis.  Nous  citerons  les  propositions  suivantes  : 
Le  groupe  dériré  d'un  groupe  linéaire  et  homogène  quelconque  est  tel  que 
ans  ses  équations  finies  on  peut  toujours  faire  entrer  les  paramétres  ration- 
ellement. 

Si  an  groupe  est  de  rang  zéro  ou  si  son  plus  grand  sous-groupe  invariant 
^  ntégrable  est  de  rang  zéro,  on  peut  faire  en  sorte  que.  dans  les  équation» 
V3nies  de  son  groupe  adjoint,  les  paramètres  entrent  rationnellement. 

Si  an  groupe  transitif  n'admet  pas  de  transformation  di*«tinguée  et  que  son 
K^tus  grand  sous-groupe  invariant  inlé^rable  soit  de  rang  zéro,  on  peut  tou- 
^  oars,  au  moyen  d'un  changement  de  variables  et  de  paramètres  convenable. 
•"aire  en  sorte  que  les  coefficients  des  transformations  infinitésimales  de  rc 
^^mape  soient  des  fonctions  rationnelles  des  variables  et  que  les  équations 
^nies  dépendent   al;;éhriquement   des  VHri«il>lcs  cl   des   paramètre*.    On   priil 
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même,  en  prenant  pour  nouvelles  variables  certaines  fonctions  ratioooelles 
(les  variables  ainsi  déterminées,  faire  en  sorte  que  les  équations  finies  dépea- 
dent  rationnellement  des  paramètres. 

Desaint,  —  Sur  les  fonctions  entières.  (548-55o). 

Les  fonctions  entières  de  genre  pair  (o,  telles  que  le  multiplicateur  exponen- 
tiel du  produit  infini  de  facteurs  primaires  de  M.  Weierstrass  soit  de  la  forme 

(A  étant  une  constante),  jouissent  de  cette  propriété  que,  si  leurs  zéros  sont 
réels,  les  zéros  de  leur  dérivée  sont  tous  réels  aussi. 

A  ce  théorème,  l'auteur  en  adjoint  d'autres  ayant  pour  but  de  circonscrire 
la  région  où  se  trouvent  les  zéros  de  certaines  fonctions  de  variables  complexes. 
En  particulier,  la  fonction 

a 


f 


où  l'on  a  0  <  X  <  1  et  où  /( x)  est  assujettie  uniquement  à  être  continue  et  à 
garder  le  même  signe  entre  x  =  o  et  x  =  a,  ne  s'annule  jamais  en  dehors  de 

sa  coupure  oo. . .  -• 

Stodokievitz.  —   Sur  la  théorie  du  système  des  équations  diffé- 
rentielles. (SgS-Sgô). 

Painlevé.  —   Sur  la    définition   générale   du    frottement.  (590- 
^99)- 

Soit  S  un  système  de  n  points  matériels  M  de  masse  tn^  assujettis  à  des  liai- 
sons. Soit  (F)  —  ffi  iy)  la  forée  totale  «jui  s'exerce  sur  M,  (F')  =  w(T  l''^ 
(|ui  s'y  exercerait  si  Ton  supprimait  les  éléments  matériels  immédiaiemcnl  en 
contact  avec  lui;  soit  enfin  (H)  la  force  absolue  exercée  sur  M  par  les  ttlc- 
ments  niatthiels  en  (juestion.  (F')  est  la  force  actii'c,  (H)  la  réaction  et  (r) 
est  éi^'ale  à  (K')-+-  (  H). 

Le  système  S  est   dit   sans  frottement    si,    pour    tout   déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons,  le  travail  des  réactions  est  nul. 

Dans  le  cas  contraire,  soit  (11)  la  réaction  sur  M,  (U')  celle  qui  s'exercerait 
s'il  n'y  avait  pas  frottement. 

La   dillV-rence  (  H  )  —  (  U')  --  (  p  )  est  dite  force  de  frottement,  la  forre  (R  ) 
force  de  fiai  son. 

Les  forces  (  U  )  se  trouvent   alors  décomposées  en  force  (p)el  (H')qi"  ^' 
f>on(lcnt  à  deux   condilions  :    i"  le  travail   virtuel   des    (II')   est  nul;  2' 1^'   ^" 

(  ^  )  I    V I  r  - 

l)lacement'     dt   impusé    à    chaque  point   M   constitue   un  dénlacemeni 
/n 

t  uel  de  S. 

Tour  un  système  (pielconque  de  segments,  une  telle  décomposition  Cï-l  i' 
joins  possible  et  d'une  seule  manière.  Le  système  des  segments  (p)  ^ati">''* 


j 
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la  relation 

Tout  ceci  est  vrai  quelles  que  soient  les  lois  du  frollement.  Ces  lois  doivent 
être  déterminées  empiriquement  ;  les  équations  de  la  Mécanique  permettent 
alors  de  calculer  ce  mouvement. 

La  concordance  de  cette  conception  avec  la  notion  vulgaire  du  frottement 
est  immédiate  pour  les  types  de  liaisons  simples;  dans  les  cas  plus  compliqués 
elle  ressort  de  la  remarque  suivante  :  qu'on  imagine  les  liaisons  de  S  comme 
résultant  de  la  combinaison  de  deux  groupes  de  liaisons  matérielles  G,  et  G,, 
et  qa*on  représente  par  Si,  S,  le  système  S  soumis  aux  seules  liaisons  G,  et 
G].  Alors  les  lois  de  frottement  de  S,  et  de  S,  déterminent  celle  de  S,  pourvu 
que  les  liaisons  matérielles  G,  +  G,  ne  soient  pas  surabondantes. 

Le  Roy,  —  Sur  le  problème  de  Fourier.  (599-602). 

Picard  {E m,),  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  et  des  groupes  algé- 
briques. (658-66o). 

L'auteur  envisage,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  une  surface  algébrique 
admettant  un  groupe  G  continu  et  fini  de  transformations  birationnellcs.  Si  le 
groupe  G  est  à  r  paramètres,  on  peut  s'arranger  de  manière  que  les  coeffi- 
cients des  fonctions  rationnelles  des  x  qui  donnent  le  groupe  soient  des  fonc- 
tions uniformes  des  r  paramétres  s'exprimant  au  moyen  des  transcendantes 
de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  ou  de  leurs  dégénérescences. 

Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  des  groupes  de  substitutions  Cre- 

mooa 

X,.  =  R,(  J?!,  J?2,  . .  ",x^^  a,,  .. .,  a^)        {i  —  1,  2,  .. .,  m). 

On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  R  soient  des  fonctions  rationnelles 
des  paramétres  a  s'exprimant  par  des  transcendantes  abéliennes. 

M.  Picard  démontre  encore  un  théorème  relatif  aux  surfaces  algébriques 
f{x,ytZ)  —  0  admettant  un  groupe  de  transformations  birationnellcs  :  quand 
ce  groupe  est  transitif,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
s'expriment  par  des  fonctions  abéliennes  (ou  dégénérescences)  de  deux  para- 
métres. 

Mannhcim,  —  Uoe  propriété  générale  des  axoïdes.  (67 1). 

M.  Resal  a  donné  le  nom  d'axoïde  à  une  courbe  qui  partage  constamment 
en  deux  parties  égales  les  portions  de  ses  normales  comprises  entre  deux 
lignes  données. 

M.  Mannhcim  démontre  un  théorème  qui  fournit  une  infmité  d'axoïdes  : 
les  développées  successives  d'un  axoïdc  sont  des  axoïdes  par  rapport  à  des 
courbes  engendrées  de  ta  même  manière. 

Craig,  —  Sur  les  lignes  de  courbure.  (G72-673). 

On  sait  (Darhoux)  qu'une  surface  quelconque  étant  donnée,  les  trois  coor- 
iloonées   rectangulaires   d'un    de   srs    points   satisfont   à   une  é(]uation  de   la 
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forme 

(l)  -7—7-  =a-r-  -hb-r-^t 

e/p  c/p,  dp  dpi 

si  p  cl  p,  soDt  les  paramètres  d'un  système  conjugué.  Si  de  plus  réqaalion 
admet  la  solution  x^  -h  y^  -\-  z^f  p  et  pj  sont  les  paramètres  des  lignes  de  cour- 
bure. 

M.  Craig  généralise  celle  proposition,  dans  le  cas  où  Téquation  (i),  ootre 
les  solutions  Xy  y,  z,  admet  aussi  une  solution  de  la  forme 

?i(^)  +  ?j(r)-+-?3(-)- 

De  Tannenberg,  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  (674-676). 

On  sait  que  le  problème  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  aui  dé- 
rivées parliclles  peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier  du  problème 
général  suivant  : 

Déterminer  n  fonctions  x,,  ...,  :r„  de  ^  variables  indépendantes  satisfaisant 
aux  p  équations  aux  différentielles  totales 

(I)  ei=  2] -\*<'^fc  =  o        («  =  1,2,...,;?) 

k 

où  les  X,|^  sont  des  fonctions  données  de  â:,,  ...,  x^. 

La  Note  de  M.  de  Tannenberg  a  pour  but  d'indiquer  une  classe  assez  étendue 
de  systèmes  (i)  pour  lesquels  la  question  peut  être  simpliGée. 

BoreL   —  Sur  les  équations  linéaires  aux    dérivées  partielles. 

Ktant  donnée  une  équation  linéaire  au\  dérivées  partielles  à  cocffirienl? 
jinalyliqucs,  toute  intégrale  analytique  de  cette  équation  est  donnée  par  la 
fornuiNî 


f 


Dans   celle  formule,    x,,  x. x,^  sont  les   variables,  0  est  une  intégrale 

parli(Milièrc  dépendant  de  n  ~  j  constantes  a,,  «.,  ...,  «„,  r,  a,  dont  on  sait 
calculer  par  la  méthode  de  Caucliy  un  développement  en  série; /(a)  est  ""ï* 
fonction  réelle  arbitraire  de  la  variable  réelle  a,  admettant  la  période  i' f' 
ayant  des  dérivées  de  tout  ordre  dans  tout  intervalle. 

CluipcL  —  Sur  le  mouvcinenl  des  projectiles  dans  Tair.  (ti;;- 

G78). 

L'expression  linéaire  R:  a(v' — A),  que  M.  Cliapel  avait  proposée  à  la 
suite  des  expériences  russes  et  anp;Iaises  (187'))  pour  représenter  la  loi  «^"^ 
rcsi>lance  de  l'air,  peut  élre  étendue  jusqu'aux  [)lus  hautes  vitesses  exp^""'' 
iiKMJlrc^.  soil   ii()(»  îiiétres. 
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L*auteur  établit  les  équations  du  mouvement  des  projectiles  en  partant  de 
cette  loi. 

Goursal.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  (712-714). 

Soil  s  =  F(x,  yy  Zf  /?,  q-»  r^  t)  une  équation  du  second  ordre  où  le  second 
membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  x^j  y^,  z^^  />,,  g^y  r^,  /^ 
des  variables  x,  y,  z^  />,  7,  r,  /;  soient  ^{x)  et  ^{y)  deux  fonctions  holo- 
morphes  dans  le  domaine  des  points  x^  et  y^  respectivement  et  telles  que 
l'on  ait 

4'  (r.  )  =  5.,       ^'  (y,  )  =  g,.       +•  {y,  )  =  /„. 

ÔF    dV 
Si,  en  outre,  les  deux  dérivées  partielles  -p»  -r-  sont  nulles  pour  ces  valeurs 

initiales,  Téquation  (i)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  du 
point  (  JTj,  y^)j  se  réduisant  à  9(2:)  pour  y  =^0  ^t  à  ^{y)  pour  x  =  ar^. 

Ce  théorème  permet  de  démontrer  rigoureusement  que  si  l'ensemble  d*une 
courbe  C  et  d'une  développable  A  forme  une  caractéristique  de  Téquation  du 
second  ordre,  il  existe  une  infinité  dMntégrales  tangentes  à  A  le  long  de  C,  ces 
intégrales  dépendant  d'une  infînité  de  constantes  arbitraires. 

André  {D.),  —  Sur  les  séquences  des  permutations  circulaires. 

(714-715). 

Les  permutations  circulaires  dont  s'occupe  l'auteur  sont  celles  qui  ont  pour 
éléments  les  n  premiers  nombres.  Un  maximum  est  un  élément  plus  grand 
que  chacun  de  ses  deux  voisins;  un  minimum  est  un  élément  plus  petit  que 
chacun  d'eux;  une  séquence  est  une  suite  d'éléments  dont  le  premier  est  un 
maximum  et  le  second  un  minimum  ou  réciproquement,  mais  dont  aucun 
intermédiaire  n'est  ni  maximum  ni  minimum. 

M.  D.  André  énonce  sur  ces  séquences  de  permutations  circulaires  diflfércnts 
résultats  qui  rappellent  ceux  qu'il  a  trouvés  antérieurement  pour  les  permu- 
tations rectilignes. 

^*Ocagne.  —  Sur  une  application  de  la  théorie  de  la  probabilité 
des  erreurs  aux  nivellements  de  haute  précision.  (717-720). 

Si  X,  et  j*}  sont  des  erreurs  toujours  de  même  sens  commises  sur  deux  lec- 
tures consécutives,  la  diflTérence  de  niveau  des  points  correspondants  est  en- 
tachée de  l'erreur  y  =  x^  —  x^. 

Dés  lors  se  pose  le  problème  suivant  :  «  La  valeur  probable  d'une  quantité 

variable  étant  par  définition  celle  dont  la  probabilité  est  égale  à  ->  déduire  de 

la  valeur  probable  x^  de  x  la  valeur  probable  ^^  de  y.  » 

La  solution  du  problème,  bien  connue  dans  le  cas  où  x  peut  varier  dans 
tout  le  champ  de  —  oc  ù  -f- x,  est  profondément  modifiée  par  le  seul  fait  que 
les  variations  de  x  sont  limitées  do  0  à  -f-  x. 
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En  posant 

«(0  =  -^  f  e-ndt. 
on  Irouvc 

\x„  0,^769/  v^/ 

cl  par  interpolation  dans  la  Table  des  fonctions  6 

Zochios.  —  Sur  les  substitulions.  (766-^67). 

Guccia,  —  Sur  une  question  concernant  les  points  singuliers  des 
courbes  gauches  algébriques.  (816-819). 

Si  deux  surfaces  algébriques  F  et  F'  possèdent  en  un  même  point  O  de  l'es- 
pace des  singularités  quelconques  (9)  et  (v'),  l'abaissement  produit  par  le 
point  O  dans  le  rang  de  la  courbe  gauche  intersection  complète  des  deux  sur- 
faces est  égal  au  nombre  des  intersections  confondues  en  O  de  la  suKace  F 
(ou  F')  avec  une  courbe  gauche  A  (générique),  diminué  de  l'abaissement  que 
la  singularité  (9)  (ou  9')  produit  dans  la  classe  de  la  surface  F  (ou  F'). 

Pareillement,  si  deux  surfaces  algébriques  F  et  F'  possèdent  en  un  même 
point  O  de  l'espace  des  singularités  quelconques  (9)  et  (9^),  rabaissement 
produit  par  le  point  O  dans  le  nombre  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
ù  la  courbe  gauche  intersection  complète  de  F  et  F,  par  une  droite  issue  de 
O,  est  égal  au  nombre  des  intersections  confondues  en  O  de  F  (ou  do  V)  avec 
une  courbe  gauche  A  correspondant  à  une  droite  passant  par  O,  diminué  de 
l'abaissement  produit  par  O  dans  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut 
mener  à  F  (ou  à  F')  par  une  droite  issue  de  O. 

PetroKitch.  —    Sommation  des  séries  à  l'aide  des  intégrales  dé- 
fi nies.  ^8i()-8ii  i). 

L'auti'iir  démontre  ri<lenlité  suivante  entre  une  série  et  une  intéf^rale  dc- 
lînio 


K       II 


I>an>  rolto  fonniilo  i  e^l  une  «|uanlilr  comploxe  avec  le  coefficient  de  i  posi- 
lil:  /\Z\  ost  une  l\»n«li«»n  dr«\el"ppaMt'  en  série  de  Fourier  pour  <»<x<  2" 

f'  .r  •     -    ^    \  ti     ^1  II  ••/  r   -    '' ,.  •*••»  Ht  T 

1 

X 

V 
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la  partie  rè«*llc  de  r  étant  comprise  entre  — i  et  H- i  ;  enfin 

*(z,  ?)  =  c(-  -  +  ?,  0  -  c(-  ;  -  ?,  i) 


OU 

n   -  90 


l(x,  rt)  =  —  2.  [colû[(/ï  -h  jr)  -H  /]. 


n--\ 

M.  Pelrovilch  donne  deux  autres  formules  qui  permettent  as>ez  souvent 
d'exprimer  des  transcendantes  nouvelles  sous  forme  d'intégrale  définie  portant 
sur  des  fonctions  simples. 

i^€^  Vai^asseur,  —  Sur  les  types  de  groupes  de  subsll talions  dont 
Tordre  égale  le  degré.  (8sî2-825). 

On  connaît  l'importance  de  la  recherche  de  tous  les  types  ii  dont  r»)rdre 
égale  le  dcf;ré.  M.  Netto  a  indiqué  les  types  d'ordre  /?,  p^,  pq,  où  p  et  7  sont 
des  nombres  premiers  différents  {p  >  g). 

M.  Le  Vavasseur  indique  tous  les  types  correspondants  aux  ordres  p\  P'</, 
/?ç't  pçfj  où  /?,  <7,  r  sont  trois  nombres  premiers  différents  tels  (ju'oii  ait 
/?>q>r. 

Sfiocfolkîei^itz.  —  Sur  la  théorie  du  système  des  équations  difT/*- 
rentiellcs.  (825-826). 

L'auteur  indique  les  conditions  d'intégrabilité  du  système 

(s  =  I ,  a,  . . . ,  /i  —  w  ),         (  /i  ^'  5  /^  3  ), 

^ans  le  cas  (»ù  il   ne   renferme  plus  que  deux  variables  indépendantes,  toutes 
les  autres  étant  fonctions  de  ces  deux-l;i. 

^M€fltézos,  —  Sur  la  règle  de  Hondeiet  sur  les  bois  el   les   [)iùres 
chargées  debout.  (8:>X)-8*<.S). 

En  désignant  par  N  la  rhiirfçc  lolaK*  en  kilograinmes  qu'une  pièce  de  bois 
pressée  par  ses  abouts  puisse  supporter  sans  lléchir  latéralement,  par  a  l'ain* 
<lc  la  section  transversale  en  centimètres  cariés,  par  a  la  lonf;ueur  de  la  pièce, 
li^r  c  le  plus  petit  c<^té  de  la  sectiou,  on  a,  suivant  .M.  Mallézos, 


\  ,        /c\2  ,    c 

—  —  —  55200  (    -  )  -^  loiôo  -  —  1 13,  |. 

*  \aj  a 


Celte   formule  parabolique  condtiit  aux  mêmes  résultats  «juc  la  rrj;lc  pr;i- 
tîque  de  Hondelet. 

/^tr^nis^s,  —  Toute  surface   algébri([ue   peul   élre  décrih»   jiar  le 
moyen  d\in  système  articidé.  (8()i-8()3). 
/iull'  «'^*  Sciences  mat  hem.,  r  >éric,  l.  \\I.  (Avril  iMi,j  )  )i    ', 
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M.  Kœnigs  établit  en  toute  rigueur  ce  théorème  énoncé  par  Sylvesler,  niais 
qui  n'avait  jamais  reçu  de  démonstration  suffisante. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  les  courbes  de  quatrième  classe.   (863- 

866). 

Dans  deux  Notes  récentes,  l'auteur  a  fait  connaître  une  surface  du  sixième 
ordre,  définie  analyliquement  à  P^ide  des  fonctions  abéliennes  du  genre  3  et 
reliée  géomélriquement  à  la  surface  de  Kummer.  Plusieurs  propriétés  de  la 
surface  de  M.  Ilumbert  conduisent  à  des  propriétés  correspondantes  de  la 
courbe  plane  générale  de  quatrième  classe  et  de  la  configuration  de  Kummer. 

Guccia.  —  Sur  les  points  doubles  d'un  faisceau  de  surfaces  al- 
gébriques (896-899). 

Solution  de  la  question  suivante  : 

En  supposant  qu'un  faisceau  de  surfaces  algébriques  d^ordre  n  possède,  en 
un  point  O  de  l'espace,  une  singularité  base  quelconque^  exprimer  rabaisse- 
ment  que  le  point  O  fait  subir  au  nombre  4(i  —  0^  <^cs  points  doubles  da 
faisceau. 

Le   Vai^asseur.  —   Sur  les  tjpes  de  groupes  Û  de  substitutions 
dont  Tordre  égale  le  degré.  (899-902). 

Beudon,  —  Sur  une  application  de  la  méthode  de  M.  Darboux. 

(902-903). 

M.  Beudon  indique  un  type  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxiènir 

ordre 


s  nrz  q  z  -\-  q 


■<") 


iidriictlanl  une  inléj^riilo  intermédiaire  du  Iroisiènie  ordre 

que  l'on  aura  en  remplaçant  9  par  la  solulion  générale  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  obtenue  en  écrivanl  le»  conditions  d'int-i- 
grabililc. 

Liouvillc  (/^).  —  Sur  la  rolalioii  des  solides,  (()0^)-()o^)^. 

Le  mouvement  d'un  solide  pesant  (ixé  par  un  de  ses  points  a  pu  être  étiidi'' 
flans  plusieurs  cas,  lorscjue  Tellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  fixe  c-r  «io 
révc)lulion. 

M.  R.  Liouville  ^ii^nale  un  cas  où,  si  le  [)oint  de  suspension  est  convcnablo- 
ment  plaré,  et  (juelle  que  soit  la  forme  de  l'ellipsoïde  d'inertie,  il  suffit  que 
les  données  initiales  du  mouvement  sati>fassenl  à  une  seule  condition,  facile  a 
vérider,  pour  que  la  position  du  solide  puisse  être  déterminée  à  un  insliinl 
quclrou(iue. 


J 
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Voici  comment  peut  ^Ire  caractérisé  le  cas  en  question  : 
On  considère  au  point  fixe  la  polaire  réciproque  de  PellipscYde  d'inertie  par 
rapport  à  son  centre,  et  dans  ce  deuxième  ellipsoïde  on  mène  Tun  des  plans 
cycliques,  le  plan  bissecteur  du  dièdre  principal  où  il  est  compris  et  qui  a 
pour  arête  Taxe  moyen,  le  plan  principal  perpendiculaire  à  cet  axe  moyen.  A 
la  trace  du  plan  cyclique  sur  le  plan  principal  on  fait  correspondre  une  droite 
symétrique  par  rapport  au  plan  bissecteur;  c'est  sur  celte  droite  qu'est  sup- 
posé situé  le  centre  de  gravité  du  solide.  On  prend  ensuite  Tombilic  conjugué 
da  plan  cyclique,  le  plan  qui  le  contient  avec  l'axe  moyen,  puis  un  plan  P, 
symétrique  du  précédent  par  rapport  au  bissecteur  déjà  employé. 

Cela  posé,  si  la  rotation  ent  d'abord  parallèle  au  plan  P,  elle  lui  reste  tou- 
jours parallèle:  Tangle  que  fait  avec  la  verticale  le  rayon  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  du  temps;  la  rotation 
ci  par  suite  toutes  les  inconnues  s'obtiennent  en  intégrant  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  à  coefflcicnts  uniformes  et  doublement  périodiques. 

/Ccrnigs.  —  Toute  condition  algébrique  imposée  au  niouvenient 
d'un   corps  est  réalisable  par  le  moyen  d'un  sysli^me  articulé. 

(981-983). 

/}{*  ici  Rh'C,  —  Sur  remploi  d'une  (piatriémc  dimension.  (î)^3- 

1)86). 

Sc/iusier.  —  Sur  les  spectres  cannelés.  (987-981)). 

Il  s'agit  de  l'expérience  de  Foucault  et  Fizeau  sur  le  spectre  cannelé  qu'on 
observe  si  deux  rayons  de  lumière  blanche  tombent  avec  un  retard  relatif  sur 
la  fente  d*un  spectroscope.  M.  Poincaré,  en  soumettant  celte  expérience  à 
l'analyse,  en  avait  conclu,  comme  les  deux  physiciens,  que  le  mouvement  lu- 
mineux possède  une  espèce  de  permanence.  iM,  .Srhuster  conteste  la  .solution 
de  M.  Poincaré. 

jJ/rrrA'off.  —  Démons! ralion  d'un  ihéorùnnî  de  Tchébvclicf. 
(  io3si-io3^). 

Soit   ;i  le  plus  ;;rand  diviseur  |)n'mi<'r  des  nombres 

I  -h  ■»',     I  -h  y,     I  -h  'i- I  -f-  /|  \-  ; 

!«'   riif»|>t)rt  *j^  rrolt  indénniuM'nt  avec  N. 

/>^  Salvert.  —  Sur  l'équividence  des  six  formes  difTérenles  d'ex- 
pression des  cpiadralures  de  dinérenliellcs  algébriques  réduc- 
tibles aux  intégrales  ellipti(jiies.  (i()34-io3(i). 

Siodolkies'ilz.  —  Sur  l'inlégrahon  du  sj^lrnu»  des  écpialions 
tlifférenlielles.  (loSj). 
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De  Jonquières.  —  Sur  une  question  d'Algèbre  qui  a  des  liens 
avec  le  dernier  théorème  de  Fermât,  (i  iSg-i  i43). 

Soient  a,  h,  c  des  quantités  non  transceodantes,  plus  grandes  que  zéro,  n  un 
nombre  entier  positif  et  a  =  pq. 
Dans  la  formule  a""  —  c'*  —  ô*»»  qu'on  peut  d'après  cela  écrire 

est-il  possible  d'exprimer  c  et  6  par  des  fonctions  algébriques  de  />  et  7  telles 
que  l'identité  littérale  s'établisse  entre  les  deux  membres? 
A  celte  question  M.  de  Jonquières  répond  par  le  théorème  suivant  : 

«  Pour  /z  >  2,  il  n'existe  pas  de  fonctions  algébriques  binômes  ou  polynômes 
de  /?  et  q  qui  répondent  à  la  question.  » 

Les  formes  monômes  font  seules  exception,  mais  à  la  condition  que  les  in- 
déterminées soient  réduites  à  deux  dans  la  formule,  la  troisième  étant  alors 
l'unité. 

Cette  forme  devient  elle-même  incompatible  si  les  trois  indéterminées  a,  6, 
c  doivent  être  des  nombres  entiers,  comme  l'exige  le  théorème  de  Fermai. 

Pellet,  —  Sur  le  /nouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 
(i  2o4-iîio6). 

Le  Vai'asseur,  —  Sur  une  catégorie  de  groupes  de  substitutions 
associées  aux  groupes  dont  Tordre  égale  le  degré.  (1206-1208). 

Dr  S(fii'('/f.  —  Sur  deux  forniules  connexes  concernant  les  fonc- 
tions cornpièles  de  Iroisiènic  cs[)cce,  relatives  à  des  module^ 
coniplcinenlaires.  (  i  ^ocS-i  :>.  1  1). 

Parmi  les  Iransforinatioiis  du  prciiiier  ordre  relative^  aux  fon«:lion>  cllip- 
liqucs  (le  prcmi»!TC  csj)érc,  celle  dans  laquelle  l'ancien  cl  le  nouveau  miniulc 
sont  conipléinentaires  l'un  de  l'autre  offre  une  im[)orlanre  parliculirrr  :  en  pre- 
mier lien  parce  qu'elle  fournil  l'expression  des  fonctions  d'argument  iz  à  l'aitlc 
(1rs  fondions  (rargumont  z,  cl  réciproquemenl  ;  en  second  lieu,  à  cause  de  la 
r«''vcrsil)ilité  (jui  existe  alors  entre  les  fonctions  complètes  relatives  à  l'un  ou 
à  l'autre  de  ces  deux  modules. 

Or,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  fonction  de  deuxième  espèce,  c«.*lU' 
même  Iransloiinjnion  par  modules  «omplèmcnlaires  préseiilc  encore  les  luOm"" 
propriétés  lmi  ce  (jui  concerne  la  fonelion  elliptique  de  Irotsiènie  espèce,  sous  Ij 
résor\e  d'un   ehansement  linéaire   du  paramètre  que  l'auteur  fait   connaître. 

Boussincsq.  —  Sur  la  forme  nécessairement  pendulaire  de  la 
houle  de  mer  (|uanl  à  Texpression  d(»s  dé[)lacenienls  de  chaque 
particule  en  (onction  du  temps,  (i  i>4o-i  >4^)). 

Le   cas  le   plus   simple  et    le  plus   intéressant  e>t  celui  de  la  houle  de  h^ul<^ 


i 
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mer,  où  les  mouvements  sont  insensibles  au  fond.  Gerstner  a  reconnu  que 
t-outes  les  équations  du  mouvement  sont  alors  satisfaites  dans  Thypothèse 
«i'orbites  circulaires,  décrites  d'un  mouvement  uniforme  et  continu  durant  la 
période  aT,  synchroniquement  pour  toutes  les  molécules  qui  ont  le  centre  de 
leur  orbite  sur  une  môme  verticale  et  avec  des  vitesses  dirigées,  au  sommet 
des  orbites  suivant  le  sens  du  transport  apparent  de  la  surface  libre,  laquelle 
est  dès  lors  trochoïdale  :  les  rayons  de  ces  orbites  décroissent  avec  la  profon- 
deur suivant  une  formule  exponentielle,  et  chaque  particule  reste  soumise, 
pendant  son  mouvement,  à  la  pression  qu'elle  éprouvait  à  Tétat  primitif  de 
repos. 

Mais  ces  lois  ont  été  établies  sur  la  supposition  non  évidente  que,  dans  la 
houle,  chaque  composante  des  déplacements  est  pendulaire;  en  sorte  qu'on 
peut  se  demander  si  des  houles  d'autres  formes  ne  sont  pas  possibles  en  pleine 

mer. 
M.  Boussinesq   montre  que  ce  doute   n'est  pas  fondé,  et  que  toute  houle 

simple  à  mouvements  évanouissants   aux  grandes  profondeurs  est   bien  régie 

par  les  lois  de  Gerstner. 

Cosserat.  —  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante  et 
sur  les  surfaces  minima  algébriques  inscrites  dans  une  sphère. 
(1252-1254). 

M.  Cosserat  démontre  que  la  dé..crmination  des  surfaces  minima  algébriques 
inscrites  dans  une  sphère  revient  à  la  recherche  des  courbes  algébriques  à  tor- 
sion constante. 

Il  fait  voir  comment  de  cette  proposition  on  peut  déduire  ce  théorème  dû 
à  M.  Fouché  : 

«  La  recherche  des  courbes  algébriques  à  torsion  constante  revient  à  la  dé- 
termination de  deux  fonctions  algébri<iues  v  el/{u)  d'une  variable  u  vérifiant 
la  relation 


fiv' 


(u-vy 


=r{u). 


^épin  {le  P,).  —  Nouveaux  théorèmes  d'Arithmétique,  (ia54- 
1256). 

\ndrade,  —  Sur  un  système  explosif  propre  à  mettre  en  évi- 
dence la  rotation  du  globe  terrestre,  (i '25^-1259). 

Poinsot  a  eu  le  premier  l'idée  de  demander  à  un  système  explosif  une 
preuve  expérimentale  de  la  rotation  do  la  Terre. 

La  manière  dont  l'explosion  est  produite  a  une  influence,  que  l'on  peut 
d'ailleurs  diriger  et  qui  permet  d'indiquer  un  type  d'expérience  propre  à  dé- 
terminer non  seulement  la  colalitude,  mais  encore  la  direction  du  méridien. 
Mais  le  calcul  de  Poinsot  n'est  pas  tout  à  fait  exact. 

Le  système  S  est  d'abord  en  repos  relatif  à  lu  surface  de  la  Terre  en  un  lieu 
de  colatitude  X.  Son  moment  d'inerlie  esl  A.  l.' ne  explosion  interne  se  produit 
dans  le  système  qui  se  rigiditic  ù  nouveau.    Son  moment  d'inertie  autour  de 
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Keller  (O.).  —  iDfluence  de  la  di»Unce  et  do  champ  de  viaibSilé 
sur  la  probabilité  d'être  atteint  par  un  projectile  dans  le  tir  des 
armes  à  feu,  les  explosions  de  coups  de  mines,  les  projections 
quelconques.  (622-640,  5  fig.). 

Le  sujet  de  cette  étude  est  très  différent  des  questions  qoi  sont  traitées  dans  , 
les  Ouvrages  de  Balistique,  soit  anciens,  soit  récents,  oA  Tan  ae  préoocape 
spécialement  de  la  précision  et  de  la  rectification  du  tir  exécuté  sur  un  bat 
déterminé.  Ici,  au  contraire,  on  essaye  d'établir  qnelqoes  BOtiona  élémentaires 
de  la  probabilité  d'être  atteint  par  un  projectile  quelconque  lorsque  Ton  n'est 
pas  défilé,  c'est- A-dire  à  l'abri. 

Tome  XX;  2*  aemestre  1891. 

Nillus  {A.).  —   Forces  d'inertie  dues  aux  bielles  motrices  dans 
les  machines  à  vapeur.  (187-220,  3  pi.,  a  tabl.). 

Les  machines  à  grande  vitesse  prenant,  aujourd'hui,  pour  la  fntipulaion  des 
navires  et  réclairage  électrique,  une  importance  croissante,  il  deTicn^  absolu- 
ment  indispensable  d'apporter  la  plus  grande  exactitude  dans  lea  calcnls*  qni 
tiennent  compte  de  l'inertie  des  pièces  dites  à  mauvemeni  aiiernaii/m 

La  connaissance  aussi  exacte  que  possible  des  efforts  dlnertiei  et,  ponr  y 
arriver,  celle  des  accélérations  des  pièces  en  mouvement,  pour  chacvn  de  leurs 
points  et  pour  chaque  position  de  la  manivelle,  est  le  but  que  Tantear  s*est 
proposé  dans  cette  étude. 

9*  Série.  —  Tome  I;  i*""  semestre  1897.. 

Sauva i^e  {E.)-  —  Note  sur  raccélération  des  pièces  à  mouve- 
ment iillcrnalif  des  machines  à  vapeur.  (277-282,  i  pi.). 

CornpIcintMit  A  Tarticie  susmenlionnc  de  M.  Nillus,  et  développement  de  la 
règle  de  Moïtr^  quf  peu  d'Ouvrages  ont  fait  connaître. 

Tome  II;  2*  semestre  189-2. 
Cohon  (C).  —  La  formule  d'exploitation  de  M.  Considère,  (i^- 

Discussion  du  Mémoire  de  M.  Considère^  paru  aux  Annales  des  Ponts  et 
Chaussées  (7*"  série,  l.  III,  i"  semestre  1892).  Cette  discussion  s'ajoute  ici  â 
f|U('lques  rétlexions  sur  rulilité  des  chemins  de  fer  secondaires  et  sur  les  ta- 
rifs. 

ISaiivage  {t\),  —  Ecoulement  de   l'eau  des   chaudières.    (19**- 
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Indication  des  formules  théoriques  et  description  de  quelques  expériences 
relatives  au  dégagement  de  vapeur  et  de  gouttelettes  d*eau  chaude  sortant 
d*unc  chaudière  sous  pression.  Il  est  à  signaler  que  le  jet  ne  possé<lait  pas  de 
partie  cylindrique  à  Pajutage,  mais  s'épanouissait  immédiateuient^  formant 
une  sorte  de  paraboloYde  de  révolution  dont  le  sommet  posait  sur  Torifice. 

Dans  les  conditions  et  entre  les  limites  des  expériences,  on  peut  dire  que  la 
plupart  des  débits  observés  sont  un  peu  inférieurs  à  la  moitié  du  débit  de  Feau 
froide  s*écoulant  dans  l'atmosphère  par  le  même  orifice  et  sous  la  même  pres- 
sion. 

Ledoux,  —  Étude  sur  les  pertes  de  charge  de  Tair  comprimé  et 
de  la  vapeur  dans  les  tuyaux  de  conduite.  (541-598,  3  pi., 
I  2  tabl.). 

Dans  un  tuyau  rcctiligne  et  horizontal,  la  perte  de  charge  z  est  exprimée 
par  la  formule 

K  étant  un  coefficient  numérique,  L  et  I)  la  longueur  et  le  diamètre,  6  le 
poids  du  mètre  cube  de  gaz,  //  sa  vitesse. 

En  présence  de  plusieurs  résultats  contradictoires,  Tauteur  a  fait  faire  à 
Anzin  un  certain  nombre  d'expériences  ayant  pour  but  de  vérifier  l'exactitude 
de  la  formule  et  de  déterminer  la  valeur  du  coefficient  K  (généralement  très 
voisin  de  0,001). 

Plusieurs  abaques,  annexés  à  ce  Mémoire,  facilitent  la  résolution  de  divers 
problèmes  particuliers. 


Tome  111:  i"  scmeslrc  189.^. 

Saniragc  {E,),   —    Pertes  de  char^^e  dans  les  conduites    d'eau 
d'après  la  formule  de  M.  Flamant.  (196-198,  1  pi.). 

Cette  formule  donne  la  perle  do  charge   J.    par    mètre  courant,    pour  une 
vitesse  moyenne  U,  dans  une  conduite  de  diamètre  D  : 

(O  D-J'i^  ('»«)*l'"; 

a  est  un  coefficient  numérique,  variable  avec  la  nature  de  la  conduite. 

En  y  introduisant  le  débit  Q,  en  mètres  cubes,  et  posant^'  --  1)  et  x  =  <V^, 
elle  devient 


j'V-(i)    x(.',«)"x. 


t^t    représente  alors  une  droite  passant  par  l'origine,  ce  qui    permet  d'établir 
un  sibaque  pour  la  résolution  graphique. 

f^a   formule  (i)  a  été  indiquée  par  M.  Flamant  dans  les  Annales  des  Ponts 
et  Chaussées  {-y  série,  t.  IV.  r  sem.  i^yO- 
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NadaL  —  Étude  théorique  du  rendement  réel  des   machines  à 
vapeur.  (ô-S-^So,  lofig.,  i  pi.). 

Théorie  de  la   transmission  de  la  chaleur  dans  les  parois  des  cylindres  des 
machines  à  vapeur. 
Théorie  des  diagrammes  des  pressions. 
Application  aux  locomotives. 

Tome  IV;  i*  semestre  1893. 

Considère.  —  Utilité  des  chemins  de  fer  d'intérêt  local.  Tarifs. 
Formule  d'exploitation.  (45-103:,  1  i5-i88,  3  fig.). 

La  Note  susmentionnée  de  M.  Colson  (t.  II)  a  été  également  insérée  aux 
Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  M.  Considère  y  répond  ici  en  apportant  des 
arguments  nouveaux  et  plus  décisifs,  d'après  lui,  pour  préciser  une  discussion 
technique  plutôt  <}ue  mathématique,  mais  qui  touche  à  des  questions  intéres- 
sant les  finances  publiques. 

Walck'cnaer  (C).  —  Mole  sur  les  relations  entre  la  pression,  le 
volume  et  la  temj)érature  de  Tacide  carbonique.  (420-483, 
5  pi.). 

États  physiques  ordinaires  de  Tacide  carbonique. 

Kecherches  expérimentales  antérieures  à  la  découverte  du  point  critique. 

Le  point  critique. 

NouTclIes  déterminations  expérimentales  du  réseau  d'isothermes. 

(lliijlcur  »lc  viiporisalinii  ;  clmleiirs  spcriliques  de  la  vapeur  saturée  cl  du 
li(]iii(Ic. 

LV'iualinn  (:ariirléristi(|ur. 

J'uclis  {L'.).  —  Throrles  iclalives  à  la  coordinalion  dos  soult- 
Ncinents.  Hcscau  pcrUa^oual  et  ri'scaii  lélraédrique.  (539-.)0|. 
:>.)  liir.). 

I.  Action-^  inécaniques  mises  on  jeu  par  un  soulèvement. 

ICxpcricrK  e  (l<.'  M.  <!<'  Chancourlois.  Kllorts  «l'extension.  Efforts  de  ronipr*^"'- 
>ion.  lOlloris  de  torsion.  Keproduetions  expéiiiiientaies.  Causes  originaires  du 
soulèvement.  Filons  niélallifères. 

II.  Principes  de  la  rotir«iinalion  <les  soulèvements, 
i"  Néces^^itè  «l'une  syrnélrie  sphériquc. 

■.>"  lilnde  de  la  symétrie  des  po!\è(lres  spliériques. 
'.>"  Péliniliun  d  «Icscription  des  ein«j  polyèdres  réguliers  sphériques. 
\"  (-lioix   du   mode  de   ^wnétrie  sphérique  applieabic  à  la  SNStémalisalion  du 
relief  terrestre. 

III.  Tlu'tiri»^  du  rideau  penlaiîonal. 

i     i'ilinilinn   d«s    <(rrl(<.    rremière    catégorie:  Orrle-^  primitifs.    IViiM'^^^^ 
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catégorie:  Cercles  principaux.  Troisième  catégorie  :  Cercles  semi-principaux. 
2*  Classement  des  cercles. 

IV.  Théorie  du  réseau  tétraédrique. 
1*  Exposé  du  système. 

2»  Objections  au  système  tétraédrique. 

V.  Représentation  des  grandes  lignes  du  relief  par  d'autres  courbes  que  les 
grands  cercles  de  la  sphère. 

VI.  Conclusions  générales. 

Malgré  les  immenses  travaux  accumulés  par  Elie  de  Beaumont  et  ses  dis- 
ciples, le  réseau  pentagonal  n'a  jamais  été  populaire,  et  il  a  été  abandonné  ces 
dernières  années  par  la  plupart  des  géologues.  On  peut  se  demander  quelles 
sont  les  causes  de  ce  discrédit,  qui  n'est  sans  doute  que  momentané.  L'auteur 
en  signale  deux  principales. 

Walckenaer  (C).  —   Sur  les  moteurs  électriques   à   courants 
alternatifs.  (^gg-G^y,  2  pi.). 

I.  Généralités  sur  les  moteurs  à  courants  alternatifs.  1.  Moteurs  synchrones. 
2.  Moteurs  à  champ  tournant. 

II.  Distribution  par  courants  diphasés  des  mines  de  Dccize.  —  Machines  gé- 
nératrices. Tableau  de  distribution.  Ligne.  Machine  rt''ceptrice# 

Tomo  V;  !•*■  semestre  1H94. 

Sauvage  (-fe\).  —  Revue  de  Mécanique  appliquée.  Pneumatique. 
(4 1 3-5 10,  3i  fig.). 

Importante  étude  où  sont  traités  les  sujets  suivants  : 

Bibliographie.  Notations.  Tracé  des  courbes  de  détente.  Formule  générale  du 
mouvcineiit  permanent  des  gaz.  Écoulement  par  un  orifice.  Frottement  des 
gaz.  .Mouvement  dans  nm*.  conduite.  Tuyauterie  d'air  comprimé.  Conduites  de 
j;az  d'éclairage.  Circulation  de  l'air  dans  les  galeries  de  mines.  Tirage  des  che- 
minées. Passage  des  gaz  dans  les  tubes  de  citaudières.  Ventilateurs  à  force  cen- 
trifuge. Principes  des  machines  ix  piston.  Ventilateurs  rotatifs,  assimilables  en 
principe  à  des  machines  à  piston.  Machines  soufflantes.  Compresseurs.  Moteurs 
à  air  comprimé.  Transmissions  pur  l'air  comprimé.  Machines  pneumatiques. 
Transmissions  par  l'air  raréfié. 

L'auteur  a  laissé  de  côté,  pour  ne  pas  allonger  ce  Mémoire,  deux  Chapitres 
de  la  Pneumatique,  l'un  relatif  à  l'emploi  de  la  puissance  motrice  du  vent 
(moulins,  panémones,  voilure  de  navires);  l'autre  aux  appareils  fonctionnant 
par  entraînement  de  l'air  ou  des  gaz  (échappement  des  locomotives,  souffleurs, 
aspirateurs). 

Tome  VI;  a*  semestre  1894. 

NadaL   —    Etude   théorique  ri   pratique   fies  locomotives  com- 
pound.  (.1-1 1.4,  .'>.  pi.). 
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L'application  du  système  rompound  aux  locomotives  a  fait  de  tK>s  grands 
progrès  daos  c«»s  «lernières  années.  Il  est  démontré  que  ce  système  est  avanta- 
geux. Mais  on  n'a  pu.  jusqu'ici,  préciser  d'une  façon  bien  nette  les  motifs  i*t 
l'étendue  de  cette  supériorité.  L'auteur  a  pensé  qu'on  peut  y  parvenir  en  appli- 
quant à  l'élude  dos  locomotives  compound  la  théorie  mathématique  des  ma- 
chines à  vapeur  dont  il  u  fait  connaître  le  résumé  dans  \ts  Annales  des  Mines, 

(t.  III,    l^yi). 

Tome  VU;  i"  somosiro  1895. 
Atisc/irr.  —  Ktiule  sur  récoulemenl  de  la  vapeur  dans  les  lu  vaux.' 

L'uuteur  est  amené  à  conclure  de  ses  expériences  qu'on  peut  réduire  fran- 
chement le  <iiainèlr(>  des  tuyaux  de  vapeur,  ce  qui  a  son  importance  dans  les 
machines  marines,  pour  lesquelles  on  manque  dVspace. 

Tome  VIII;  1'  semcslro  ïH<j3. 

liabu  (/'•)•  —  Calcul  des  cables  porteurs  de  plans  aériens.  {&m- 
650,  1 1  lij;.,  I  pi.). 

Ce  Mémoire  cT>mprend  tn»is  Chapitres  : 
Ktudc  d'un  ràhlc  à  vide. 
Action  exercée  par  une  charge  roulante. 
(Calcul  d'un  câble  en  charj;»'. 

Il  est  complclé  par  des  abaiiues  destinés  à  la  résolution  des  formules  serv.inl 
à  la  détermination  d«'s  éléments  d'un  càhie  assimilé  à  un  arc  de  chaînette. 

TninoIX;  i"  somoslro  i8«)<>. 
\<tciftl  (./.).  —    Throrir   de   la   slahililé   des   locomotives.    (  i  1  .^- 

La  quc>tioa  de  la  >lahilit«'-  <lcs  locomotives  a  <lc  tout  temp*  prc(»ccnpé  Ifx 
iiijîi'iiiriirs.  .Mai>,  m  vo\ant  la  diversité  des  s«)Iulions  adoptées  dans  la  pratique, 
il  e>l  faeile  de  reeoniialtie  (|uc  le  problème  n'est  pas  ecmiplètonient  ré>olii.  Cela 
lient  à  <e  (jiie  les  lois  des  luoiiveniciils  parasites  n'ont  jamais  été  établies  iielle- 
imiit  et  que,  par  enn^équint,  on  ne  peut  pas  se  n'nilre  compte  du  degré  de 
slabilit«-  d'un»'  ma»  bine  (binnêe. 

Le  piésenl  Mémoire  est  divisé  en  deux  P.irties.  Dans  la  première,  seule  i«  i 
in>èiée,  nn  éiiidie  le>  oscillations  du  bAti  dune  loeomotixe  sur  les  ressort^. 

C(f/'Cfi/t(fi,'f/rs.  -■  HccIhtcIh's  expc  riiiienlîilcs  sur  rrch.uillcnienl 
(le  l'air  paicoiiraiU  un  liivau  uiaiiileini  e\lérieui*euienl  à  une 
Il mpéraluif  (h'Urniim'e.  (.Vu)-;*).')-»,  •>.  li^.   1  pi.,   i  1  lahl.). 

Lcv  nia'  bine--  b>c,.mnii\r-  ne   penv(*nt   empori»r  t«Mil»-  re.m  néee^>ain'  .»  l»'Ui 
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alimentation  et,  à  plus  forte  raison,  celle  ({ii'il  faudrait  employer  a  la  conden- 
sation de  la  vapeur.  On  peut  donc  se  demander  s'il  ne  serait  pas  possible  de 
recourir  à  IVmploi  de  l'air  atmosphérique  comme  réfrij; tarant,  ainsi  que  cela 
s'est  fait  déjà  pour  quel(|ues  machines  fixes.  L'auteur  s'est  propose  d'étudier 
les  moyens  de  réaliser  celte  soluli(m,  mais  il  arrive  à  des  conclusions  tellement 
défavorableSt  qu'il  suffit  de  les  énoncer  pour  montrer  leur  impossibilité  pra- 
tique: 

1*  L'application  d'un  condenseur  à  air  aux  locomotives  se  traduirait  par  une 
perte  de  puissance  de  12  à  i5  pour  100. 

2*  Elle  nécessiterait  l'adjonction  aux  l(»comolives  d'un  appareil  tubulairc  vo- 
lumineux et  du  poids  de  3o  à  35  tonnes  et  d'une  soufflerie  encombrante  et  qui 
devrait  pouvoir  fournir  900  mètres  cubes  par  seconde.  Ce  dernier  dispositif  à 
lui  seul  serait  impossible  à  établir. 

On  peut  donc  affirmer,  sans  crainte  d'erreur,  qu'il  n'y  a  rien  à  chercher  dans 
cet  ordre  d'idées  pour  l'amélioration  des  machines  locomotives.  Cependant,  la 
question  parait  pouvoir  être  reprise  avec  plus  de  succès  pour  la  construction 
d'un  moteur  léger,  à  vapeur,  qui  servirait  à  l'aérostation. 

H.  B. 


RECUEIL  M.4THÉMATI0UE.  pibuk  (en  risse)  par  la  Société  aiatiiéma- 

TIQIE    DE  MOSCOV. 

Tomo  XVm  ;  1  H<>r., 
Procès-verbal  de  la  séance  du  [}jan\'ier  iSçji.  (v-xi.ii). 

Le  9  janvier  iS(|4t  1<*  Société  mathématique  de  Moscou  célébrait,  en  séance 
réunie  avec  les  membres  du  I\'  conjçrès  russe  des  naturalistes  et  des  médecins, 
le  vingt-cinquiémc  anniversaire  de  sa  fondation.  Il  y  avait  plus  de  trente  ans 
qu'un  petit  groupe  de  jeunes  professeurs  de  lu  Faculté  des  Sciences  mathéma- 
tiques de  Moscou  avait  formé  un  petit  cercle  ayant  pour  but  de  tenir  ses 
membres  au  courant  des  progrès  <les  Sciences  maihématiques,  au  moyen  de 
communications  originales  et  de  comptes  rendus  de  nouveaux  travaux.  Ce  fut 
de  ce  cercle  que  sortit  la  plus  ancienne  des  Sociétés  mathémalitiues  russes, 
celle  de  Moscou.  Peu  de  temps  après  sa  fondation,  parut  son  journal  spécial, 
le  Becueil  mathématique,  qui  fut  depuis  régulièrement  publié  parla  Société. 
Dès  lors,  le  nombre  des  membres  de  la  Société  mathématique  ne  fit  que 
croître.  De  nouveaux  adhérents  venaient  se  joindre  à  elle,  principalement  de 
jeaoes  mathématiciens  de  Moscou,  pour  lesquels  la  Société  se  présentait  comme 
une  école  de  haute  science.  Kn  même  temps,  l'organe  de  la  Société,  le  liccueil 
mathématique,  qui  occupe  aujourd'hui  une  place  importante  parmi  les  jour- 
naux mathématique*,  prenait  un  développement  de  plus  en  plus  grand.  Le 
jour  de  la  célébration  du  vingt-cinquième  anniversaire,  dix-sept  gros  Volumes, 
formés  chacun  de  quatre  Parties,  avaient  déjà  paru. 

La  «éance  solennelle  du  9  janvier  fut  ouverte  par  un  discours  du  président 
de  la  Société,  le  professeur  N.-V.  Bougaïell,  sur  l'origine  et  le  but  de  la  Société 
ri  sur  son  importance  pour  la  Science  ru^ise,  suivi  de  rhist<»rique  de  la  Société 
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retracé  par  son  scrrétairCt  le  professeur  B.-C.  Mlodzieiovrski.  Vini  ensuite  la 
réception  des  députations  apportant  des  adresses  de  félicitations  de  la  part  des 
universités  et  de  diverses  Sociétés  savantes  russes;  enfin  la  lecture  des  télé- 
grammes et  des  lettres  adressées  par  des  institutions  et  des  Sociétés  savantes 
étrangères  (dont  une  lettre  flatteuse  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
revêtue  de  la  signature  de  son  doyen,  M.  G.  Darboux). 

La  séance  fut  terminée  par  une  conférence  du  professeur  N.-E.  Joukovsky 
Sur  le  rôle  de  l'interprétation  géométrique  dans  la  Mécanique  rationnelle, 

Bougaïeff{N.-V,),  —  Intégrales  numériques  suivant  les  diviseurs 
de  caractère  mixte.  (i-54). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  toute  une  série  de  travaux  du  même  auteur.  Dans 
son  Ouvrage  Théorie  des  dérivées  numériques  {Jiec.  math.^  t.  V-VI,  1^70-72), 
M.  Bougaïeiï  a  déduit  plusieurs  lois  numériques  qui  découlent  de  Pétude  des 
intégrales  suivant  les  diviseurs,  et  donné  des  méthodes  générales  pour  la  dis- 
cussion des  fonctions  numériques.  Plus  tard,  dans  son  article  sur  les  fnté' 
grales  numériques  définies  suivant  les  diviseurs  {Jiec.  math.,  t.  XVII,  1895), 
M.  Bougaïeiï  a  étudié  les  lois  numériques  liées  à  ros  dernières  intégrales.  L*in> 
tégraie  numérique  définie 


^0(./), 


<i(/ii 


représente  la  somme  dos  f.)nrtions  6(rf)  prise  pour  tous  les  diviseurs  de  l'en- 
tier n  qui  sont  compris  entre  les  nombres  a  et  b. 

La  fonction  p{n)  qui  devient  égale  à  l'unité  pour  tous  les  nombres  n  mul- 
tiples de  Pf  et  à  zéro  pour  tous  les  autres,  joue  un  rùle  très  important  dans 
la  discussion  de  ces  intégrales. 

Dans  le  présent  Mémoire  se  trouvent  déduites  les  lois  numériques  de  carac- 
tère mixte;  elles  comprennent  diverses  intéprales  numériques  qui  diiïèrent 
entre  elles  non  seulement  par  les  limites  a  et  b,  mais  encore  par  les  nombres 
mêmes  n.  Les  pins  simples  lois  numériques  de  cara«tère  mixte  sont  cellcN  qui 
dépendent  des  fonctions  8(^/),  où  d  cl  0  sont  <leu\  diviseurs  complémentaires 
du  nombre  /i,  c'est-à-dire  tels  que  </o  —  n. 

Au  ctunmencenieiil  «le  «ion  Mémoire,  M.  Bongaïetr  déduit  par  la  di<ciission 
do  la  fonction 


u—n 


/(/n-    Js|   Vc.</) 


ti  =  1     u 


le  tliéori  ino  suivant  :  <«  La  soinnio  <los  fonctions  qui  expriment  le  nombre  des 

ili\isonrH  (piailratiquos  p«>ur  les  nombres  do  la  suite  1,   > /i,  est  égale  à  l.i 

somme  «les  fonctions  qui  expriment  le  nombre  «les  diviseurs  simples  ne  dépa>.- 
sanl  pa>  certaine^  linut«>  ".  v  C.o  théorème  est  plus  loin  étendu  à  des  diviseuis 
tie  doi;rè>  supérieur'».) 

r.n«»uito,  l'auteur  élutlio  «les  sommes  dans  le>«]uelie^  une  ou  plusieur>  fone- 
titwiN  arbitraire*»  entrent  sojis  le  sitino  il  do  riiitr-iale  numérique.  Kn  termi- 
nant. M.  lîouuaieird.MHje  piu^iours  lois  nunirrii|Ut  s  ,»  Vaul,-  d'expressions  dan> 
Ic'iqucile'i  le«»  lniiiii..n«.  nunientjue^  ou  Ifui^  .iruunirnls  itnt  un  earaeirrc  plus 
ennipl«*\«'. 
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tfe/vj' (/V.-F.).  —  Solution  de  quelques  questions  générales  de 
la  théorie  des  intégrales  numériques.  (Sig-SSS). 

Ce  travail  constitue  un  développement  des  méthodes  proposées  par  M.  Bou- 
gaïefT  dans  son  Ouvrage  Théorie  des  dérivées  numériques^  et  dans  quelques 
autres  travaux  du  même  auteur. 

M.  Bervy  part  de  l'étude  des  sommes  de  la  forme 

où  les  quantités  J7  et  ^  sont  les  racines  de  J'équation  indéfinie'Ç(a:,  ^'^  5)  =  o, 
dont  on  ne  prend  que  les  solutions  entières. 

Dans  la  grande  variété  des  sommes  de  ce  genre,  on  choisit  une  classe^  celle 
qui  jouit  de  cette  propriété  que  l'opération  directe  6,  à  Taide  de  laquelle  on 
tire  la  fonction  t  de  la  fonction  9,  et  l'opération  inverse  0-*,  qui  fournit  la 
fonction  9  à  Taide  de  la  fonction  t,  sont  liées  par  une  relation  rationnelle. 

Au  début  de  son  étude,  l'auteur  aborde  le  problème  particulier  suivant  : 
a  Connaissant  deux  fonctions  t(/i)  et  «(/(n),  trouver  la  fonction  9(71)  à  l'aide 
de  l'équation 

2]?(5)+(^)  =  T(/i), 

n 

étant  donné  que  la  somme,  appelée  intégrale  suivant  les  diviseurs,  est  étendue 
à  tous  les  diviseurs  £/  et  5  du  nombre  /?,  tels  que  d^  =  n.  Ayant  désigné  par 
6(9)  l'opération  à  l'aide  de  laquelle  on  tire  x  de  9,  l'auteur  examine  le  carac- 
tère de  cette  opération  dans  sa  répétition  réitérée  et  résout  facilement  le  pro- 
blème en  question.  Les  propriétés  fondamentales  de  l'opération  6  sont  ensuite 
étendues  à  des  sommes  de  forme  plus  générale,  dans  lesquelles  les  quantités 
x^  y  tl  z  sont  liées  par  l'équation  \{Xfy^  5)=  o.  De  cette  manière,  on  obtient 
la  solution  du  problème  généralisé. 

Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  s'arrête  sur  lu  résolution  des  é(|uations 
linéaires  aux  dérivées  numériques  de  la  forme 

D''x  -f-a,n''-'T  -h.  ..-f-fl„T  —  9, 

dont  les  coefficients  o,,  ...,  a^  sont  constants;  I)  est  le  symbole  de  la  dérivée 
numérique. 

Le  troisième  Chapitre  renferme  quelques  cas  particuliers  de  la  résolution 
des  équations  numériques;  ici  se  trouvent  étudiées,  entre  autres,  les  sommes 
dont  les  termes  dépendent  de  racines  d'équations  indéfinies.  Dans  le  quatrième 
Chapitre,  l'auteur  traite  des  développements  de  fonctions  en  séries  numériques. 
Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  expressions  asymptotiqucs  de  diverses 
fonctions  numériques. 

Aladov  (yV.-^.).  —  Sur  la  distribution  des  résidus  quadratiques 
et  non  quadratiques  d'un  nombre  premier  p  dans  la  suite 
I,  Q,  ...,/>  —  I .  (61-75). 

L'auteur  donno  cinq  lliéorcnics  <|ui  ciiriictéri'^enl  la  distribution  et   la   posi- 
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tion   réciproque  (ies  rc^idus  quadratiques  et   non  quadratiqaes  dans  la   suiltt 

Mlodzieiovski  {B,-C,),  —  Sur  un  cas  du  mouvement  d'un  corps 
[)esant  autour  d'un  poinl  fixe.  (76-85). 

Ce  travail  examine  le  problème  de  M*"*  Kowalcvski  dans  le  cas  simple  où  les 
composantes  p,  g,  r  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  corps  suivant  les 
axes  J7,  y,  z  et  les  cosinus  y,  y',  y"  des  angles  des  môuies  axes  avec  la  direc- 
tion de  la  pesanteur  sont  des  fonctions  rationnelles  du  temps.  Ayant  fait  tous 
les  calculs,  Pautour  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  «  Dans  le  mouvement 
absolu,  le  hodographc  mobile  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  et 

hodographe  fixe  une  courbe  transcendante;  dans  le  mouvement  relatif,  lc< 
deux  hod(»graphes  sont  des  courbes  unicursales  du  huitième  degré.  » 

Ef^oroff  {D,'Th.),  Sur  la  théorie  générale  de  la  correspondance 
des  surfaces.  (8G-10-). 

Sur  deux  surfaces  dont  les  points  se  correspondent,  il  existe  en  général  deux 
•syslcnics  de  lignes  dont  les  cléments  linéaires  rorrcspondants  ont   un   rapport 
ronstant  le  long  de  cha4]ue  ligne.  La  préscnlr  Note  a   pour  objet  la  rcclierclir 
cl  Tétude  do  ces  lignes. 

Dolhnia  [J.-P.),  Sur  Texpression  par  des  logarithmes  de  Tinlé- 


gralo 


(  MhS-i  •>()  K 
La  traduction  «le  celle  N«)te  a  été  insérée  dans  le  Bulletiny  t.  Wll...  n*  4- 

Ihdhnid  [J.-l^.\.    —  Sur  un  uotneau  cas  d'intégration    par  des 
lt>garilhuies.  (  iHi-Mi*»). 

F.ii  <c  <«M-N.inl   dt"»   n-^ulLit-i  «»hl«Miu<  *\ai\<  son   Mt^in«»irc   Sur  les  irtteçr€tlt'S 

/tstu'/ti'r/li/>tttfmx  qui  dt'pvfnlent  (f'unc  nicine  cubique  d'un  poiynome  du 

fntisi' ffie   </f:.T«    tx-tir   /iu/frfin.   t.    WII    ■.    r,nit<Mii    li-.iu\c   li*^    ib'ux    «  .i"   ou 

rinl«'::r.«l« 

r  X  dr 

.  '    \  \x  —a)\x  —  t^ 

^"i'\pi  iin«'  p.u-  ilt*«  li'.iMiihiui's.  Lv  pronùiT  Ci*  .1  !iru  y^tuv  b  =  .»«;  Ir  ilcuxirnir 
!.»■««  ptMir  //  —  —  ai.  '«n  3  rsl  l.i  r.i«ior  t  .-knipIrM'  de  ri->]U.iti'in  2''—  i. 

Ihdhni.i  >./.-/*.'.    -      Sur  la  rt'durliMii   do*;  iulé;:ralo>  ahélicnnes 
tlrniMîd.iHt   il  uii«"  r«|uali««ii  »d::rl»ri»]uo   l>inonu'.  •  <i  j--fiSS  ». 

I     -    |:;:i     j.iwV    :■>■■:.!•.-       i      '..1-     .    t-       .     :;in.i;1    "lit    •  t»     <1-»imii-'.    -lai-    le 
/  ...  -^  .•;■.     l     Wll.  ■      ~ 
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krovsky  (/^.-J/.).  —  Théorème  d'ucldilion  des  tondions  Irans- 
:endanle.s.  (i2i-i3(>). 

L'auleur  se  serl  des  propriétés  des  fonctions  algébriques  renfermant  des 
idicaux  quadratiques  et  du  théorème  d'Abel.  Comme  type  général  des  fonç- 
ons mentionnées,  on  peut  prendre  l'expression 


T    — 


F,(0+F2(0/ÏÏÏ7) 


il  y,,/},  r,,  Fj  sont  des  fonctions  rationnelles  et  R(^)  un  polynôme  du  degré 
p  +  i.  La  fonction  t,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer,  possède  les  pro- 
riétés suivantes  :  Le  nombre  de  ses  zéros  /i.-est  égal  à  celui  de  ses  infinis  m,; 
*  nombre  ne  peut  être  inférieur  à  p  +  i.  Fin  outre,  on  peut  définir  la  fonction  t 

l'aide  des  zéros  et  des  infinis  que  Ton  s'est  donnes  à  l'avance,  à  condition 
mtefois  que  p  des  inOnis  (on  p  des  zéros)  ne  soient  pas  arbitraires,  mais 
cprinics  en  fonction  des  autres  zéros  et  infinis. 

En  prenant  dans  le  théorème  d'addition  d'Abel  pour  les  limites  d'intégration 
supérieurs  et  inférieurs)  respectivement  les  zéros  «•  et  les  infinis  m-  de  la 
mction  T,  on  arrive  à  la  conclusion  que  la  somme  correspondante  des  inté- 
rales  de  la  première  espèce  s'annule. 

Au  début  l'auteur  applique  ce  théorème  aux  fonctions  elliptiques  sous  la 
orme  canonique  de  Weierstrass. 

On  forme  la  fonction  t  qui  possède  les  zéros  /i,  et  les  infinis  m-  suivants 

M  =  X,  X,  x;         /«.=  .«,,  .^,,  s^\ 

>ii  prend  I3  pour  infini  non  arbitraire,  les  quantités^,  et  s^  sont  arbitraires  ainsi 

ue  les  signes  des  radicaux  v/H(*iJ  et  v^lU^j)  ("n  leur  attribue  le  signe  -  ). 
'^*<  quantités  sont  évidemment  les  racines  de  l'équation 

(  (  _  aY-  b-{  W'-  S,  ^  -  A'3  )  =  -  'i^-(  i-'^^){t-s,){t-s,)r-.o^, 
coefficients  indéterminés  a  et  b  sont  fournis  par  les  équations 


a-^-b  v'4«i  -  A'2*,  —  ffi---  .V,.         a  —  b^\s\  -  g.s.—  g\  ■r=  —  s,. 
théorème  d'Abel  prendra  par  suite  la  forme 

ils 


f 


--       It     -T  i\ 


,      V'i-^'-.i,'.'*  — Â'.. 


irquant  que  les  racines  a,,  s,  et  *.  sont  liées  par  la  relation 


I 

.V,  -i-  s.  -'-  S^    ---    >        » 
\b- 


tiant  la  définition  connue  des  fonctions  Weierstrass,  on  aura 


l^{u  -■■  v)  •^   p{u)  1   .p(r)  ---  7 

I 


p'i'O     p'U') 
p{iO   ■  j>(*') 


Scivnres  mutin  m.,  y  srrir.  i.  \\I.  (M;ii  iS«j-.)  |;.'i 


(h>  SKCONDl!:   PAKTIi:. 

Un   (lidiiil   axer   la    iiit'^iiie   farilitr   In   tlicoivino  craddilion    pour  les  fonrliuns 
olli|)li(|iios  sons  la  forme  de  Jurolii. 

Lnlin  I  autcnt-  généralise  le  Lliéorciiie  d'addition  et  Tétend  aux  foortions 
ultra  ellipiicjues  (voir  Bulletin,  t.  XXj,  n*  4,  et  Jahresbericht  der  deutschen 
Matkcm(itiker]'ereinigung^  Bd.  IV). 

I^okrcnskv  (P.-.)/,).  —  Sur  les  fonclions  à  deux  argumenls  aiia- 
lo|^iies  aux   Iranscendanles    ellipli(j(ies  de   Weiersirass.  (oyS- 

Les  principaux  résultats  de  ce  Mémoire,  qui  constitue  un  développement  des 
idées  d<*  la  .Noie  précédente,  ont  déjà  paru  en  français  sous  le  litre  :  Sur  Us 
fondions  ttltraelliptiquesà  deux  arguments  {Bulletin,  t.  W,,  n"  4).  Quant 
aux  nouvelles  applications  ain^i  qu'à  l'extension  de  sa  méthode,  l'auteur  IfS 
donne  tlans  son  lra\ail,  publié  en  russe  :  Sur  les  principes  de  la  théorie  da 
/onctions  transcendrintes  qui  sont  régis  par  le  théorème  d^addition  [An- 
na les  de  ri'fÙK'ersité  de  Kiejjf,  \X<fi,  n"  'y). 

Schiller  (.\'.-AV).  —  Sur  rénergie  éleclroslalique  dans  le  cas  où 
le  ('oeincieul  diéleelrique  dépend  de  la  forre  du  champ.  n3"- 


sati'^fait  ropecli veinent  au\  équations  ^énérali>ées  de  Poisson  ou  de  Liplacc. 
l/aiilcin-  lu'tiiirr  rnsuile  (}mo  riiyp(»lln>«'  «jui  fait  dépendre  le  coeriirieni  Hi''- 
lf'clri«|iif  (!«'  la  loicc  du  cliamp  (.-Iccli  i(jur.  {\c  niénic  «}iie  la  coi  rclulion  ciiMc 
1.1  pîiiMi.iliililc  mii::fi<fii|ti«'  <|  l.t  for<'c  du  cliiiiiip  iu.ii:n('li((ue,  introdiii-ifil  u"'' 
Iniiciioii  |M>t<'iil  icllo  iiiiiltifoniic.  cl  l.i  ii<»iic.ii  de  rciMTi^ie  polcnticjlc  pcnl  *<'ii 
xcii'».  hc  iiit'nii"  miill  if(trrnilt"  dr  la  fourhon  (jni  i-xprime  la  force  (Iii'Immic 
m.i::iii|  i(|ii<'.  (I(|mmhIciiI  le»  plHiiomcncs  aii(|U('ls  IOnnIii;;  a  donné  li'  n-'iii  '!•' 
nui^'/icfic  /i  )  w/i'/csi.s  r\  i|iii  <«»iil  accoiiip.i  ::ii<-».  t[r  j.i  di^pcr-iinn  (!«•  ifinM;;!" 
(Irpcn-'T  |i<iiir  r.iimantati'Mi. 

\  r/./7/.s.s<M\-  (  /\-  /.i.      -  IjihIc  aiial>h(|U('  d'un  cas  du  nioinriiiciil 
(I  iiti  ((Mj)"^  pesa  II!  aulour  d'un  point   fi\<'.  i  i  ()  i  -•>.-  ^  ). 

L"i>j"'  'I'"  • '■  Iia\ail  ('vi  r<-(  iKJr  du  iMtoivniicnl  <l*tin  corps  .solide  anl'Hir  <l  un 
jiniiii  li\c.  joi^ijuc  je  rciiiic  «|{>  prasité  du  corps  s(î  micuI  d'après  les  i"i» 'I'' 
pondiili'  ^pln'i  Knir.  (,i-  1  .1^  a  clc  indique  poni  la  pr«'UHrre  fois  par  M.  H'"' 
(  M(itht'm'ilis(ln-  AiuKtlcu.  IM.  ;;7  ).  mais,  daii-^on  Mcinoirc,  plu-ictii»  l'i" 
priilrs  ('ssrniicllcs  du  niouNcuicnt  sont  rcslrcs  inexpliquées.  M.  NfkN-^''^^ 
<|Miiiic  uni'  .itialvor  dci.iilléc  des  dilléienlcs  pctipriclés  de  ce  inouvc-im^nt  tl<'"' 
se  sont  ans«.i  (»r(ii|ics,  «>ii   lUissic,  MM.  .louknvskN   cl   Mlodzieiowski. 

I)rsi:;fi..tis  |.at  \.  H.  i\  Ics  iiimiicnts  d'iiirrlic  par  rapport  au\  axe»  pi'ii  ' 
[..iii\  cl  iiMiiK  iiHins  p.ii  je  point  li\f  ()  ri  pi-is  poui-  a\cs  de*;  (dordoiin"*  ' 
i.    .   'Ian>-  !'■  ''»i|'-:    /    .   >    .   c„  -onl   les  c»»ordonnées  du  «•entre  de  ::rd\ite./    v 
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r  sont  les  projections  de  la   vitesse  an^nlaife  de  rotation  sui\ant  le*  axes:  v, 
7',  y"  sont  les  cosinus  des  anfjles  que  ces  axes  forment  avec  la  direction  de  la 
pesanteur. 
En  observant  les  conditions 

>-.=  o,       A(  B  -  C)xl=  C(  A  -  ii)zl       A  >  n  :>  c, 

les  équations  différentielles  du  mouvement  admettront,  outre  les  trois  inlér 
grales  algébriques  connues,  la  quatrième  intégrale  particulière  de  M.  He^>s 

\x^p  -r-  C z^r  —  o. 

M.  Nékrassow  introduit  à  la  place  des  cosinus  v,  y',  y*  les  quantités  t,,  ^,  ;, 
qui  sont  les  cosinus  des  ongles  que  forme  la  direction  OV  de  la  pesanteur  avec 
les  droites  orthogonales  suivantes  : 

I*  OH  l'axe  y  d'inertie; 

a*  La  droite  OZ  qui  passe  par  le  centre  de  gravite  Cm  ; 

3*  02  menée  normalement  au  plan  IfOZ.  Il  introduit,  en  outre,  la  variaMc 
imaginaire  \  -4-  it^  qui  est  figurée  par  le  point  i'sur  le  [)lan  £011  et  coïncide  a\ec 
la  projection  sur  ce  plan  du  point  V  (]ui  détermine  suivant  la  direction  OV  de 
la  pesanteur  un  segment  égal  à  1. 

Ayant  transformé  les  équations  différenrielles  et  leurs  intégrales,  Fauteur 
arrive  à  la  conclusion  que  le  mouvement  étudié  est  coniplètiMiient  déterminé 
par  celui  des  deux  points  remarquables  (1  et  v^  et  il  entre  sur  cette  question 
dans  des  détails  : 

I*  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  G  s'exprime  à  l'aide  de  fonctions 
elliptiques  du  temps  t  et  s'accomplit  d'après  les  lois  du  pendule  sphérique; 

a*  M.  Nékrassow  ramène  l'élude  du  mouvement  du  point  v,  lequel  détermine 
à  son  tour  le  déplacement  du  point  V  et  de  la  droite  OV  dans  leur  mouvement 
relatif  dans  le  solide,  ù  celle  d'une  é(|uation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques.  Les  inté- 
grales de  celte  équation  et,  parlant,  les  intégrales  générales  di*s  équations  dif- 
fcrcnlielles  du  mouvement  sont  des  fonctions  multiformes.  L'auteur  s'étend  sur 
la  recherche  et  la  discussion  des  intéjîralcs  de  ré(]uation  différenliclle  du  second 
ordre  ci-dessus;  cette  discussion  le  conduit  à  se  poser  la  question  suivante  : 
Pour  le  solide  donné  les  mouvements  périodiques  du  point  v',  aviint  pour  pé- 
riode au,  sont-ils  possibles  ou  impossibles? 

M.  Nékrassow  présente  le  Tableau  détaillé  du  mouvement  dans  trois  cas  : 

I'  Lorsque  le  solide  est  susceptible  de  réaliser  «leiix  moiivenients  asymplo- 
tiques  de  période  ato; 

a*  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  mouvements  asymploti<|ues  de  période  '.»w; 

3*  Lor>qu*un  seul  mouvement  asymptotique  «le  périrxle  aw  est  possible.  Ayani 
proposé  ensuite  des  caractères  simpliliés  de  l'exisimci'  drs  mouvements  asvm- 
ptotiques  périodiques,  l'auteur  termine  sa  discussion  j»ar  l'examen  des  cas  par- 
ticuliers. 

Bougaïf* ff  {\ .'\  .). —  La  mélhodc  des  appioxiniations  successives. 
Son  application  à  la  rosoliilion  numérique  des  éqtialions  ajtié- 
briqiies.  ('jt8f)-33f>). 


La  méLhoOi!  Uca  ipprciximationE  suiKMïiït'!  *ert  i  trouver  la  vraie  valeur 
riacannne  d'^iinis  lu  vnleur  dp  su  première  approximation.  ItcprfKniont 
vraie ,T*lenh  a  anus  In  larmr  i  =  >!+  «i-  oll  ',  es>  l'approximation  du  pren^ 
ordre  et  w,  l'crreiir  du  prcmirr  ordre.  Supposons  que  l'on  ail  iroavé  pouc — 
par  an  piocidi  f|ueli;onque,  i>nr  autre  ri>pres>ii<>n 

»  =  ?(»,)-(- i>l«,)=I,+  W,. 

La  qBRDtité  >,=  ip(gi, }  sera  l'appruitmation  du  second  ordre  ou  unefimc^:^ 
approchée,  at  u,  =  ^(u,}  l'frrEurdu  wcond  ordre  ou  une  fonction  de  l'erf^^ 
A  l'aide  de  lu  fonolion  approchée  cl  de  la  foortion  de  l'erreur  on  obiledt, 
les  Talenr»  approchtie»,  la  sfrie  d'i>gaTii^s 

.«.=  ?(»■).         i^=?(«,)=¥"'{»,).         ■■-.         •«.,  =  ?»'(«,». 

et  pour  les  erreur»  la  s^rie  d'égalité 

«.,=  iH  U,  ).  »,  =  -{((u,  ]  =  +("  (m,  ),  ....  u^,,  =  ^Wt  oi,  1 

Aprén  oea  déllnilinn^  M.  Itriugii)eir  donne  la  mélhode  algélirique  des  app. 
matioiu  *iux<»tiv«*. 
Soit  riqaatioa 

et  admettoBs  que  dobs  ajooa  trouTJ  a„  la  pnnnitre  valenr  approchée  de  b  n- 
cine  B,  arec  l'errear  w„  plus  )>etite  qae  I'bi        ~ 


I 


(• 


-■,)'-"!. 


(■ 


■i)'= 


—,r—^; 


Atlt\oppani-ea  les  premières  parties  d'après  le  binôme  de  NentoD,  et  diai  ti 
dernière  équation  substituons  à  al"  sa  valeur  tirée  de  l'équation  prnposée.Nou 
aurons  de  cette  manière  ^  ~  i  équations  linéaires  par  rapport  à  a,  i',  ....i^' 
Ayant  résolu  ces  équations  nous  obtiendrons 


ermin 

»n.s  P  et  Q  . 

dôpendenl  des  quantités 

oc,,»;,  ...,a5';lïdéiernil- 

dépe, 

nd  des  4uan.i 

liés  1,,  ...,  3^,  ainsi  qu 

«  des  quantités  «;."! 

fracli. 

onî=„.,, 

nous  donnera  la  fonctii 

on  approchée  et  ?=+(-,) 

urnin 

1  celle  de  l'err 

i:ia  du  second  ordre. 

er  la  fonclion 

approchée  du  troisième 

ordre  on  se  seri  des  éqm- 

A^ant  développé  les  premières  parties  d'après  la  formule  du  binôme  et  re- 
placé 11"  el   a""*'   par  leurs  valeurs   tirées  de  l'équation   proposée,  niws  "•>■ 
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On  trouvera  de  la  même  manière  les  fonctions  approchées  d'ordres  plus  élevés. 

M.  BongaïefT  applique  la  méthode  indiquée  à  l'extraction  des  racines;  il 
donne  des  expressions  intéressantes  pour  les  fonctions  approchées  de  divers 
ordres  que  Ton  obtient  dans  l'extraction  de  la  racine  cubique  des  nombres. 

Ensuite  l'auteur  propose  sv  méthode  fondamentale  des  calculs  approchés. 

Supposons  que  pour  la  détermination  de  la  valeur  approchée  de  la  racine  de 

Téquation 

/(at)=o 

on  ait  la  première  approximation  a,  et  la  première  erreur  Up  c'est-à-dire  que 
a=a, -f-co,;  on  obtient  par  la  méthode  bien  connue  de  Newton  la  formule 
approchée  du  second  ordre 

^-^     /Cl)      ■  /•('■)^.     ■  /•(»■)  ^, 

La  quantité  a,  étant  racine  de  l'équation 

/(«)  =  /(»i-+-w,  )=o, 
sera  également  racine  de  l'équation 

»/(«)  =  (««-+-  w,)/(  a, -h  u>,)=  o. 

Ayant  développé  les  fonctions  ci-dessus  suivant  les  puissances  de  b>^,  élimi- 
nons b),  entre  les  équations  obtenues  et  déterminons  iù\.  Ayant  ensuite  povié  la 
valeur  de  (o]  dans  la  formule  de  Newton,  nous  aurons 

^_^     .^  on  a-=r  •>"(*•>      ■  /M».)/"!^.) 

31  —  3lj-|-<«)j,  ou  2}  =   2|   — 


/'(«.)       /'(«.)[/(a.)/'(a,)-2/'Ma,)]' 


«3  est  fonction  approchée  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  la  fonction  approchée  du  quatrième  ordre,  il  faut  prendre  en 
considération  que  a  =  s, -f-<<>|  est  racine  des  équations 

/(a)=:o,         «/(»)=  o,         ol^/{ol)z=o. 

On  obtient  de  la  môme  manière  les  fonctions  approchées  d'un  ordre  quel- 
conque. 

En  terminant,  M.  Bougaïeiï  donne  l'application  de  sa  méthode  à  l'extrarlion 
de  la  racine  cubique  des  polynômes  et  au  développement  des  fonctions  algé- 
briques eu  séries  suivant  les  puissances  paires  et  impaires  de  la  variable. 

Bougaïeff  {N .-V^ ,) .  —  La  mclhode  des  approximalions  successives. 
Son  application  au  développement  des  fonctions  en  séries 
(suites)  continues.  (47i-5o6). 

Entendons  par  le  terme  suite  continue  le  résultat  de  certaines  opérations, 
répétées  dans  un  ordre  déterminé;  M.  Bougaïeiï  arrive  à  ces  sortes  de  suites  en 
appliquant  la  méthode  des  approximations  successives  au  ras  où  a,  et  u,  sont 
des  fonctions  des  variables.  Connaissant  la  fonction  approchée  'f(2,).  '»n  peut 
obtenir  la  suite  <ini  exprinic  oc 


L'anieoT  donne 


et  donae  i  la  loin 

eléi  de  diffirâitCï  I 

Soit  l'tquation 

ob  a  eit  une  roarii 
et  u,  la  premitiv  i: 
la  méi^odefoaduiii 


ile.  C'cit  la  recbETCliï  des 
pr^enl  UémoirF, 


•=    "i- 


Li  série  des  agiproiimation*  aiicceuîTM  s'exprioen  aoni  la  fonaei 
tiou  O],  a,,  .. .,  a_^,  htcc  dei  errean  de  l'ordre  i,  4<  -  ■  ■>  ^^^ 

Si  la  toDCtioD  ipprochée  a,  e«t  le  déreioppement  de  a  anîTaBt  IM  pi 
croiiuDtes  de  la  Ttriabie  avec  née  approximatloD  de  l'ordre  p  II 
il  est  facile  de  u  ccaTaiocre  que  a,  cet  le  déTeloppfement  arec  «M  IfC^- 

nation  de  l'ordre  3|i  +  i;  a, a*ec  nae  apprQiîntatloa  de  l'oidi* (|^+'i 

et  ainti  de  lulte. 

Si  a,  est  le  développe  me  al  de  la  Tonction  a,  ïuiTant  les  pniuancei  néptM* 
de  X,  avec  une  approiimatiun  de  l'ordre  — {i,  a,  csl  le  développement"*' 
une  approximation  Je  l'ordre  --  (3|i  + 1),  et  ainsi  de  suite. 

A  litre  d'applications,  l'auteur  donne  tes  développements  en  sailH  c°°~ 
liniies  du  logarithme,  do  la  foiicliuii  exponentielle  et  des  foDctioni  circaliiro 


M.  Uougaïeir  termine  en  [ 

qui  satisfont  à  des  équation 

JJougateff{j\.-V.).  — 
sives.  Son  applicalio 
Tii^lor  et  de  Lagi-angf 


isiun  de 


L  méthode 


I  toocli»»' 


méthode  des  approximations  succes- 
L  la  représenlalion  des  ihéorèro"  <!« 
lUs  une  forme  Iransformée.  (SBfr-Sg;)- 


loiie  il  été  présenté  par  M.  Darboui  i  VMtàmti'* 
Comptes  rendu»,  t.  CWI,  séanccdu  3u déceoibK '*9'' 


"Stiliinine  {b'.-T/i.).   —  : 
iKigalivo.  (507-5 18). 


irface  à  cotirbiire  consiaf'^ 
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lnclrée\'  iC,-A,^.  :\êkr(tssoKv  (P. -A,)  et  Jouk(n\sky  (  .\'.-A'.).  — 
Vie  et  travaux  scientifiques  de  Vassili  Grigoriévitch  Imsolié- 
iielskj.  (347-467). 

Cette  vaste  innnograpliic  contient  Tunalyse  de  lu  canicie  et  des  travaux 
scientifiques  de  l'un  des  plus  distingués  parmi  les  savants  russes. 

V.-G.  Imschénetsky  (né  le  \  janvier  iH'i^.  mort  le  a4  ">«•'  **^y-)>  après  avoir 
étudié  les  Mathéniati(iucs  à  l'Université  de  Kazaii,  pararlieva  son  instruction 
à  Paris  (i8^vi-i864),  où  il  suivit  l(;s  cours  des  célèbres  professeurs  Duhamel; 
Lamé,  Liouville  et  M.  J.  Bertran<l.  Kn  i8()'>,  V  -(j.  Imschénetsky  fut  nommé 
professeur  de  Mathématiques  pures  à  l't'uiversité  de  Kazan;  depuis  Tannée  i87y, 
il  professa  pendant  dix  ans  la  Mécanique  rationnelle  à  l'Universilé  de  Kharkov, 
en  iH8i,  il  fut  élu  Membre  de  rVcadémie  impériale  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg. 

A  la  première  période  de  sa  carrière  scientifique  se  rapportent  deux  de  ses 
travaux  importants  :  Sur  l'intégration  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  Ktude  sur  les  méthodes  d  'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes (*).  Le  premier  de  ces  travaux  de  Imschénetsky  figure  également, 
dans  ses  parties  essentielles,  d;ins  l'Ouvrage  de  Mansion  (-);  son  second  tra- 
vail a  été  joint,  comme  Appendice,  à  la  traduction  allemande  de  l'Ouvrage  de 
Mansion  ('). 

C'est  de  l'année  iS'îq  que  datent  les  rapports  intimes  qui  s'établirent  enlie 
V.-G.  Imschénetsky  et  le  professeur  HoUcl.  C'est  lloùel  (|ui,  dans  ses  belles 
analyses  et  traductions,  tenait  les  savants  de  l'Europe  occidentale  au  courant 
de  l'état  et  des  progrés  des  Mathémati(iues  en  llussie  (  il  a  dû  connaître  le 
Lobatchefsky  ).  Lj>rsque  M.  G.  Darboux  eut  fondé  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  HoUel  s'adressa  plusieurs  fois  à  Dnschénetsky  pour  le  prier 
d'attirer  des  savants  russes  à  la  collaboration  de  ce  journal.  Pour  salisfuire  le 
désir  de  IloUel,  Imschénelsky  a  profité  du  grand  Congrès  des  naturalistes  et 
des  médecins  russes  à  hiell' en  1H71.  Dè>  lors  commencèrent  <"ntre  les  mathé- 
maticiens français  et  russes  des  rapports  parfaiteiiient  bien  établis  par  l'inler- 
médiaire  du  liulletin.  Imschénetsky,  (pii  avait  bcainoup  contribué  à  propager 
ce  journal  en  Kussie,  devint  dans  la  suite  son  collaboraleiir  permanent. 

V.-G.  Imschénetsky  laissa  une  longue  série  de  travaux,  en  tout  quaranlc- 
ifuatre  Mémoires.  Les  principaux  de  ces  travaux  se  rapportent  au  domaine 
des  équations  différentielles  :  outre  les  iKi^.xw  Ouvrages  (jue  nous  venons  «h* 
citer,  il  a  publié  seize  Mémoires  (fui  ahoidenl  des  sujets  inléiessants  et  variés (*;. 


(')  Ces  diMix  Ouvrages  ont  été  traduits  en  français  par  Hofiel  (ancien  profes- 
;ur  de  Bordeaux)  et  imprimés  dans  r.l/r/</i'  der  Mathematih  und  Physik  von 
rrunert  (t.  L,  i><«K)  et  LIV,  iS;»)* 

(-)  .Mansion,  Théorie  dy.'s  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
rdre.  Paris,  i S •;."). 

(')  Mansion,  Théorie  der  partiellen  iJiJferentialgleichun^en.  ucbcrselzt  von 
laser.  Berlin,  \>^\y>. 

(')  <Miatorze  de  rcs  Mémoires  ont  |)arn  dan^^  différents  journaux  ru»<*s,  un 
ans  le  /iuiletin  el  un  autre  dan*'  lc>  Mémoires  de  la  Société  royule  des 
r ir lires  (le  Lir^r. 


7a  •  SliCONOIl  l'AIITIK. 

Lca  tutrH  iriTaui.  ili^  V.-G.  Iiiisclii!acLsky  tourlicnl  aai  dlITérentM  ftHit»  4n 
MaLhéroiliqitM,  U-llcs  c|i)e  log  proprièi^i  du  qucliguct  (uucTtion»  inipurtinio,  I) 
théorie  det  inlégruk'?  dcfinie^  cl  des  qusdrslurci,  t'a ppli cation  lie  ['AdiiIjm'.  « 
la  Géométrie,  l'AI(,'i']>re  8u[wrieun:,  Ih  (léniuétrle.  le  Calcul  deï  protuliiliiri. 
Parmi  ces  travam.  ciioas  ses  Mémoirea  Sur  let  /oiicliom  de  Jacqmi  lltr- 
nouUi  et  MW  t'expreaiion  ■de  la  dlfféitiict  entre  une  iomme  al  wr.  i«lt- 
graU  de  mimt*  timite»  ('],  et  Sur  la  génèralitalion  de*  /oactiMi  de 
Jacquet  Bernculli  { '  ). 

Oa  a  encore  d*:  luiai^liénctsk}  trois  liiiides  »ur  la  Mécanique.  <fuu>  "om 
citooi  It  Mémoire  :  De'urminaiioit  en  /oncliont  de»  coordonnées  île  lajutt 
gui  fait  mowfoir  un  point  matériti  sur  une  leelîon  caniijue  (  '  I,  <|ui  "><- 
ferme  la  réulotioii  tiu  problème  de  M.  J.  Il«ru-and. 

Plii*iear«  articli.-s  ilu  présent  Vulunie  du  flecueli  mur/ienmii'jae  i-M  '"«- 
Mcrét.i  la  mémoire  de  V.-C.  lmschéuot><kj. 

Imsçhénetsky{\  .'G .}.  ~~  Ap]>licaUuii  dca  expressions  compleies 
imagiBaires  à  Ih  forniiUioii  de  cfrlaiiis  systèmes  cuinplélemciil 
inlégrabtes  dV'qnalions  canoniques  et  il'éqnavions  biik  d^rii'^» 
partielles.  {iSaà-U.i*')- 

Ce  JUéinoire,  qni  »  ,'ii-  in-rr.-  iltm?  Il-  BulUliii,  t.  W.  iH;'i.  ,■,!  ■crupllcaitiii 
traduit  du  Irançai*  fii  rii^mi'. 

Imsckénetsky  {W-G.}.  —  Noie  sur  les  éqii.itions  an»  ili'rivéc» 
partielles.  (Sâ-lju}. 

Cette  Note,  traduite  eu  russe,  a  été  publiée  Jids  In  Memoiret  de  la  SoàlH 
royale  dea  Science»  de  Liège,  t.  VÎI.,  1878,  et  donne  la  g^nérailMliiifi  4" 
conrlusions  de  l'article  préciîdenl. 


^7;V- 


il  est  facile  de  : 


(')  L»  Lradiiriion  françai»?,  faite  par  HoUcI,  a  piiru  dans  \t  Giornate di Malt- 
matiça,  t.  l\,  1871. 
(')  Mémoires  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint  PèUriio'rê- 

(')  .Ifeiiioirt-s  i/c  la  Socirlc  des  Sciences  physiques  et  naturelles  d<  Bm- 
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1*  Pour  un  syslcmc  d't^qualions  canoniques  de  Tordre  4^» 


dli 

dp) 

dq'i 

àV 

~    dV 

dV 

dp, 

àq'i 

dp'i 

où 

F--=F(I!.  G), 

on  connaît  déjà  deux  intégrales  H  =  const.  et  G  =  const.,  dont  une  peut  être 
remplacée  par  l'intégrale  F(H,  G)  =  const.  Pour  pouvoir  appliquer  directe- 
ment le  théorème  de  Poisson,  il  est  nécessaire  de  trouver  encore  une  intégrale 
de  ce  système. 

2*  On  peut  choisir  d*une  certaine  manière  a/i  fonctions  G,,  H,,  ...,  G„,  II„, 
de  quatre  variahles  chacune,  pour  que  la  parenthèse  de  Poisson  se  réduise  à 
zéro;  si  nous  faisons,  dans  le  système  d'équations  canoniques,  la  substitution 

F  =  F(G„H„  ...,G„,  HJ, 

il  deviendra  complètement  intégrable.  En  effet,  la  moitié  de  ses  intégrales  est 

n^.=  const.,        G.  =  const.        (1=1,2 n)\ 

l'autre  moitié  des  intégrales  du  système  sera  fournie  par  le  théorème  de  Liou- 
ville  {Journal  de  Mathématiques,  t.  \X,  i835). 

3*"  Ayant  effectué  jusqu'au  bout  l'intégration  du  système  canonique,  nous 
trouverons  en  même  temps  les  intégrales  d'une  ou  de  plusieurs  équations  aux 
dérivées  partielles. 

Né/crassoiv  (P.-A.).  —  A  propos  d'une  Noie  de  V.-G.  Imsclic- 
nelsky  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.  (468-470). 

Ici  l'auteur  donne  une  généralisation  particulière  des  conclusions  précédentes 
de  M.  Imschénetsky. 

JVckrassow  (P.-A.).  —  Sur  les  équations  différenlielles  cano- 
niques simultanées  liées  aux  quantités  complexes  dépendant  des 
racines  d'une  équation  alj^ébrique  irréductible.  (689--;  10). 

L'auteur  examine  d'abord  les  é<iualions  canoniques  qui  sont  liées  aux  pro- 
priétés des  quantités  complexes  dépendant  de  la  racine  carrée.  Il  est  facile 
d'étendre  à  ce  cas  toutes  les  conclusions  faites  par  V.-G.  Imscliénetskv  dans  sa 
Note  sur  tes  équations  aux  ctc'rivées  partielles. 

Ensuite,  M.  Nékrassow  étudie  les  équations  canoniques  qui  dépendent  de  la 
racine  w  d'une  équation  algébrique  irréductible  du  degré  v. 

Soit 

-t  ^^^  y  V  *  •  '   **  I  '   **  J  ♦    •  •  •  »   «^  t  )  % 
OÙ 

^i=  ?o,.-+-  ri,/»'-^-  f:,i»'''-+---^?v-l,.»''"'  ('  ^^  »,   -î /.  .1. 

Admettons  que  9^,   soient  (le««  fniieiions  de    »m   variables  p^,  /fj />„,,  7,. 

7."  ••••  7,ri  M"'  "*'  renfernioril   |>;i<  la  raeine  «*,  et  posons  que,  ,\\^rt<  la  Mil»sii 


SEl 

ON[)K  1 

AIITIE. 

:  |>rpii 

;^  Il 

-.-[l,H-'  + 

-.+  ll.« 

CJio 

si«f,i,s 

0»  fuocllons  ipj^, 

dr.  [nçoo  (| 

uc  Ici  tondJlioila 

(tl 

,H,)=o        (( 

v;    J  = 

■  ï 

.-,.  i 

-1) 

i^ol 

remplie. 

4 

Si  t 

funcUuDs  H,.  H 

„  ..-.  H, 

pus 

(le  m 

liant»,  un  «ouo 
l"  = 

Il  Klurs  V 
K(H„  !1. 

nWgMk» 

■■-.  H.) 

du 

aï.l4n. 
..m). 

i 

Si  1«  Donibrii  m  est  éeal  1  v,  un  cuddhII  1b  niuitic  lim  iiil^gruld  itu  ijllA» 
eaimnlque;  l'uutre  molli*  l'oblicndn  i  l'aiiîe  du  Uiiiurime  de  Li'iunH*-  On  j 
nn  ta*  int^ssunt,  lorsifue  ft=i;  les  ronclions  f,,  f„  .-..  e„,  «inl  dlo- 
ai^iilM  les  intifntM  du  sj'slàrrif  einonique  consid^rd. 

Kd  leniiinaîJt.  l'inteur  étend  srs  rcrhircbcs  an  cas  d'un  système  canon i^ 
dépendant  du  l'cuseiiiblc  d«  racin«  de  plusieurs  équaliaus  alg^briquo  Irrt- 
tliirtibtFi. 

^êkraxsaW  {t*.-A .).  —  Addilion  un  Mémoire  sur  les  ^((intinni 
(liFTércnt telles  canoniques  liées  a\i\  quaritîlés  complexes,  ("i^ 
723). 

Ici  l'iiutcur  Toarnlt  des  ai  mpli  lira  lions  d*ni  Im  r^ultals  aussi  bien  ^uttm 
Id  fomie  pont  quelques-unes  des  relations  qui  se  rencootrenl  dans  sou  Hcuihic 
précédent. 

Mechtchersky  {J.-V .).  —  Noie  à  propos  d'un  système  d'équations 
canoniques  de  V.-G.  Imschénetskj,  inlégrable  pardes  quadra- 
tures, et  sur  les  forces  analytiques  de  M.  Lecornii.  (""-"")■ 

Dans  son  Sltnioire  Sur  le>  força  analytique!  {.Journal  de  l'École  fn^y 
technique,  i86j,  cah.  LV),  M.  Lecornu  étudie  le  muutemcut  dans  na  pi»  d'M 
point  iiiGtéricl,  sollicité  par  des  Torccs  dont  les  projections  \  et  ï  sur  trs  aici 
des  coordonnées  satisfont  à  la  condition 


X  -i-  Y  v- 


=/{^+r^-'). 


dilTérentielli's  du 


.W-Aïassoiv  (/'.-.(.}.  —  <>uclqiies-uiics  des  ci]ualious  de  la  l)vn 

nii([iio    iril(':;r.iMc-.    \tar  la   iiiétiiodc  dc>    ijiiantitcs  compleit 

(7;,s-;:;:,,. 
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L'auteur  montre  que  la  méthode  généralisée  des  quantités  complexes  peut 
être  appliquée  à  une  série  de  questions  de  Dynamique  dans  lesquelles  les  forces 
ont  un  potentiel  et,  partant,  les  équations  du  mouvement  admettent  Tintégrale 
dos  forces  vives;  il  examine  deux  cas  particuliers. 

JVékrassow  (P. -A,)  —  Sur  la  règle  de  V.-G.  Imschénclskv  pour 
trouver  les  intégrales  rationnelles  des  équations  difTérenlielles 
linéaires.  (33--346). 

La  question  dont  il  s'agît  avait  déjà  élé  résolue  par  Liouville.  V.-G.  Imsché- 
netsky  a  introduit  dans  sa  solution  une  plus  grande  coordination  :  il  a  donné 
un  procédé  basé  sur  l'emploi  d'un  facteur  d'intégration  particulier.  C'est 
M.  Nékrassow  qui  démontre,  en  toute  rigueur,  que  ce  procédé  de  V.-G.  Imsché- 
netsky  fournit  sous  une  forme  concise  la  solution  la  plus  élégante  de  lu  ques- 
tion. 

y\ékrassow  (P.'A,),  —  Sur  la  méthode  de  V.-P.  ErniakofT  pour 
trouver  les  intégrales  rationnelles  des  équations  différentielles 
linéaires.  (275-288). 

Cette  Note  a  pour  objet  la  discussion  de  la  méthode  proposée  par  M.  Erma- 
kolT  dans  les  Annales  de  r Université  de  Kieffj  «894. 

Appelroth  {G,-G.),  —  Observations  à  propos  de  la  Communi- 
cation faite  par  le  professeur  A. -M.  Liapounov  à  la  séance  de  la 
Société  mathématique  de  tyliarkov,  le  10  mai  1898.  (723-"9.y). 

Dans  le  premier  paragraphe  de  son  Mémoire  bien  connu,  M*"*  KovNalcvski 
avait  montré  qu'il  n'existe  que  trois  problèmes  (celui  d'Euler,  celui  de 
Lagrange  et  celui  de  Kowalevski),  lorsque  les  intégrales  générales  du  mouve- 
ment seront  des  fonctions  uniformes  du  temps  n'ayant  pas  d'autres  points  sin- 
guliers que  les  pôles.  Cette  question,  qui  avait  soulevé  des  discussions  très 
vives  parmi  les  savants  russes,  a  été  complètement  résolue  par  les  recherches 
de  MM.  Appelroth  et  Liapounov. 

La  présente  Note  contient  une  réplique  que  M.  Appelroth  adresse  à  M.  Lia- 
pounov. 

J^x  trait  des  procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  mat  hé- 
matitjue  de  Moscou,  (736-749). 

P.   M.   P. 


-r,  SECONDE  PARTIE. 


ZEITSCHRIFT    fur   Mathêmatik    vnd  Phtsik  (*). 

Tome  XXIX;  i88î. 

Kcssler  (F.).  —  Sur  rachromatlsme.  (i-24i)- 

/kjhn  (C.).  —  Sur  la  longueur,  ragrandisscment,  la  clarlé,   le 
champ  des  lunelles  de  Kepler,  de  Rarasden  et   de  Canapani. 

WorpitzLy  (./.).  —  Sur  la  décomposilion  en  fraclions  des  fonc- 
tions et  rapplicalion  aux  fonctions  de  Bernoulli.  (45-54)- 

Kn  parla  ni  de  la  formule 


«?«-' 


B(;r,  n)  -n    D"-' 

=  =0     o*  — i 

l'auleur  dcveloppc  la  fonction  B(x,  n)  en  série  de  Fourier. 

Schumann  {A.).  —  Le  théorème  d'addition  des  fonctions  clli|v 
tl(|ues  déduit  do  la  théorie  des  coniques.  (4î>-6i). 

Application  du  théorème  de  Poncelcl  sur  les  polygones  inscrits  et  circon- 

scriis. 

Mrhnikc  i  //.  ),    —  Hcpréscnlation  siin|)Ic  dos  nionionls  d'inorli»'. 

(fil  -(\  \  ) . 

Siih-titiilion,   iiii    volume   ronsidcré,   de   poiiils    tiiatériels    ayant    les    mômt -« 

riioiiK-nts  d  iiiorlic. 

/w'.s.v A '/•(/•".  I.   —  Kssais  d(î  dioplrirpic  «graphique.  (()5--3  ). 

Ilolm   ((\).   —   SiM'   la    loii^uour,    ragrandisscment,    la    clarlé.  le 
(•liam|)   (les   luiiollos   do    Kepler,  do  Uamsden  et    de    (',inn|)ani. 

('74-()()). 

Sioll.  —  Sur  lo  (juadrilaloro  s|)liéri((uo   inscrit   dans   un    cercle, 
circonsorll  à  un  aulio  corclo.  (^()i-i  lo). 

Mdhii'i'.    --  Sur  les  Mirfaoos  Iriplcmont  orlliogonalcs.    «  i  i  i-i  i-;. 


(  '  !    \  '"M    l'.ullctin.  \  .  |).   i-i 
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Thomae  (/•).  —  Calcul  des  modules  des  fonctions  lliéla  de  Ro- 
senhain.  (1  i"-i  19). 

Formules  d'approximation  où  les  termes  négligés  sont  du  vinglième  ordre. 

Holzmiiller  (G.),  —  Relations  des  hyperboles  et  des  iemniscales 
d'ordre  supérieur  avec  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions. 

(|20-I23). 

BeyeL  —  Remarques  sur  les  centres  des  sections  planes  d\ine 
quadratique.  (123-127). 

Siolz  (O.).  —  Sur  une  Communication  de  l'auteur  insérée  dans 
le  vingtième  Tome  de  la  Zeitschrifty  sous  le  titre  :  Preuve  d'un 
théorème  sur  les  séries  de  puissances.  (127-128). 

Il  s'agit  de  l'extension  du  théorème  d'Abcl  sur  la  convergence  uniforme. 

Sôklen  (O.).  —  Sur  la  courbure  des  surfaces.  (129-142). 

Sur  les  surfaces  homofocales  ayant,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second 
ordre  avec  une  surface  donnée. 

Ueymann  (W^.).  —  Sur  les  équations  difi'érentielles  qui  s'in- 
tégrent par  les  fonctions  hypergéométriques.  (i44"J59). 

Intégration  de  l'équation 

L'auteur  signale  aussi  des  équations  du  premier  ordre  intégrables  par  les 
fonctions  hypergéométriques,  par  exemple  l'équation 

cl  Y 

Schrœter  (fl.),  —  Quelques  théorèmes  sur  les  coni(|ues.  (iGo- 
169). 

lieyel  (C).  —  Construction  linéaire  de  la  quadrique  qui  passe 
par  neuf  points.  (170-176). 

Zimmermann  (//.)•  —  Sur  les  coniques  passant  par  trois  points 
et  tangentes  à  une  droite.  (176-183). 

Thacr,  —  Le  rapport  anharmonique.  (!83-i8G). 


7S  SECONDE  PAHTIE. 

W'eiler  (A,).  —  G(*néralion  de  complexes  du  premier  et  du  second 
degré  au  mojen  de  congruences  linéaires.  (187-191). 

Extension  d'un  Mémoire  inséré  dans  le  Tome  XWII  de  la  Zeiischri/t. 
Ueilcr  (À .),  —  Remarques  sur  quelques  complexes.  (191-191). 

Kuttnpf  {n\),  —  Introduction  d^observations  incomplètes  dans 
le  Calcul  des  probabilités.  (ipS-ai  1). 

Griibler  (J/.).  —  Sur  les  centres  de  courbure  des  roulettes.  (211- 

Greincr  {M.),  —  Surface  d'une  ellipse  inscrite,  circonscrite  ou 
conjuguée  ù  un  triangle.  (22^-238). 

Schirek  {C .),  —  Sur  le  problème  des  normales  à  Tellipse.  (229- 

Hossfeld  CC.K  —  Sur  la  théorie  des  courbes  gauches.  (242-'4.|4)- 

Zoria  (G.).  —  Démonstration  géométrique  de  propriétés  connues 
d'une  forme  cubique  binaire.  (245-25o). 

La  forme  est  représentée  par  trois  points  sur  une  conique.  Toutes  les  former 
qui  ont  mt^me  hessien  sont  représentées  par  des  sommets  de  triangles  ioscrits 
dans  une  autre  conique  bitangente  à  la  conique  proposée  aux  points  qui  repro- 
>onlent  le  hessien. 

licyci  \  ('.  '.  —  Sur  les  triangles  liomologiques  réciproques  par 
rapport  à  une  conique,   et  sur  une  réciprocité  spéciale.  \  •>.')o- 

/\0(irn(*rr:s  »^  .  •   —  Conslruclion  simple  d'une  ellipse  dont  (»n 
ionnaît  doux  diamètres  conjugués.  «  :>j '»-.*. ,>(i  ». 

f/rynifinn    i  M.  .      -    IViur  Kinlégralion    di^s   équations  difTéren- 
liollo-».     .>.')■-:*"  I   . 

#  # 

lîivlii'lion  ■!     roju.iîion  de  JaC'">l-i 

M   i.r   -    N    h   -  V    '   M     -  V  J_- 
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Hink.  —  Sur  quelques  intégrales  abéliennes  du  premier  ordre. 

(27->.-283). 

Il  s'agit  des  intégrales  de  la  forme 

(ix 


I 


«    ri7— _vu 


—  » 


v[K(ar)] 
où  l'on  suppose 

[  R  (  X  )1*  -  (  j:  —  a,  )i*t  (  ;r  —  Oj  ):*> . . .  (  X  —  a,„  )»'m  ; 

l'auteur  détermine  les  onze  formes  possibles  pour  lesquelles  on  a  />  =  i  et 
applique,  dans  ces  onze  cas,  le  théorème  d'Abel  à  l'intégration  algébrique  de 
réquation 

dx,  dxn 

— = =  o. 


«/ri>-rz-Mi,       '}r 


v[R(-^.)l*       VIIUj?:)? 

Thomae  («/•)•  —  '^^  système  des  cercles  d'un  plan  et  sa  représen- 
tation dans  l'espace.  (aSa-So/J)- 

Étude  du  mode  de  représentation  que  voici  :  soit  K  une  sphère  tangente  au 
plan,  et  P  le  point  de  la  sphère  diamétralement  opposé  au  point  de  contact  : 
à  chaque  cercle  (C)  du  plan  on  fait  correspondre  le  pôle  (y)  du  plan  du 
cercle  (C)  de  la  sphère  qui  est  la  perspective  du  cercle  (C),  le  point  de  vue 
étant  en  P;  inversement,  à  chaque  point  de  l'espace  correspond  un  cercle  du 
plan. 

Hossfeld  (C).  —  Sur  la  relation  de  la  configuration  (i2(,,  163) 
avec  la  solution  d'un  problème  de  Sleiner  :  Sur  les  cercles  qui 
coupent  quatre  cercles  donnés  sous  un  même  angle.  (3o5- 
3o6). 

Schônemann  (P-)-  —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Py- 
thagore  et  le  théorème  des  lunules  d'IIippocrate.  (3o6-3i()). 

Grubler  (iV.).  —  Pour  la  construction  des  points  d'indexion. 
(  3 1 0-3 1 3  ) . 

(Jriibler  (M-)-    —   Sur  la  composition  des  accélérations.   (3i3- 

llebn  (G.).  —  Calcul  des  Tables  de  rentes  et  de  mortalité,  el  des 
statistiques  de  maladie.  (3ir)-3i()). 

Sc/tmifit  (A.)  —  Le  lélraèdre  dont  1rs  arêtes  opposées  sonl 
c^a  I  es .  (  3  •>.  I  -  3  /j  a  ) . 
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Matthiesen  (/,.).  —  Formules  g»*u(!raies  pour  la  d^lermlDalioa 
des  poinU  cardinaux  d'un  système  Af.  a  surfaces  spliértqufs 
conceatriques,  limitaiit  a -v  \  milieux  réfringents,  exprimées 
au  mojen  de  détennînanta  de  fractions  continues.  (343-35o). 

Hosifeld[C^.  —  Sur  le  létro^dre  rt'gullcr  in^oril  à  une  surface 
algébrique,  en  particulier  à  uni;  i^urface  ilu  second  oi-dre.  (^{51- 
36,). 

Graberg  {F.).   —  Bemanjoes  sur  les  théprèmei  pKijeclifs  de 

Schlômilch.  (368-36g). 

Tkaer  {A.).  —  Distiactîoaa  de  signe  pour  .la  classification  des 

quadriques.  (3^9-376). 

Scklômilck.  —  Remartjue  sur  le  quadrant  de  l'^ipse.^ 376-3^8}. 

Étude  des  erreurs  relative*  ani  valeur*  apj^oeUe* 

(.  +  6,-(.-^)vî»,        ,.  +  .,-(._î)J^, 

doDt  la  première  est  par  défaut,  la  secoade  par  escés. 

Bôklen  {O.).  —  Sur  la  parabole  cubique  à  directrice. '(SjS-SSi). 

Griih/fr  (Hf-)-  —  Addition  au  Mtimoirij  sur  les  centres  de  cour- 
Imhc  des  roulelles.  {382-383). 

Schlomilch.  —  Sur  la  série  de  Lamljcrt.  {S^\). 


Slanyk  {/{■)■  —  Sur  le^  suiics  de  centres  liarmoniquesdu  second 
de^r.:-.  (1-.I7). 


l'on  Ki-ie^;  {I'\).  —  Sur  la  relation  univoipic  entre  deux  cspacci 
iihleiHicjiu  niiiycn  de  faisceaux  de  plans  projcetifs;  applic.itions 
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Il  s'agit  de  divers  cas  particuliers  de  la  transformation  définie  par  M.  Nœthcr 
{Math.  Ann.,  t.  III,  p.  55i),  au  moyen  de  trois  relations  bilinéaires  entre  les 
coordonnées  de  deux  points;  l'auteur  traite  divers  problèmes  concernant  la 
construction  de  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  de  coniques,  de 
surfaces  du  troisième  ordre,  etc. 

V^eltniann  {W,).  —  Transforinalion  «algébrique  des  fonctions 
doublement  périodiques.  (jS-SS). 

Le  problème  est  abordé  directement  sans  passer  parles  deux  transformations 
rationnelles. 

Mntihiesen  {L,).  —  Nouvelles  recberches  sur  la  position  mutuelle 
et  la  position  relative  à  un  rayon  |)rincipal  des  lignes  focales 
d'un  faisceau  de  rayons  infiniment  ininco.  (GG-ioo). 

Tome  XXX  ;  188"). 

Beycl  (C).  —  Les  courbes  du  quatrième  ordre  avec  trois  doubles 
nœuds  d'inflexion.  (i-9,G). 

Ktude  des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  satisfont  à  la  définilion  suivante  : 
Soit  (F)  un  faisceau  en  involution  et  ((^)  une  conique;  soit  A  un  rayon  du 

faisceau  F  et  A'  le  rayon  correspondant;  le  rayon  A  coupe  (C)  en  deux  points; 

les  deux  tangentes  à  (C)  en  ces  deux  points  coupent  A'  en  deux  points  dont 

le  lieu  est  la  courbe  considérée. 

Heyniann  ("^).  —  Sur  Finlégration  des  équations  diflerenliellcs 
linéaires  non  homogènes,  (^i^-ir)). 

Kxamen  de  différents  cas  dans  lesquels  on  peut  obtenir  une  solution  parti- 
culière, sans  connaître  l'intégrale  de  rècjuation  dillérciilielle  sans  second 
iiiciiibre. 

I^uerniann  {K.),  —  Construction  des  normales  à  rdlipse  issues 
d'un  point  extérieur.  (Si-;")^). 

Haluschka  {F,)-  —  Maxima  et  minima  réciproques,  (jj-.h)). 

» 

Thaer  {A.),  —  Ecjuation  du  cône  et  du  cylindre.  (5()-(3i). 

Beyel  (6\).  —  Les  courbes  du  quatrième  ordre  avec  Irois  doubles 
nœuds  d'inflexion.  ((Jj-jB). 

Ucymann  {IV.).  —  Sur  rinlégraliou  des  équations  diflercnliclles 
linéaires  sans  seconds  membres,  (jç)-! <».>). 
Bull,  de*  Sciences  mathem.,  2'  série,  i.  \\I.  (  Mai  1897.)  '*'• 
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Dans  cette  seconde  Partie,  l'auteur  traite  de  la  recherche  de  solutions  parti- 
culières d'équations  simultanées. 

Reuschle  {€,).  —  Pour  la  formation  du  résultant.  (106-1 10). 

Vogt  {II')'  —  Démonstration  géométrique  du  théorème  sur  la 
déviation  minimum  du  prisme,  (i  1  i-i  12  ). 

Rodcnberf^  (C).  —  Sur  les  systèmes  coUinéaires  dans  l'espace. 
(i  12-1 16). 

Ilossfeld  (C).  —  Nouvelles  remarques  sur  la  relation  entre  le 
problème  de  Sleiner  et  la  configuration  de  l'hexaèdre.  (116- 

If  cibler  [T,).  —  Pour  la  détermination  de  rinlensitc  du  magné- 
tisme terrestre,  (iig-i^.o). 

Ileymann  (  W,).  —  Note  sur  l'équation  difTérenticUc 

dt  y  fly 

(^3-1-  h^x^  c.,5:*-f-  diX^)-j-^  -f-(«i-+-  biX  -+■  c^x^)-— 

ax^  ax 

-^{a^-^-  bxX)-~-  -4-«oK  =  o. 

ax 

Cas  où  l'cquation  admet  la  solution  particulière 

y  —  (.r  —  X  )'•. 
oi'i  y.  csl    une  racine  de  l'équalion 

</„  -f-  ^„  f.  4-  c„  X-  ^  r/„  X  '  —  (». 

(nusrnlicimct'  (Z.).   —    Uclalions   mire   les   courbures    de   deux 
ligures  r(''cij)ro(|ues  dans  Tcspace.  (i2()-i58). 

L'auteur  ttudie  (l'al).>rd  ces  relations  pour  deux  courbes  polaires  réciproques 
par  ra[»port  à  une  surface  du  second  dcjjré;  il  en  lire  diverses  conséquence^ 
|>our  deux  surfaces, 

Uri/cr  (.4.).  —  Sur  quelques  surfaces  (|ui  eonliennont  des  fiiis- 
ceaux  (1(^  e()i)i(|ues.  (i  5c)-i  ()()). 

Llude  (!(>  '^urface-^  en;;endrées   par  rinterscction   d'une    surface    du    second 
de^rt-  et  d'un  plan.  les  coef(ici«-nts  de   ré(juation  de  la    surface   contenant   un 
uirnic  paramètre  (|ui  fipure.dans  l'une  au  premier  dei,'ré,  dans  l'aulre  au  n*'' 
l'auteur  l'iudio  divi'i>  ca<  inléressants,  en  particulier  dans  le  Mémr)irc  dont  1<- 

t  i  t  rc  -.  u  i  ( . 
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IVeiler  {A.),  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  avec  une 
conique  double  ou  cuspîdale.  (170^181). 

Goldschmidt.  —  Réciprocités  conjuguées.  (182-191). 

Schlômilch,  —  Une  généralisation  du  théorème  du  binôme.  (191 
192). 

Déterminjer  les  fonctions  entières/, ({i)^/, ({1)^/3 ([x),  ...,  de  manière  que 
la  somme 

F(ii)  =  I -+- /,  (pL)ar -t-ZjC  ii)ar'H-/3({x)ar3-+-. . . 

jouisse  de  la  propriété 

F(ji)F(v)=F({Ji  +  v). 

Sonioff  {P')'  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  plan  qui  reste 
semblable  à  lui-même.  (193-209). 

Étude  analytique  d'un  problème  qui  a  été  traité  surtout  géométriquement 
(Gronard,  Burmeister,  Geisenheimer). 

Griin/eld  (E.).  —  Conditions  pour  que  deux  équations  difierèn- 
lielles  linéaires  aient  plusieurs  solutions  communes.  (210-216). 

Wittenbauer  {F,),   —  Le  plan  comme  élément  mobile.  (216- 
233). 

Biermann  (O.).  —  Sur  n  équations  dilTérenticIles  simultanées 
de  la  forme 

«-+-m 
(1=1 

(234-'244)* 

Extension  à  n  équations  du  problème  de  PfafT.  Définition  d'une  intégrale 
d'un  pareil  système.  Nombre  des  intégrales,  etc. 

Ileyer  (/?.).  —  Le  point  double  de  deux  systèmes  symétriques 
dans  l'espace.  (245-248). 

Somoff  {P.).  —  Sur  un  théorème  de  Burmeisler.  (248-2J0). 

JViemôller,  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie  déduit  de  la  théorie 
du  potentiel.  (25i-252). 

Schlômilch,  —  Remarque  sur  le  précédent  théorème.  (252-253). 
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Soient  r  et  p  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  inscrit  à  un  triangle;  on 
décompose  ce  triangle  en  n  triangles  par  des  droites  menées  par  le  sommet; 
soient  r,,  p,,  r,,  P2,  ...^  les  quantités  analogues  à  r,  p  :  on  a 

/•        r,  r^ . . .  r, 

P  Pi  P3      •  •  P.. 

Krimphoff {}W),  —  Sur  les  coordonnées  de  Schcring.  (253-251)). 

Besser  {!{,),  —  Distribution  de  réiectricilé  induite  sur  iioc^'llndre 
elliptique  illimité.  (257-273). 

Le  problème  c<%t  traité  d'une  façon  analogue  à  celle  que  Heine  a. employée 
pour  le  cylindre  circulaire.  L'auteur  détermine  le  potentiel  pour  les  pointri 
intérieurs  et  extérieurs  en  supposant  la  densité  donnée,  puis  en  supposant  la 
valeur  du  potentiel  donnée  sur  le  cylindre. 

Wittinf^  {A.),   —   Sur  la   position  des  racines   d'une   fonction 
entière.  (274-278). 

Démonstration  géométrique  de  ce  théorème  de  M.  F.  Lucas  :  «  Tout  contour 
fermé  environnant  le  groupe  des  points  racines  de  l'équation  proposée  envi- 
rojine  aussi  le  groupe  des  points  racines  de  Téquation  proposée  ». 

Ileycr  (/^.)-  —  Remarques  sur  le  théorème  de  Pascal.  (279-2<)o). 

Le  théorème  est  démontré  en  partant  de  ce  que,  une  conique  étant  déHnie 
par  l'intersection  de  deux  rayons  des  deux  faisceaux 

la  droite  qui  joint  les  points  ^,,  X^  a  pour  équation 

T,,  —  (  A,  -h  A.  )  T,  - 1-  A,  A_.  T.  =  o; 

Tautrur  funiio  réqualion  de  la  droite  de  Pascal;  la  méthode  même  qu'il  a 
suivie  rst  su^rcplible  de  s'inlcrprétcr  quand  on  remplaro  les  fonrtionrvlinriiires 
T„,  T,,  T;  par  dos  fondions  du  second  ou  du  troisième  dcj;ré:  d'où  divcrj: 
théorèmes  relatifs  à  des  hexagones  curvilignes  inscrits  dans  une  conique. 

L<)ri(f  (  (].).  —  Sur  un  tliéorènie  découvert  parSleinerel  quelque» 
propri<Hés  des  .surfaces  du  second  ordre.  ('>.()i-,)Oo). 

L'auteur  j)art  du  ihéorèuic  de  Lamé  sur  l'invariance  des  quantités 

4  /i~'>-^  ']'  ■  i"£v  ■  {"■''V    '^'f     •*'-^  H  '''-^ 

pour  une  Iransforniiilion  rullio^onalc,  et  en  déduit  diverses  conséquences  rela- 
tives aux  propriétés  des  p(»ints  d'inlerseelion   d'iuie   surface  du  second  desre 
et    des  iirète>  d'un  hirdre  trireelanjile   mobile    de   sonitnet    lixe.  L'une  de  er-^ 
propriélé>  ii  et»'  «-noncée  par  Sleiner  {Œm'rc.s.  I     IL  p.  i>'>7):  elle  relie  le*  li>n  - 
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gueurs  des  cordes  interceptées  aux  distances  des  points  d'intersection  au 
sommet;  une  autre  propriété  relie  ces  dernières  distances  aux  distances  des 
points  d'intersection  au  plan  polaire  du  sommet,  etc.  M.  Gino  Loria  établit 
ainsi  les  théorèmes  analogues  aux  théorèmes  d'Apollonius. 

Schlômilch.  —  Sur  certains  faisceaux  de  cercles  et  de  triangles. 
(3oi-3oîi). 

L'auteur  étudie,  en  particulier,  une  généralisation  de  la  formule 

9 

Pi  Pj  •  •  •  P«  _  P 
signalée  plus  haut. 


t\r^...r^        r 


Ileyniann  (  IF.).  —  Deux  théorèmes  sur  les  intégrales  d'équations 
diflerenlielles  simultanées.  (3o2-3o5). 

Soient  les  équations  simultanées 

dy 
P-;j^'^Pi\yx-^P!iy7-^'"-^Pinyn=^        (4  =  1,2,..   ,  /i); 

soient  y,  •  les  éléments  d'un  système  d'intégrales 


'W 


^''J~    dx 


) 


D  et  D'  les  déterminants  formés  respectivement  avec  les  y^  •  et  les  y\ j-,  on  a 


i  —  n 


-JtI,''"' 


D-cc  '-1 

D'= -L  VA); 

P" 

V  est  le  déterminant  formé  avec  les  p. 

Heuschle.  —  Rectification.  (3o4). 

Besser  (H.).  —  Sur  la  distribution  de  l'éleclricilé  induite  sur  un 
c^rlindre  elliptique  illimité.  (3o5-324). 

Geisen/ieinier  (L.).  —  Formules  d'approximation  pour  le  calcul 
de  volumes  ou  d'aires  relatifs  à  de  petites  portions  d'une  sur- 
face. (325-335). 

Si  l'on  considère  par  exemple  une  portion  de  surface  s'ctendant  autour  d'un 
point  O  et  assez  petite  pour  qu'on  puisse  négliger  le  cube  des  distances  des 
points  de  la  surface  au  plan  tangent  en  O,  on  pourra  évaluer  approximativc- 
nicnt  le  volume  limité  par  le  plan  tangent,  la  portion  de  surface  considcrcc  et 

Bail,  de*  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  i.  \\l.  (Juin  iHtj;.)  H.  7 
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le  cylindre  qui  projelle  sur  le  plan  langent  le  conlour  de  la  portion  de  sur- 
face. En  prenant  pour  axe  des  x  et  des  y  dans  le  plan  tangent  deux  tangentes 
conjuguées,  et  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  la  direction  suivant  laquelle  on 
projette  et  que  l'on  suppose  faire  un  angle  y  avec  le  plan  tangent,  on  aura 
pour  le  volume 

\  —   I  I  (  -  X-  -h  -  y^) sin  ( xy)  sin y  dx  dy  =  — ^rr r  (  -^  H ^  )» 

en  désignant  par  p,,  p  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  par  T^, 
T  les  moments  d'inertie  de  la  projection  par  rapport  aux  axes  des  x  et  dcs^-. 
L'auteur  multiplie  les  exemples  de  cette  nature,  qui  donnent  sou%'ent  lieu  à 
des  formules  élégantes  et  pratiquement  utiles. 

Jiobylew,  —  Sur  le  mouvement  relatif  d'un  point  dans  un  milieu 
qui  se  déforme  d'une  façon  continue.  (336-344)- 

Composition  de  la  vitesse  ou  de  Taccélération  absolue,  au  moyen  des  élé- 
ments du  mouvement  relatif  et  du  mouvement  d'entraînement. 

Meyer  (F.).   —   Dans  quels  cas  une  cubique  gauche  possède- 
l-elle  une  directrice?  (345-349). 

C'est-à-dire  dans  quels  cas  y  a-t-il  une  infinité  de  systèmes  de  plans  oscula- 
teurs  formant  un  triédre  irirectangle?  Le  lieu  du  sommet  de  ce  trièdre  est  la 
directrice.  Cette  propriété  appartient  aux  cubiques  gauches  lorsque  Ijcs  trois 
asymptotes  sont  parallèles  aux  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle. 

Graberf^  (F).  —  Lieu  des  sommets  d'un  tétraèdre  à  arêtes  op- 

|)OSt''cs  (''i:alrs  avant  une  arèlc  donnée.  (3'i9-3r)i). 

Sclilt)j)}H('li .  —  .\oLe  sur  l(^s  iné^aliL(''s.  (3.5i-3.V>). 

Partit'  lusturiijiir  (  '  ). 

(iciaic/t  (/:.).   —    Les  instruments  de  iNlîilliéniatiqucs    du    oonilo 
(iiainballîsla  Snardi.  (i-^i). 

Ilunrnflt    (  A.i.  La  résolulion  de  1  équation  du  (jiuilrième  de- 

^l'é  iM'dnile  de  Lenari  et  (Cardan.  (4i-1<)). 

ScJuvrihoin  i^H.).    -   l^a  niélliode  perdue  de  Diopliantc  pour  le 
ealeul  des  raeines  earrées  irrationnelles,  (qi-ijo). 

/tf/u//ii:(//'/   [().).    —    Sur  la  loi  de  réciproeilé  cpiadralicpie.  i  Mhj- 


'  /  /  .  ' 


\  nie  /,'u//c(in.  \  .   p.    i  . 


i 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  87 


Tome  XXXI;  1886. 

Ilossfeld  (C).  —  Sur  les  relations  de  réalité  des  tangentes 
doubles  des  courbes  du  quatrième  ordre.  (2-1 1). 

L'auteur  établit  à  nouveau  divers  résultats  obtenus  par  M.  Zeulhcn  [Sur 
les  différentes  formes  des  courbes  planes  du  quatrième  ordre  {Math.  Ann.^ 
t.  VII).  La  courbe  du  quatrième  ordre  est  définie  de  la  façon  suivante  :  soient 
A,  A'  deux'  points  correspondants  de  deux  plans  reliés  homographiquement; 
si  la  droite  AA'  touche  une  surface  du  second  ordre  fixe,  le  point  A  décrit  une 
courbe  du  quatrième  ordre.         ^ 

Reuschle  (C).  —  Résolution  graphique  et  mécanique  des  équa- 
tions numériques.  (12-17). 

La  méthode  de  l'auteur  permet  la  résolution  des  équations  numériques  des 
degrés  2,  3,  4»  ^* 

}Veiler  {A.).  —  Une  théorie  élémentaire  des  congrucnces  Je 
droites.  (18-24). 

Haentzchel  {E.).  —  Sur  la  connexion  entre  les  fonctions  de 
Lamé,  de  Laplace  et  de  Bessel.  (25-33). 

Les  fonctions  de  Laplace  et  de  Bessel  sont  obtenues  comme  limites  des  fonc- 
tions de  Lamé. 

Isenkrahe  (C).  —  Sur  l'inversion  de  l'intégrale  complète  de 
première  espèce  pour  un  module  réel.  —  Inversion  pour  de 
petites  valeurs  de  k  au  moyen  de  la  transformation  de  Landen 
el  de  séries  entières.  —  Résolution  du  problème  par  la  formule 
de  réversion  de  Lagrange.  —  Résolution  du  problème  par  limi- 
tation. (34-43). 

Sporer  (//.).  —  Théorèmes  de  Géométrie.  (43-4y). 

Ces  théorèmes  se  rapportent  aux  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles 
formés  par  quatre  droites,  aux  cinq  paraboles  inscrites  dans  les  cinq  quadrila- 
tères formés  par  cinq  droites,  etc. 

Bermann  (0.).  —  Un  problème  de  minimum.  (49-53). 

HaentzscheL  —  Remarques  relatives  au  Mémoire  de  M.  Iksser 
Sur  la  distribution  de  r électricité  sur  un  cylindre.  (5{- 
55). 


i 
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Un  travail  de  M.  Karl  Bacr  :  Die  Function  des  parabolischen   Cylinder, 
que  n'a  pas  connu  M.  Kesscr,  conduit,  par  une  généralisalion  aisée,  au  résnl 
suivant  : 

L'équation  AV  -  o  se  ramène  à  des  équations  diiTérenticHcs  ordinaires  po 
un  corps  limité  par  des  surfaces  du  second  degré  ou  des  surfaces  qui  s'en  d 
(luisent  par  inversion. 

(Jrctftz  (C).  —  ïliéorîc  syntliclique  de  la  courbure  pour  les  sur- 
faces du  second  degré.  (55-()i). 

Klose  (  JA.  ).  —  Sur  deux  penta§:ones  éfi^aux  inscrits  el  circon- 
scrits l'un  à  l'autre.  (<)5i-()3). 

Seelhoff.  —  Une  faute  de  calcul  de  J.  Bernoulli.  (63). 

Schlomilch.  —  Sur  les  distances  d'un  point  à  trois  droites.  (C34). 

Points  d'un   plan    tels  qu'avec   leurs  distances   à   trois  droites  données  o 
puisse  construire  un  triangle. 

JJ  ie/ter  (A,),  —    Le  calcul  des  racines  réelles  d*une  équation 
qiiatrinonic.  ((ij-Sj). 

Les  méthodes  signalées  sont  du  même  ordre  que  celles  que  Ton  doit  i  Gau5» 
pour  la  résolution  des  équations  trinômes.  L'une  de  ces  méthodes  consiste  dao» 
ridcntification   des   termes   de   Péquation  divisés  par    un  facteur   conTcnable  *""»  *  *-*  ' 
a\ec  les  termes  de  l'égalité 

tang 'i  tangY  -}-  tangv  tanga  -f-  tanga  tang3  —  1=0, 

relative  à  trois  angles  dont  la  somme  est  égale  à  tjo". 

llcf^cry  II.  I.  —  Réunion  de  constructions  pour  les  courbes  d'ordre^i^  ^m     fl 
supérieur.  (^SS-ioi  ). 

Con>tructi<)n>i  hahilueliement  linéaires,  relatives  à  des  points  d*interseclio(v  «l-^     'o, 
manqua rits.  ou  à  la  génération  de  courbes. 

I/rymann  [  H  .1.  --  Sur  ht  résolution  do  certaines  équations  alg:<^^  —  é- 

briques  par  Tinléj^ration  dV*qualions  différentielles.  1102-ia*»^  ^. 

Re<»»!uli«"»n  ii.in<ccndi»nlc  de  Téquation 

1  ■'       n  y  —  .  //  —  I  .  ^-    -  .1 
ii»i»i|ii    ^ui  '•    iju-  <t-  iiM.!!!»'"»  \érilienl  riipLituiti 

'     --  a'     .r-    '  ■ —  . 

.//■      ■  f     : 
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Zinimermann{IL).  —  Démonslration  d'un  théorème  de  Sleiner. 

(l2l-li45). 

Lang,  —  Détermination  de  la  hauteur  d'un  ton  au  mojen  du 
chronoscope  de  Hipp.  (i  25- 127). 

Ileymann  (IV.).  —  Rectification.  (127-128). 

Ileymann  (  W.),  —  Sur  la  résolution  de  certaines  équations  al- 
gébriques  par  rintégralion  d'équations  difrérentlelles.    (121- 

■  46). 

Beyel  (C).  —  Sur  une  réciprocité  plane  et  son  application  à  la 
théorie  des  courbes.  (147-137). 

Cranz  (//.).  —  Pour  la  théorie  géométrique  du  crépuscule. 
(i58-i65). 

Seelhoff  {P.).  —  Décomposition  de  grands  nombres  en  facteurs. 
(163-17/1). 

Signalons  les  résultats  suivants  : 

Les  nombres  de  la  forme  3''*4-i  sont  composés  quand  on  a 

n  —  5,  (»,  l'i,  33,  36. 
Le  dernier  résultat  est  dû  à  Tautrur. 

Seel/iOjff  (P,).  —  Le  neuvième  nombre  complet.  (174-17^^). 

Le  nombre  2*'  —  1  est  premier. 

Isenkralic  (C).  —  Sur  Tinversion  de  l'intégrale  complète  de 
seconde  espèce  E  (Legendre)  pour  des  valeurs  réelles  du  mo- 
dule. (178-191). 

Heger  (/?.).  —  Sur  les  dislances  d\in  pointa  trois  droites.  (h)i- 
192). 

IViener  (A.).  —  Eclaircissement.  {i\)'>'). 

Geisenheimer  {L.),  —  Génération  des  éléments  polaires  pour 
les  surfaces  et  les  courbes  au  moyen  de  la  généralisation  pro- 
jcctive  du  centre  de  gravité.  (I()3-:^I3). 

Démonstration    synllicti(|inr   des    Ihcorriiirs    dr    Nrwlon,    ('.oies.    Muclaurin. 
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Cbasics  sur  les  relations  entre  un  point  et  sa  droite  (ou  son  plan)  polaire,  dé- 
duite d'une  mâme  méthode,  qui  fournit  d'ailleurs  d'autres  ihéorèmes  géaéraui, 
que  l'auteur  applique  aux  courbes  gauches  du  troisième  ordre. 

Schmidt  {€,),  —  Pour  la  théorie  de  rélimination.  (214-222). 

L'auteur  reprend   l'exposition  de  la  théorie  de  Dézout  d'après  Serret,  et  la 
complète  sur  divers  points. 

I 

Ileymann  (  W.),  —  Sur  la  résolution  de  Téquation  générale  tri- 
nome  t"  -f-  rt/"~*-i-  6  =  0.  (223-240). 

Résolution   transcendante    au   moyen    de    séries   d'intégrales  doubles    dans 
l'ordre  d'idée  des  Communications  précédentes  de  l'auteur. 

Isenkrahe  (C).  —  Inversion  de  l'intégrale  elliptique  complète 
de  seconde  espèce  J  (Weierstrass).  {i^\'if\(]). 

Kottner  (  Jl\).  —  Sur  la  statistique  mathématique.  (2;i6-25o). 

Sclilomilcli.  —    Sur  certains  points   remarquables   du  triangle. 

(25l). 

Propriétés   relatives   aux    points   d'intersection    mutuels  de  trois  cercles  de 
méiiic  rayon  ayant  pour  centres  les  sommets  d'un  triangle. 

Frischauf  {J,).  —  Essai  pour  la  théorie  du  potentiel.  (252-253). 

hisconlinuitc  de  la  (lérivco  d'un  potentiel  de  surface. 

Sujets  (le  prix  do   la   Société    du    prince   Jablono\\ski    pour   les 
a n nccs  1 886- 1 8()o .  (25^- •?. 5 5  ) . 

\rltmann  {]]'.).  —  Résolution  d'équations  linéaires.  (257-2-2). 

Méthodes  pratiques  pour  la  rciM>lution  d'équations  numériques  s'appliquant 
en  particulier  au  cas  (réqualions  qui  proviennent  de  la  méthode  des  iiioindn'< 
carrés. 

l  ii'anfi  (J.).  —  Pour  la  lliéoric  des  formes  binaires  quadratiques 
à  déterminant  |)osilif.  (2-3-282). 

L'auteur    s'orcnpe    di-^    formes    (juadraticiuo    à    déterminants    positifs    de    lu 
forme  (<-/,  0,    -  r  )  où  r  est  éfïal  à  a  -^-  h,  a  et  h  étant  positifs  :  ces  formes  sont 
réduites  au  >«n>  dr  <iauss;  il  existe  des  formes  de  cette  nature  (]uand.   le  déter 
minant   H  étant    tlé(;<»inpo>»";   m   f,i<  inirs   pri^nier*;.   !••   facteur  premier    »  et    li*» 
lacteiirs    pr«Mnicr>-   <!<•   i.i    forrnt'  'i/?        ^   >ont  a(lcct<'»«  d'<'\posanls   pair-..    M.  Vi 
Nanti  ''Il  indiqu»    «incises  pi  .>pi  i('ié<-. 
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llofmann  (F.).   —  Essais  pour  la  llit'orie  tics   Iransformalions 
ralionnellcs  (|uaclraliqiics  générales.  (s483-2(p). 

Résolution  par  rapport  à  y^,  y\,  ^',  rfes  équations 

P-Fj=^  ?5(  Vp  .Vj'  .Vj)' 

où  y,  =  o,  5,  rr  o,  ?.,  =  o  (lésigncnt  trois  coniques  ayant  trois  points  communs; 
applications  diverses. 

eger  (/?.).  —  Constniclion  d'une  courbe  du  sixième  ordre  au 
moyen  de  sept  points  doubles  et  de  six  points  simples.  (29^- 
3o6). 

ieelhoff  {P,).  —  Un  nouveau  critérium  pour  les  nombres  pre- 
miers. (3o6-3io). 

^ossfcld  (C).  —   Décomposition   régulière  de  l'espace  dans  la 
Géométrie  (non-euclidienne)  elliptique.  (3io-3iG). 

La  question  a  été  traitée  pour  le  plan  par  MM.  Klein  et  Poincaré,  en  vue  de 
la  théorie  des  fonctions.  L'auteur  la  reprend  pour  Tespace  en  raison  de  son 
intérêt  géométrique. 

'chendel  (L.).  —  Pour  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 
(3i6-3ao). 

^eelhoj/^ (P.).  —  Rectification.  (32i). 

'^^Jeister  (A'.).  —  Sur  les  systèmes  de  coniques  avec  un  triangle 
conjugué  commun,  ou  de  quadriques  avec  un  tétraèdre  con- 
jugué commun.  (321-347). 

Les  nombreuses  propositions  que  développe  l'auteur  concernent  en  général 
relies  des  coniques  du  réseau  ci-dessus  défini  qui  jouissent  d'une  propriété 
commune  (qui,  par  exemple,  sont  semblables,  ou  ont  même  aire,  etc.). 

^*  Mugust  {F,),  —  Sur  les  chaînes  de  corps.  (3i8-36i). 

Conditions  d*équilibre  pour  un  système  de  corps  solides  pesants  tels  que 
chacun  puisse  tourner  autour  d'un  point  du  corps  précédent.  Le  cas  où  les  élé- 
ments de  la  chaîne  sont  identiques  au  point  de  vue  mécanique  est  Tobjet  d'un 
examen  particulier. 

nnck  (G^.  —   Sur  les  relations  entre  le  rompicxr  linéaire  de 
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droites  et  le  système  polaire  d*an  paraboioîde  de  révolutÛMU 

(362-368). 

Hofmann  (F.).  —  Pour  la  théorie  des  invariants.  (369-371). 

Démonstration  élémentaire  de  ce  que  la  Bomme  des  coeCBdeiiCs  ■«mériqaei 
est  nulle. 

jReuschle  (  C).  —  Jntrodaction  logiqae  des  coordonnées  de  droite       « 

dans  le  plan.  (371-374)*  ' 

■i 

Hofmann  (/"*•)•  —  Note  sur  les  points  d*infle»on  d*une  courbe  *| 
algébrique  et  sur  un  théorème  de  Clebsch  relatif  à  la  théorie  \ 
des  courbes  du  troisième  ordre.  (375-378).  1 


Seelhoff  (P*)-  —  Résolution  de  la  congmence  â;*^r(niodN). 

(378.380). 

r 

Cas  où  iN  est  grand. 

Seelhoff  {P.).  —  Les  nombres  de  la  forme  Ar2*-h  i.  (38o).  . 

Nombres  premiers  de  cette  forme  (Ar  <  100,  nlSo). 

Bermann  (0.).  —  Un  problème  de  minimum.  (38i-38a). 
Tliaor  (A^,  —  Pour  la  distinction  des  surfaces  du  Second  ordre. 

Partie  liistoriqnr. 

Dcmnic  (/'.).  —  Le  calcul  des  racines  carrées  d'après  Arcliiiiiède 
et  lléroiï.  (  i-'>-7  ). 

Str.iîisclineidrr  (M.).  —  Eucllde  chez  les  Arabes.  (8i-i  10). 

Mttliler  (  L\).  —  Les  Malhémaliques  el  le  Talmiid.  (ii>i-i3i). 

/)r/Hmr  (C).  --    l\(Mnarques  sur  les  rèçles  d'Alimes  el  do  Boii- 
(Ihàvaiiii  pour  la  quadrature  du  cercle.  (  i.^.>.-i3  f  ). 

/h'i'f^h  (  /'.).  —  Sur  les  nombres  déHnis  [>ar  les  relations 

'/    1  -■-  *^n-l'  '^ft  ~    '"^u    I  —  '5.7-1. 


:2i 


chez,  les  (  ircc>.  <  i  .>.')  ). 


J 
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Anschutz  (C).  —  Sur  la  découverte  de  la  variation  et  de  Féqua- 
lion  annuelle  de  la  Lune.  (161-171,  201-219). 

Tome  XXXll;  1887. 

JVeiliraucli  (A.)  —  Théorie  des  suites  de  restes  du  second  ordre, 
(i-^i). 

Considérons  une  progression  arithmétique  de  b  termes,  dont  le  premier 
terme  a  et  la  raison  d  sont  des  nombres  entiers  positifs;  b  est  supposé  plus 
grand  que  a  et  que  d)  si  Ton  multiplie  le  reste  de  chaque  terme,  relative- 
ment au  diviseur  b,  par  le  rang  de  ce  terme,  et  si  Ton  désigne  par  (a,  d)^  la  somme 
des  résultats  ainsi  obtenus,  Fauteur  étudie  les  propriétés  de  ces  sommes  et, 
en  particulier,  le  tableau  à  double  entrée  qui  contient  ces  sommes  pour  une 
valeur  donnée  de  6,  l'entrée  horizontale  correspondant  aux  valeurs  de  d 
depuis  I  jusqu'à  b  —  i,  et  l'entrée  verticale  aux  valeur,s  de  a  depuis  o  jusqu'à 
A  —  i. 

Ilcymann  (  fJ  .).  —  Sur  l'intégration  des  équalions  diflrérenticllcs 
linéaires  non  homogènes.  (22-45). 

Recherche  d'une  solution  particulière  de  Téquation 

dans  le  cas  général  (au  moyen  d'une  intégrale  définie),  et  dans  le  cas  où  \ 
est  un  polynôme  en  x.  Étude  des  équations  ditTércnlielles  linéaires  dont  l'inté- 
f;ration  se  ramène  à  l'intégration  des  équations  du  type  précédent  et  du  type 

Scliendel  {L.).  —  Pour  la  théorie  de  l'élimination.  (46-55). 

Expression  du  résultant  de  v  formes  du  m'***  ordre.  —  La  formule  d'interpo- 
lation de  Kroncckcr.  —  Sur  la  racine  commune  de  deux  formes  binaires.  — 
La  résolvante  de  Tschirnhausen. 

Sporer  {B.),  —  Quelques  j)ro|)riclés  des  coniques  cl  des  figures 
inverses.  (  56-5c)). 

Schoutc  (P-)'  —  Un  problème  de  Géométrie.  (  5|)-(J2). 

Zihimermann  (II.).  —  Pour  la  statistique  malhémalique.  (G^-f)  {). 

Kherharrlt  {  ]  .  i.    —  Les  coiirhcs  f^auchrs  du  qualrirmc  ordre  do 
|)remirre  et  do  seconde  espèce,   cl    leur  connexion  avec  le  pro- 
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Iblémc  de  fermeture  de  SlcJncr  puiir  Ic5  cimrljes  |>lnu(?«  du  Iroi- 
siànie  ordre.  (65-8a), 
\pri»  avoir  nippeU,  Jiprî's  M.  Scbuutc  n  M.  Knpp»  (  CfiJ/s,  l.  XCV ; 
Math.  Ann..  t.  XXtV)  ta  solulion  da  proUéme  de  /ermelarr  itSUittr 
relatif  aux  courbra  «aucbcs  (Crelte,  t.  XWII),  l'auteur  s'occupe  de  I'eiL»- 
I    >ion  de  ce  problème  aux  courbes  du  quatrième  ordre. 

IUn  syslème  de  n  séctnte*  *j  est  dit  tteinirUa,  si,  par  ce»  n  sé«inl«.  un 
peut  mener  n  plana  a,  }<iui«unt  dei  propriétéi  suiraolcs  :  le  plao  a,  -mmi  p» 
la  première  BÉcanle  e<t  i|uetconquc;  soient  p,,  p,  tei  points  où  il  coupe  l> 
)  Courbe  da  quatrième  ordre  C;  le  plan  a,^|  passe  par  «,,,.  et  par  le  poi'l 
►  />(.!  :  E"''''  1"  dernier  plan  p,  passe  par  »,,  Pour  une  courbe  C;  de  prcDiià« 
«spcce,  un  sj^slèroe  de  n  =  im  iécaoïes  ne  conduit  pas.  en  |:ésèrul,  i  un  pol]- 
gone   inscrit  p„  />,,  ....  p,,  p,:  mai»,   &'il   y  eu   a    un,  cbaijuu  puint  de  li 

^  courbe  peut  Cire  pris  pour  le  lommet  p,;  pour  une  courbe  C{  de  iccondr 
espèce,  les  n  sdeantcs  conduisent,  eu  gintral,  A  deux  polygone*  inscrilsi  s'il 
1    y  en  e  trois,  chaque  point  de  la  courbe   peut  Aire   pris  pour  le  lonimit  f,. 
t-'autcur  est  ainsi  nmeaé  A  s'occuper  eiiccessi veinent  des  coorbcs  C,,  C\^  Vmi 
les  premiérea,  un  Lhéorêmc  dO  i  M.  Reye]nuc  le  riMe  esaenliel  dans  la  tliCorit  ^       J 
il  eoûsisie  en  ce  que,  ei  a„  p„  t,  désignent  les  3-4  points  d'inlerMCtion  d'wt       ] 
courbe  C*,  et  de  trois  plant  a,  b,  c,  les  quatre  plans  (a,,  p^,  7^)  ciiupent  C,  en       \ 
quatre  points  S;  situiis  dans  un  mime  plan  i.  Cette  proposition  permet  de  dé- 
duire un   quatrième  système  sicinjrien  de  trois  systèmes  donnèa.   Puur  Ici 
courbes  CJ,  l'auteur  rencontre  une  notion  analogue  i  celle  des  tri«Dt;l«s  cw- 
juguiSs  pour  les  coniques  ;  deux  sècanles  conjuguées  étant  caractéritik-f  par 
cette  propriété  que  cbacnne  d'elles  est  coupée  par  la  polaire  de  r«atr«.  U  •tiurde 
enlln  l'extension  aux  courbes  C\  du  problème  de  Steiner  :  un  s;r*tinie  de 
n  points  a,  sur  une  telle  courbe  est  dit  ittinéritn  si  le  plan  %,   mené  para,, 
et  rencontrant  la  courbe  aux  points  p,  p„  />„  le  plan   «,=  lOttPitPtit  'Ca- 
contrant  la  courbe  au  point  ^j,  le  plan  x,  =  {a„p,,p,)  rencontrant  U  courbe 
au  point  p„   ...,  le  plan  Tt^i  =  (a,_i,/i,_„/7,_i  )  passe  par  le  point  p  —  p,, 
et  le  plan  ■s^=  (a.,p,_,,  p.)  passe  par  le  point  p,. 

Schendel  {L.).   —  Décomposition  d'une  forme  du  /i'*"«  ordre  cl 
du  11'"°'  degré  en  ses  facteurs  linéaires.  (SS-go). 

Ilarnack  {A.).  ~  Pour  la  théorie  de  la  conductibilité  dans  le* 
corps  solidfis,  {91-1  18). 

Intégration  de  l'équation  diiïèrentielle  de  la  température,  d'après  les  roodi- 
tïuns  aux  limites,  et  preuve  de  la  convergence  dans  les  cas  suivants  :  un  coifs 
limité  par  deux  plans  parallèles;  un  corps  illimité  terminé  par  un  seul  plan; 
une  spliére;  une  spbére  dans  un  milieu  diatherniane. 

Schendel{L.).  —  Les  sous-délcrminantsdc  Kroneckcr.  (1  ir^i3o)- 

Divltlmniin  {€.').  —  Quelques  propriétés  do  syslèinc  de  coniques 

iiKcrilcs  à  un  Irl.inpjp.  (120-127). 
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Geisenheimer ,  —  Rectification.  (127-128). 

Eberhard  (  V.).  —  Les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  de 
première  et  de  seconde  espèce,  et  leur  connexion  avec  le  pro- 
blème de  fermeture  de  Steiner  pour  les  courbes  planes  du 
troisième  ordre.  (129-1 44)* 

Vorsteher  {£.),  —  Pour  la  réduction  des  intégrales  elliptiques  à 
la  forme  normale.  (i45-i5i). 

Réduction  à  la  forme  normale  de  la  différentielle 

dx 


v/A {x  —  p){x  —  q){,x  —  r){x  --  s) 
dans  le  cas  où  /?,  q,  r,  s  sont  réels. 

Kœhler  (C).  —  Pour  l'introduction  des  coordonnées  de  droite 
en  Géométrie  plane,  (i 52- 169). 

• 

Matthiesen  {L.).  —  Détermination  des  points  cardinaux  dans  un 
système  dioptrique  catoptrique  de  surfaces  sphériques  concen- 
triques, au  moyen  des  déterminants  de  fractions  continues. 
(170-175). 

Heytnann  (  JF.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
simultanées  qui  s'intègrent  par  des  fonctions  hypergéomé- 
Iriques.  (176-182). 

Intégration  des  systèmes 

{a-{-  bx  -{-  cx^)  -^  4-  (rt,  H-  b^x)y\-\-{^c^-\-d^x)y^=.  o, 

dv 

(^-f-  bx -^cx"^)  -^  -+-  (^2-+-*2^)yi-+-  (^2-+-  (i^^)yz  —  '>• 

Reinliardt  (C).  —  Sur  les  langcnlcs  communes  à  deux  cercles. 
(i83-i85). 


me 


Schendet (L,),  — Le  déterminant  du  /i'^"""  ordre  et  de  la/''' 
dimension.  (183-187). 

Slankewilsch  (/?.).  —  Pour  la  théorie  dynamique  des  gaz.  (187- 

Démonstralion  d'un   ihéorèmc  Hc  M.  Hollzmann   sur  un   déterminant  fonc- 
tionnel- 
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Schlomilch,  —  Sur  la  base  des  logarithmes  naturels.  (iQi-igs)- 

Le  fait  qae  (  ih )    grandit  «Yec  m  et  mie  inférieur  à  aa  Boasbw  ftie 

résulte  des  inégalités 

(m^.i)a«>  — - — r —  >(m  +  i)p-*, 

où  l'on  suppose  a  >  ^  >  o. 

Veltmann  (  W.),  —  Sur  les  fractions  continues.  (193-317). 

Les  réduites  d'une  fraction  continne  périodique,  qui  correapondcat  à  des 
périodes  entières,  peuvent  s'obtenir  par  la  répétition  d'une  méMe  sabsUtotion 
linéaire.  L'auteur  applique,  aux  fractions  continues  et  à  la  reprdscalatîoa  des 
grandeui^  irrationnelles,  la  tliéorie  de  ces  substitutions  qu'il  a, donnée  dans 
VArchw  von  Gruneri  (t.  LVin). 

Baur  (C).  —  Quelques  propriétés  des  coefficients  binomiauid 
leurs  applications  à  la  théorie  des  combinaisons   (ai8-a33). 

Interprétation,  dans  la  théorie  des  combinaisons,  de  régallté 

jr-=  0"-h  (*\  A'O-^  (*)  A'0"+,..-4- (*^  A•0^ 

où  A'O",  A'O",  ...  désignent  les  différences  pramiéra,  seconde,  ...  foraiécs 
avec  la  suite 

f^m        .m        4"        3* 

ci  de  léquatioD 

(/I,0)(         ) -,-/!      

\n  J  L  /i  —  I  /i  -H  I  I 

/x-hi\r   x—(n—i)       ,  .  j: -f- •>'l 

\      /i     /  L  n  -r-l  /#  -t-  I    I 

^/ X -h2\[^x —  in —1)       ,              JT -A- 31 
-i-   /»,:i)(  )   3 i^ ■'  -T-(/i— 2) 

I- 

->-(/i./ï--i)(  )\n 1 U 

\         n         /[     /i  -f-  I         f*  -4-  i  J 

où  Ion  suppose 

(«.,)-.(r-f-,)"_('"-^ '),-+...-(-.)'('""'"  y. 

KiUtner  (]],),  —  l'oiir  la  slalisliqiic  mathématique.  (a3.i-j{3). 
PfannsticL  —  Sur  un  poinl  de  la  Mécanique  de   Poisson.  <  2{4- 

Sftfihrhutz  (A.  ».  —  Remarques  sur  la  fonction  Gamma  pour  dos 
Niilours  iK'^aliv('.«>  de  rargunienl.  (*>  ^(i-s.jo). 


x"'^ 
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Lorsque  (i  est  négatif,  la  fonction 

r.  (!i)  =y"  ^î*-' [c-'- 1  + 27  -  ^ -h. ..-+-(- i)'^' ^j  rfo:, 
où  A'  est  un  entier  positif  déterminé  par  les  conditions 

fournit  la  continuation  de  la  fonction  T.  L'auteur  donne  aussi,  dans  le  cas  de 
îx  <Co,  les  équations  qui  doivent  remplacer  les  suivantes 

P(|ji)  =  /     j:i*-'e— rfjT, 

/« 

qui  peuvent,  pour  |i   positif,  définir  les  fonctions  P,  Q  de  M.  Prym  (  Crelle, 
l.  82). 

Saalschiillz  (L,),  —  Une  extension  du  théorème  des  factorîelles. 
(250-254). 

Pasch  {M,),  —  Remarques  sur  les  formes  avec  deux  séries  de 
variables. 

Si/(ar,^)  =/(a?,,47j,  "'^Xn'^yx^y'i,  ..-i^*)  est  une  forme  du  r'*"'  degré 
par  rapport  aux  variables  or,,  jt,,  . . .,  x„  et  du  p''°"  degré  par  rapport  aux 
variables^,,  y,,  ...i>'„,  telle  que /(x -+- X^;^)  s'annule  en  même  temps  que 
f{x,y)  on  a  rgp  et  /peut  être  regardée  comme  une  forme  du  (p  — r)'*"* 
degré  en  y  et  du  r'*""  degré  par  rapport  aux  combinaisons  w,i.  =  ^iy\  —  ^ky^ 

Weinmeister,  —  Limitation  géométrique  du  nombre  e,  (25G). 

Czuber  {E ,),  —  Les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
qui  passent  par  les  points  cycliques.  (257-286). 

Les  propriétés  générales  et  particulières  des  quartiques  bicirculaires  et  des 
cubiques  circulaires  planes  se  déduisent  simplement  de  ce  que  ces  courbes 
peuvent  être  regardées  comme  les  projections  stéréographiques  d'une  quar- 
tique  sphérique. 

Vivanti  (»/.).  —  Pour  la  théorie  des  formes  binaires  de  détermi- 
nant positif.  (287). 

Étude  de  l'équation  indéterminée 

Da7--3  r^.y\ 

faisant  suite  à  un  Mémoire  inséré  dans   le  précédent  tome  de   l;i   Zeitschrift. 
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Beyel  (C).  —  Sur  la  section  cl  la  perspective  d'un  quadrilalcrc 
gauche.  (Soo-Sog). 

L'auteur  trailCf  en  particulier,  des  plans  qui  coupent  les  eûtes  d*un  quadri- 
latère gauche  en  quatre  points  situés  sur  un  cercle. 

Scliapira  {IL)'  —  Remarques  sur  la  fonction  limite  d'une  itéra- 
tion algébrique.  (3io-3i4)- 

Généralisation  du  théorème  de  Gauss  sur  la  moyenne  arithmético-géoroé- 
triquc. 

Wittenbauer.   —  Théorèmes  sur  le   mouvement  d'un   système 
plan.  (3i4)- 

Ces  propositions  concernent  des  constructions  simples  du  centre  d'inflexion 
dans  un  mouvement  résultant. 

Doehtemann  (.A'.).  —  Sur  la  génération  synthétique  des  trans- 
formations de  Cremona  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

(3i5-32o). 

Une  transformation  de  Cremona  du  quatrième  ordre  s'obtient  en  faisant  se 
correspondre  les  points  de  deux  plans  qui  sont  situés  sur  une  même  sécante 
d'une  cubique  gauche;  cette  défînition  même  permet  d'étudier  les  propriétés 
de  la  transformation. 

Beyel  (C).  — Sur  des  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  orthogonal.  (3-2  1-338). 

Considérons  deux  plans  A,  H;  soit  x  leur  ligne  d'intersection:  menons  par 
un  point  O  de  x  une  riroilc  h  qui  ne  soit  dans  aucun  des  plans  A,  R;  consi- 
dérons enfin  une  courbe  G"  du  «'•">•  ordre  située  dans  A. 

Un  plan  quelconque  E,  mené  par  /t,  coupe  C"  en  n  points  cl  D  suiNant  une 
droite  b\  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  d'intersection  sur  b  engon- 
drcnt  une  surface  réglée  de  l'ordre  3/i  quand  I£  tourne  autour  de  h\  c'est  celle 
surface  dont  M.  Beyel  étudie  les  propriétés;  il  examine,  en  particulier,  le  ras 
où  C"  se  réduit  à  une  droite. 

l  cUnuinn  (  ]\^.^.  —  (ialcui  de  l'aiiM*  (liif)  polygone  au  moyen  des 
coordonnées  de  ses  sommets.  (3.)(j-.>  i,*)  i. 

Hochow.  —  Cliiui^i'inenl  de  varial>le  dans  une  dérivée  d'ordre  //. 

Ihtkulion  dirc<:lc  d'une  formule  cqui\alcntc  à  celle  <!(•  Srliliunih  h. 
h/aus  (./.).  —  Sur  les  rcsle-i  de  puissaneo.  (  .^(io-.Ui,'»  ). 
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Ilofmann  (F,),  —  Pour  rinterprélalion  géométrique  des  formes 
binaires,  en  particulier  des  formes  du  quatrième  ordre,  dans  un 
domaine  ternaire.  (363-368). 

Dans  le  mode  d'interprétation  de  rautcur,  les  quantités  x\^  ^i^^t  ^l  sont 
regardées  comme  les  coordonnées  homogènes  x^  y,  z  d'un  point  de  la  conique 
y^=xz»  Des  lors,  partant  d'une  forme  du  quatrième  degré  prise  sous  la 
forme  canonique  x\-{-  Omx]xl  -h  x^,  l'auteur  interprète  les  racines  du  hessien. 

Schlômilcli.  —  Sur  le  reste  de  la  série  qui  représente  arcsin:r. 
(368-369). 

Saltzmann  (  IV,),  —  Détermination  du  Heu  et  de  Téclairement 
de  rimage  réfractée  d^un  point,  quand  la  surface  réfractante 
est  un  plan.  (36()-373). 

Zimmermann  {U')>  —  Démonstration  de  quelques  théorèmes  de 
Steiner.  (373-3-7). 

SaaUchutz  (L,).  —  Sur  les  ex|)ressions  qui  s(î  présentent  sous 
forme  indéterminée.  (378-381). 

//ess  (TV,).  —  Sur  un  point  de  la  iMécanicpie  de  Poisson.  (382- 

384). 

Partie  historique. 

yiiischutz  {€-)•  —  Sur  la  découverte  de  la  variation  et  de  Téqua- 
lion  annuelle  de  la  Lune.  (1-1  5). 

Suter  {II'),  —  La  question  De  proportione  diamelri  quadrati 
ad  costam  ejusdeni  do  Albertus  de  Saxonia.  (  ii-j()). 

Uenxme  (C).  —  Le  nombre  dr  Platon.  (8i-()()). 

Simon  (//.).  —  Fautes  d'impression  dans  les  iMénioires  de  Gauss 
sur  la  série  bypergéomé trique.  (()()- lui). 

IJcinmc  (C),  —  Le  nombre  de  IMaton.  (1  :>. i-i.ia). 

liii'vens  de  Ilaan  (/^.).  —  C)ucl(|nc's  ici  1res  inédites  de  I{ené 
Descartes  cl  de  Constantin  lluygeiis.  (161-173  ). 


loo 

^^^^H 

Favaro{A.).  - 

-  Sur  une  riouvclk-  cdilion  des  (£uvres  complèUs 

de  Galilée,  (i 

':■')■ 

TF-iUtein{A.). 

—  Sur  un  eadroil  dir  l'AljnHgeslc.  (ioi-ao8)^^» 
Ta»  XZXni:  lOS. 

Schendet  (  £..).  —  ReprfaeDUliont  dîvena  dn  JéwImMl  de  den 

formef  binairCB.  (i-i4)- 
Kilbinger.  —  Sur  nae  tniufonintidn'iBViJiilÏTe-'dd  lAiMd 

degrf.  (14-Ai). 

6tBdedelacoR«9oèduM.attn,iwpoiU<'u|riM  MrteunMtiw*M 
desx  polaifM  par  rapport  i  deax  •OBifM*- 

Haentuchel  (E.).  ~  Snr  Ficpation  différentielle  des  foMbOM 
do  cjUadre  penboliqae;  (ift-*^').  '> 

Celle  iqaatioB  te  ravtK  A  U  fonae 

l'amlMi  ca  fait  l'étade  pow  lei  nlen*  TOiiûei  de  r  s  o,  ««  c^k  préwMi  b 


Heymann  (  (F.).  —  Essais  sur  la  Iransformalion  des  inlëgnles 
hvpcrcllipliques.  (3o-35). 
Si  l'on  considère  l'cqualion 

=  (v)- jr  =  i'- -■-*,_,«-' -h... -h  A,  «  +  A,  — j  =  o, 

où  les  A  ne  dépendeni  pas  de  x,  et  si  l'on  désigne  par  A  (  ;£ }  le  dtscrimininl  <t<> 
premier  membre  regardé  comme  aa  polyaoïne  en  \>,  ce  discriulinanl,  <]<»*<' 
on  y  remplace  x  par  9(11)  se  présente  sous  ta  Tormc  —^(v)  p''(f),  où  o'(t) 
est  la  dérivée  de  9{c)  cl  où  <{'(f  )  est  une  fonction  entière  du  degré 

(„_,)(„_,). 
Si,  par  conséqnrni,  parlant  rie  l'équalion  différenliellc 


d\  z 


dx 


lin  fait  lu  transturmalton  x  =  ;(  ^)i  c'tc  prendra  la  forme 
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Ce  résultat  est  appliqué  à  différents  cas  particuliers. 

Un  résultat  du  uiéine  genre,  relatif  au  cas  où,  dans  Téquation  primitive  entre 
i'  et  J7,  j?  entre  dans  un  coefficient  autre  que  le  dernier,  conduit  à  des  formules 
de  transformation  au  moyen  de  fonctions  rationnelles.  Enfin,  l'auteur  étudie 
les  difTérentielles  de  la  forme 


où  ^{%^)  est  un  polynôme  réciproque  de  degré  pair  et  les  décompose  en  difTé- 
rentielles plus  simples. 

Simon  (II.).  —  Sur  quelques  inégalités.  (56-6i). 

Le  rapport 


*-f-a^'4-...-H  aj^ 


où  les  a  sont  positifs  ainsi  que  S,  croit  avec  k. 

Ileymann  (}V.\  —  Sur  Téqualioa  différentielle 

dx  ndy 

ar« — I        y"^ — i 

(61-6/4). 

Scliendel  {L,),  —  Représentations  diverses  du  résultant  de  deux 
formes  binaires.  (GS-^^). 

StolL  —  Sur  quelques  théorèmes  de  J.  Steiner.  (j8-ioo). 

Polygones  inscrits  et  circonscrits  à  deux  ellipses  ayant  même  centre  et 
môme  direction  d'axes. 

Bochoiv.  —  Connexion  entre  les  intégrales  générales  et  parlicu- 
lièrcs  de  certaines  équations  différentielles,  (loi-iio). 

Hossfeld,  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  dans  Tespace.  Con- 
struction d'une  cubique  gauche  passant  par  des  points  imagi- 
naires donnés,  (i  i  i-i  16). 

Étant  données  trois  involutions  à  points  doubles  imaginaires  portées  par 
trois  droites  dans  l'espace,  construire  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
passant  par  trois  des  points  doubles  et  par  les  trois  autres.  Application  à  la 
construction  d'une  cubique  gauche. 

Buka  (/^.).   —  Remarques  sur  lu  détermination  du   centre  de 

courbure    des    roulettes    dans    un    mouvement  plan,    d'après 
M.  Griiblcr.  (1  1--1  18). 
Bull,  des  Sciences  matkcin.,  2"  série,  t.  \\L  (Juin  1897.)  K.^ 
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Canlor  (il/.).  —  Sur  une  proporlion  en  Géomélrie  élémentaire. 

Si  A,  R,  C  sont  les  angles  du  Iriangle  de  base  d*un  tétraèdre  dans  lequel 
Tanglc  tricdrc  opposé  est  Irirectangle,  on  a 

a  v^langA  =  ^v^tangB  =  cv^tangC, 
en  désignant  par  a,  b,  c  les  arêtes  partant  du  sommet. 

JJeyel  (C).  —  Qiialre  problèmes  sur  le  conlacl  du  second  et  du 
Iroisième  ordre  des  coniques.  (lao-iaS). 

Sur  des  coniques  passant  par  des  points  fixes  et  osculatrices  à  une  conique 
donnée. 

Weihrauch  (A.).  —  Sur  certains  délerminanls.  (ia6-i9.8). 
Zohnstein  (7^).  —  Pour  la  théorie  de  la  moyenne  arilhmético- 


r» 


('omélrique.  (i2y-i3G). 


Déduction  directe  de  l'équation  difTérenlicile  de   la  moyenne  arithmétiro- 
géométrique,   d'après   une   indication   fragmentaire   de   Gauss    {Werke,    III. 

p.  37-2). 

l'ivanti  («/.).  —  Sur  les  surfaces  minima.  (iSj-iSS). 

Ktude  de  la  surface  obtenue  en  posant,  dans  les  formules  bien  connues  de 
Weicrslrass, 

|i  étant  un  nombre  impair. 

Auinnt  y^F.\.  —  Sur  les  surfaces  de  révolution  et  la  transforma- 
lion  loxodromique.  (iJ4-i6(rL 

Considérons  doux  surfaoes  rapporléfs   à   iii*s   courbes  orlho^tmalcs  cl    isn- 

ihcrmes,  on  >orte  que  Io>  oloinonts  linéaires  c/^.  </:f,  soient  donnés  par  les  fi»r- 

nuiles 

ds-    -  t   ..'m*  -t-  t/\  •  >,         lis]    -  t^{  </m  j  —d\'i  ). 

Si.  entre  le-  païaiiiêlres  u,  i  et  tt  .  »•  on  établit  une  forrespondanec  bomo> 
^ral)lllque.  le*  lrajoett»ire>,  sou-  un  ançle  e*Mi>tant.  des  courbes  u  •=  cnost. 
eorrO'ipondr^Mit  aux  Irajool.-iiV'i,  sous  un  an;;le  eon-ilanl.  des  courl»e*  1/,  —  eonsl. 
de  raulie  >url.j«e  retle  roniaïque.  qui  -apphqu'*  .iKenitMit  auv  surfare-  *!«' 
r'.\«»luli«>n.  p«'îiuel  à  I  .»ul;*ur  dr'  Irailor  j'îu>ieui>  pri'l'î-.  iiie-i  inlcio>-ants. 

Mdfthusrn  ^  A.  .      -   r\oolieivlu"i  >ur  la  o<>n-li{ulioii  de  pinreaiiv 
ilr  ra>iUîs  a-liumallqui  -  iiitiniintMit  min*  «•<  a|»r/'<  leur  ri'frarhon 
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Vivanli  [J,).  —  Un  théorème  sur  réliininalion.  (i84-i85). 

llaenizschel  {E,),  —  Sur  les  transcendantes  de  Fourier-Bessel. 
(i85-i86). 

Itossfeld  (f .).  —  Construction  de  la  surface  du  second  ordre  |>ar 
neuf  points,  dont  huit  sont  imaginaires.  (i8-). 

Schtnid  (T.).  —  Sur  la  loi  de  la  variation  de  la  pesanteur  sur  Tei- 
lipsoïde  d'équilibre  de  Jacob i.  (188-190). 

Burmesler  (A.).  —  Rectification  à  la  Note  de  M.  Buka,  clc. 
('9«)- 

Sclilômilch,  —  Une  propriété  des  coefficients  binomiaux.  (190- 
«90- 

Sclifomilch,  —  Remarques  sur  les  quadrilatères  inscrits  à  un 
cercle,  circonscrits  à  un  autre.  (191). 

Maximum  et  minimum  de  la  surface  d'un  tel  quadrilatère. 

IV^îttenbauer  {F,),  —  Sur  les  mouvements  simultanés  d'un  sys- 
tème plan.  (193-208). 

Construction  du  pùlc  des  indexions  et  du  centre  de  courbure  d'une  trajec- 
toire dans  le  mouvement  résultant. 

Jlichter  (O.).  —  Sur  Tinduction  galvanique  dans  un  conducteur 
solide;  essai  sur  la  théorie  mathématique  des  courants  élec- 
triques induits.  (209-230). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  l«>i  d'induction  de  V.  Neumann,  telle 
qu'elle  a  été  formulée  dans  une  Leçon  qui  lui  a  été  communiquée  par  M.  C 
Ncumann. 

Après  avoir  développé  celle  loi,  il  Irjiite  successivement  du  cas  où  le  con- 
ducteur induit  est  en  repos,  en  sorte  que  les  actions  résullcnt  de  changements 
dans  le  conducteur  induisant,  puis  du  cas  où  le  conducteur  induisant  est  en 
repos  et  où  le  conducteur  induit  se  mcul. 

Koehler  (C.)^  —  Sur  la  forme  des  intégrales  logarithmiques 
d'une  équation  dilTérentielle  linéaire  non  homogène.  (23i- 
0.42). 

Dans  IVquation 

.— -  -{-  V.  -, '-:  -T. .  .-f-  \\r       7, 

du""  </./""   ' 


io4  SlXONOli:   PAKTIE. 

I*,,  1*3,  ...,  !*„,,  7  sont  supposés  des  fondions  algébriques  de  x.  Supposa 
qu'elle  adniellc  une  intégrale  de  la  forme 

y  '-^ j\'^^  -'i»  •••1  "^rt )» 

où  /  est  une  fonction  al^'é4)ri(|uc  de  x,  2r,,  ...,  &^,  cl  où  S,,  &•,  ...,  &^  so 
des    logarithmes   algél)ri<|uement  indépendants   dont   les   dérivéci»   soient  d^ 
fonctions  algél)ri<{ues  de  Xy  l'auteur  montre  que^est  nécessairement  uoe fon 
lion  entière  de  Sr,,  Sr^,  ...,  Sr„,  dont  le  degré    ne  dépasse   pas   /i,  et  ctabi 
quelques  propriétés  de  cette  fonction. 

Pochleinann  (A.).  —  Pour  la  génération  synthétique  de  la  tram 
formation  de  Crcinona  du  quatrième  ordre.  (243-245). 

StolL  —  Centre  et  ravon  d'un  cercle  donné  par  son  équation  ei 
coordonnées  trilinéaires.  (245-25 1). 

Tumliez  (O.).  —    Pour  Pintroduction  dans  la  théorie  de  la  po- 
larisation diélectrique.  (25 1-255). 

Marck  (  II'.).  —  Inlluence  de  Pinimersion  d'une  barre  sur  sa  lon- 
gueur apparente.  (255-2  56). 

Weilcr  (-1.).  —  L'axonométrie  comme  projection  orthogonale. 

(257-2(>()). 

Rivhter  {O,^,  —  Sur  Pinduclion  galvanique  dans  un  conducteur 
solide.  Kssai,  elo.  (i>"0-29i). 

Ilcss  (  W  .\.  —  Sur  le  lliéorrme  de  Jacobi  relatif  à  la  réduction 

d'iino  rolalion  do  Laj;ranj;o  à  deux  rotations  de  Poinsot.  (21)2- 

•>    •  \ 

I>cni«uiN(r.i(ioii  nou\ollc  do  la  dccompo>iti(M)  en  doux  mouvements  de  PoinNot 
du  nu>u\omont  il'un  corps  poant  de  révolution,  suspendu  par  un  poiut  de  son 
a\o. 

Mittl/iicsrn    \  A.  K     —    Uoniarques    sur    la    communication    de 
M,  Sclunivl,  rolaliNO  à  Ki  loi  do  la  \arialion  do  la  pesanteur,  etc. 

S/Hifcr  .  /»\   .  —    Tiian^los  roclani;lo>  ol   oquilaloraux   inscrits  à 
uno  ooniinu".     .v»(>-.^  1  1  •. 

>. .'i/ov '. ... j      /.  .       -    l/inlo^ralo  olllphi|ui'  do   promiôro  opôco 
a\oc  \\n  moJii!^    îin,uinairo.  >   mi-»;  î 


tDl 
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X,  a,  ^  étant  réels,  et  x  étant  plus  petit  que  un,  on  a 

dx 


(  p  —  a  -m'3)  rfi^ 


V^2(i;— a)(i'»  — a^— {i')[i'^— a'— p^—  2(1»— a)] 


Heymann  {W.).  —  Noie  sur  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce  avec  un  module  imaginaire.  (3i3-3i4). 

Braun  (^r.).  —  Sur  les  coefficients  des  fonctions  sphëriques 
d'une  variable.  (3 1 4-3 16). 

p.K.).±2:(-)'C::r)("r)"-''- 

l^hnstein  (T.).  —    Sur   la   moyenne   harmonico-géomélrique. 
(3 1 6-3 19). 

Si,  partant  des  nombres  x^  y  y  on  fait 

la  limite  de  x^  ou  de  >^„  pour  n  infini,  multipliée  par  la  moyenne  arithmético- 
géométrique  de  x,  y^  donne  comme  produit  xy. 

I^hnsiein  {T,),  —  Reclificalion.  (3 18). 

I^uluj .  —  Un  problème  d'inlerférence  avec  deux  cordes  vibrantes. 
(3i8.3i9). 

Prix  philosophique  de  Bcneke.  (3 19-320). 

yiugusl  (F.).  —  Mouvement  d'un  fil  suivant  une  courbe.  (32 1- 
336). 

Un  fil  se  meut  généralement  en  décrivant  une  surface.  M.  August  étudie  les 
conditions  pour  que  le  mouvement  s'effectue  suivant  une  courbe,  chaque  élé- 
ment du  fil  venant  remplacer  le  suivant  :  il  traite  un  certain  nombre  de  cas 
particuliers  intéressants. 

Surmester  (A.).  —  Génération  cinématique  de  surfaces  par  le 
roulement  d'un  cjlindre  sur  un  cylindre.  (337-348). 

Un  cylindre  de  révolution  (P)  roule  à  l'intérieur  d'un  cylindre  de  révolu- 
tion fixe  n  de  rayon  double.  Une  courbe  tracée  sur  P  engendre  un  conoïde 
«lont  les  génératrices  sont  normales  à  l'axe  de  n.  M.  Burmester  examiue 
quelques  cas  particuliers. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  \\I.  (Juillet  1897.)  H. y 
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Kleiber  (c/.).   —  Conslruclion  d'une   surface   de   complexe   de 
Plucker  au  moyen  de  ses  quatre  rajons  singuliers.  (349-356). 

Considérant  un  complexe  du  second  ordre  (C)  et  une  droite  (G);  tout  plan 
(P)  passant  par  (G)  contient  une  conique  enveloppe  des  droites  de  (C)  qui 
sont  dans  ce  plan.  Pour  quatre  positions  de  (P)  la  conique  se  réduit  à  deu& 
points;  la  droite  qui  porte  ces  deux  points  est  un  rayon  singulier  de  la  surface 
lieu  de  la  conique,  surface  qui  est  du  quatrième  ordre.  C'est  de  la  constructioo 
de  celte  surface  que  s'occupe  l'auteur. 

Loria  (G,).  —  Pour  la  théorie  de  Télimination.  (357-358). 

Vii'anti(G.).  —  Sur  une  propriété  des  coefficients  binomiaux. 

(358-36o). 

Bermann  (O.).   —  Sur  la  moyenne  distance  du  Soleil  et  d'une 
planète.  (36i-36si). 

Saalschutz  {L.).  —  Nouvelles  remarques  sur  la  fonction  gamma 
avec  un  argument  négatif.  (36ii-3-a). 

Intégrale  définie  qui  donne  dans  ce  cas  -^r- ;:7— • 

I  (a-i-  fi) 

Ulbriclit  (//.)  —  Equation  de  résistance  d'une  surface  de  niveau 
potentiel.  (3-2-.i73). 

Scf/rncfr/'  (II).  —  ThéorriiK;  sur  la  coni(|ue  inscrite  à  nn  liepla- 

llofi)nimi  (A.)  —  ?Sc)l('  sur  deux  théorènios  du  Calcul  des  proba- 
hilili's.  (  .)-r)-.')<S  I  ). 

llofiiKirui    { i\).    —    r^\j)iH'ssi(>ii    |)arain(îlri([uo    de    siil)sliUitioii"^ 
oiilioi;oiiales  ideiill(|ueinriil  rcvcrsii)lcs,  obtenues  t;;éonu'lri<l"^' 

llKMll.    (  .)S  1-38  î  I. 

Partie  liisturicjue. 

Ilunntih  (A.).  —    Pour  riiistoire  <lii  calcul   a|>j)roeli('  des  racint^^ 
('arr<''es.  (  i  - 1  i  i. 

(jrlricli  (A'.i.  -  -    l!sf|iiisse  d'une  hisloiie  des   lois  du  elioc  '  l'' 

.")S  ).  I  S  I  -S()  \. 
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Unger  (/*'.).  —  Le  plus  vieux  livre  de  Calcul  allemand.  (laS- 

•  48). 

Heiberg  (J-)-  —  Petits  fragments  pour  les  Mathématiques  byzan- 
tines. (iGi-i-jo). 


Zeits<:iiript  fïr  Matiikmatik  und  Piiysik. 

TomeXXXïV;  i88c). 

IVeiler.    —   Sur    les   cercles   osculaleurs   des   coniques.    (1-6), 

(177-180,(282-289). 

Détermination  du  cercle  osculateur,  en  un  point  d'une  conique,  par  les  mé- 
thodes de  la  Géométrie  synthétique. 

J^leister.  —  Sur  les  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  tétraèdre 
donné  comme  tétraèdre  conjugué  commun.  (6-24),  (jS-Si). 

Suite  d'un  travail  inséré  au  tome  XWI. 

La  condition,  imposée  à  une  surface  du  second  degré,  d'admettre  un  té- 
traèdre donné  comme  tétraèdre  conjugué,  est  é<]uivalcnte  à  six  conditions 
linéaires,  qu*on  regarde  la  surface  comme  lieu  de  points,  ou  qu'on  la  regarde 
comme  enveloppe  de  plans.  Les  surfaces  considérées  forment  donc  un  système 
linéaire  triplement  infini  et  dualislique.  Chaque  système  linéaire  triplement 
infini  et  dualislique  de  surfaces  du  second  degré,  dans  lequel  les  systèmes, 
doublement  et  simplement  infinis,  ne  sont  pas  dualistiqucs,  est  formé  de 
surfaces  ayant  un  tétraèdre  conjugué  commun.  L'auteur  étudie  les  c6nes  et 
les  coniques  du  système,  et  indique  ensuite  l'application  à  ce  système,  faite 
par  M.  H.  Sturm,  de  la  théorie  des  caractéristiques.  Suivent  des  recherches 
générales  sur  les  réseaux  et  faisceaux  de  surfaces  compris  dans  le  système. 

^achmaninow ,  —   Réduction  des  équations  du  mouvement  re- 
latif à  la  forme  canonique.  (25-35). 

Étude  du  cas  général  où  les  liaisons  du  système  dépendent  du  temps. 

AVrA//'/*.   —   Sur  la  forme  des    intégrales  logarithmiques  d'une 
équation  difTérenlielle  linéaire  non  homogène.  (3(3-54). 

Suite  d'un  travail  inséré  au  tome  WXIIl. 

Dans  le  travail  auquel  il  est  fait  allusion,  on  détermine,  d'une  manière 
générale,  la  forme  des  intégrales  logarithmiques  d'une  équation  différentielle 
linéaire,  non  homogène,  à  coefficicnl?  algébriques,  et  l'on  indique,  dans  le  cas 
ou  l'intégrale    générale  c^t,    pur  rapport  aux   logarithmes  qui   y  figurent,  un 


loS 
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polynôme  entier   d'ordre  égal  à  celui   de   Téquation   diiïérentielle,    une  forme 
caracléristique  de  rintégrale. 

Le  cas  où  Tintégrale  générale  est  une  fonction  linéaire  de  logarithmes  a 
été  étudié  par  M.  Kœnigsberger;  l'auteur  étudie  ici  le  cas  où  celle  iotégrale 
est  une  fonction  du  second  degré  des  logarithmes  qui  y  figurent. 

Mlldncr,  —   Sur  la  dclermination  d'un  produit  infini.  (55-D9). 

Calcul  à  l'aide  de  suites  périodiques  du  produit  infini 

Schloniilch,  —  Moyenne  lijperarilhmétique  et  hjperharmonique 
avec  des  applications  géométriques.  (og-GS). 

L'auteur   propose   d'appeler   moyenne  hyperarithmétique,  entre   r,  et  r^ 
l'expression   a,r, -f-a^rj    où   a^    et    a^   sont    des    constantes    quelconques   et 

h  h 

moyenne  hyper  harmonique  l'expression  — î  n — ^  où  6,  et  6,   sont  encore  des 


''i        '•j 


constantes  quelconques.  Ces  dénominations  sont-elles  vraiment  indispensables 
pour  énoncer  simplement  les  résultats  élémentaires  auxquels  il  parvient? 

Lerch.  —  Nouvelle  démonstration  d'une  formule  de  Kirchhoff. 

(63-64). 

Cette  formule  établie  très  simplement  est  la  suivante  : 


V 

a  -0 


x  —  xz'"^        âm^  {\  —  xz'^){\  —  yz^*-  ) 


{1  ...J 


IIcKis.   —  Sur  les  iiHJicaLi'lccs  dos  coniques.  ^(jj-"j*.>). 

l'janl  (Ioiiih's  H.his  un  plan  une  roniquc  C  cl  un  point  1*  quelconque,  l'auteur 
aj)j)(II(:  indicatrice  du  point  la  conique  infiniment  petite  dont  les  dianulres 
roiijuiîUi's  c»>ïnri(l<'nl  avec    les   droites  issues  de    P  et  conjuguées  par  rapp'""' 

(J/'(f/iz.  —   Sur   li)    relaliou    cuire   la   dlialation   d'un  conducleur 
])ar(!ourLi    par  uu  couraul    allerualir  cl   rintensité  du  couranl. 

Slf//i/,t'{viLsr/i .  —  Sui"  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.'"'' 

I  I  (  )  ) . 

Sniciil  /;,  r.  T  la  pression,  le  volume  spécincjue  et  la  température  ab^f»'"'' 
ri  F(c, />,T)  ()  l'équatiou  caractéristi(|ue  d'un  corps.  Désignant  p<ir  - 
rcner;L;ie  irilcrne  (1(^  Tunité  de  masse  du  corps,  l'auteur  pose 


et  cltiltjit  une  rri.ition  entre  les  lonclions  '^  et  F 
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Hofinan,  —  Détermination  de  la  valeur  de  la  preuve  par  9, 
d'après  la  connaissance  de  la  précision  subjective  du  calcula- 
teur, (i  16-1 19). 

IVangerin.   —   Sur  l'intégrale    /     log(sincg)  ^  =—  et   sur 

.'0  *     V*  —  A:*sin'cp 

quelques  autres  qui  s'y  rattachent.  (  i  i9-i2()). 

Établissement  des  formules 
u 

J'       log(sino)  • z=    I      log(sii  w)  c/m  =—  -  K  logA—  7  K'. 

tlangcrin,  —  Sur  le  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second 
ordre.  (  i26-iîi8). 

Détermination  des  axes  de  ce  cône. 

Kiipper,  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  (F')  et  du  qua- 
trième ordre  à  conique  double  (F^)  et  en  particulier  sur  les 
droites  qu'elles  renferment.  (129-iGo). 

Détermination  de  cinq  transformations  quadratiques,  qui  transforment  en 
elle-même  une  surface  F^.  Transformation  en  plans  R  des  couples  de  points 
(r,  p)  de  l'espace.  Domaines  conservés  par  cette  transformation.  Passage  à 
F*,  ses  16  droites.  Leurs  rapports  réciproques.  Le  cAne  de  Kummer  o^,  V\  avec 
I  points  doubles  D,  en  dehors  de  la  ligne  double  a}',  la  droite  binaire.  La  sur- 
face du  troisième  ordre   F'  et  ses  27  droites.  La   construction   du  double-six 


/  -  )•  F^  avec  i  points  doubles  D,  en  dehors  de  à^. 


Gleichen,   —   Sur  la  réfraction  de  la  lumière  par  les  prismes. 
(160-176). 

Helmholtz  a  montré,  dans  son  Optique,  que  des  rayons,  issus  d'un  point  et 
formant  un  pinceau,  passent  encore  par  un  point  après  avoir  traversé  un 
prisme  d'épaisseur  négligeable  dans  la  position  du  minimum  de  déviation; 
Fauteur  étudie  les  modifications  à  apporter  à  celte  proposition  quand  l'épais- 
seur du  prisme  n'est  plus  négligeable. 

f)alwigk,   —  Sur  une  démonstration  du  théorème  fondamental 
de  l'Algèbre.  (1 85- 188). 

L*auteur  rectifie  une  démonstration  inexacte  donnée  dans  le  t.  XWIII  du 
même  journal. 

Schlôinilch,  —  Une  propriété  projcctivc  de  l'hexagone  de  Pascal- 
Brianchon.  (188-180). 
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Schmidt.  —  Sur  la  résolubililé  d'un  système  d'équations  linéaires. 

(189-190). 

liieke,  —  Un  théorème  de  théorie  des  nombres  (i 90-191). 
Soit  p  un  nombre  premier,  P  —  (/?  —  i)!  on  a  la  congruence 

P       P  P 


I         2  P  ~'~  ^ 


:=  o        (mod/?'). 


SchendcL  —  Remarque  sur  la  Communication  du  D*"  W.  Braun  : 
Sur  les  coejfficients  des  fonctions  sphériques  d^une  variable 
[Zcitschrifty  t.  XXXIII).  (191-192). 

Saalschiitz,  —  Note  sur  l'article  :  Sur  Vétudc  des  expressions 
qui  paraissent  indéterminées  [Zeitschrift^  t.  XXXil).  (192). 

Frischauf,  —  Sur  la  fonction  ponctuellement  discontinue  de  Ric- 
mann.  (  193-198). 

Comme  premier  exemple  d'une  fonction  ponctuellement  discontinue  et  ce- 
pendant intcgrablc,  on  peut  citer  la  fonction  considérée  par  Riemann 

/(x)  =  i5J  +  ('^>  •       .  '"•'^> 


i*  II' 


OÙ  {x)  désigne  la  diiïérencc  entre  x  et  l'entier  le  plus  voisin,  et  où  l'on  pose 
(x)  =  o  lorsque  x  est  égal  à  un  nombre  entier  augmenté  de  \. 
F/aulcur  étudio  la  fonction  plus  générale 

/(  .r  )        h-  ^ ...  H *- 

•  i>  .'.*  fi' 

où  ;i  est  positif. 

S(j(ilsr/uffz,  —  Les  inlép^rales  ellipliques  de  Iroisirmc  espèce  qui 
se  ramènent  à  dos  iutrgralos  ellipliques  de   première  espèce. 

Lrî;«Mulro  <l<mnc,  dans  S(Mi  Traite  des  fonctions  elliptiques,  troi>  suites  de 
valiMirs  do  n  pour  Icsquoll«*>  rinlégralo  olliptiqno  de  troisième  espèce  I\^{::,n) 
se  liiis-^e  ramener  à  la  première  e^^pèee.  On  peut,  par  la  méthode  même  qu'il 
a  appliquée,  élahlir  le  llièorèine  plus  général  «suivanl  : 

Si  Ton  pose 

,  ,  ////.  -•-  m' i/.  ' 

n     -        A-  >ni-.tnu/         «•!  u        -    ._       _  — , 

/• 

ou  ;►/  .'t  ty\  l|^•<.i^Ile^t  <lc<  rntit^r-i  positil»  ou  n<-:;atir^.  /•  un  oiUifr  p«>vilif  .irbi- 
tr.iir»'.  l'inligralr  II  ^j.//^  ;  <mi  II .//,// "k  |or>«qu  on  a  po».,'  j  am  f/ |  »ie  ii-dmî 
.«  uni'  inti'cral»'  «le  |M<Mni' r<'  .Hjure  1"  (  -  •  aui:in«'nlri"  «iiin  lo^.Tntlimf . 
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BeyeL  —  67  théorèmes  sur  le  quadrilalère  orlliogonal  (aiS-aS^), 
(290-302). 

L'auteur  appelle  ainsi  un  quadrilatère  déterminé  par  les  trois  sommets  d'un 
triangle  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Rieke,  —  Sur  l'équation  xP  -\-  yP  =  zP,  (238-248). 

L'auteur  croit  démontrer  le  dernier  théorème  de  Fermât. 

BeyeL  —  Remarques  sur  les  pôles  et  polaires  dans  les  coniques. 

(248-254). 

Ilauck.  —  Sur  l'inlerprélation  en  perspective  parallèle  du  plan 
de  l'épure  dans  les  projections  horizontales  et  verticales.  (254- 
256). 

Schumacher.  —  Géométrie  des  cercles  d'une  sphère.  (257-2;;  1). 

Intersection  à  angle  droit.  Contact.  Intersection  sous  un  angle  quelconque. 

Bindev,  —  Sur  le  système  des  points  tangenliels  d'une  courbe 
plane  unicursale  du  quatrième  ordre.  (272-281). 

Toute  tangente  à  une  courbe  du  quatrième  ordre  la  coupe  en  deux  points 
distincts  du  point  de  contact;  ce  sont  ces  points  que  Tauteur  appelle  couple 
de  points  tangentiels^  et  dont  il  étudie  les  propriétés.  Il  termine  par  une 
construction  linéaire  des  points  d'inflexion  d'une  courbe  plane  unicursale  du 
quatrième  ordre  avec  deux  points  de  rebroussement. 

Alùller,  —  Sur  les  points  doubles  de  la  courbe  du  couple.  (3o3- 
3o5),  (3-2-375). 

Soit  ABOO'  un  quadrilatère  articulé  dont  00'  est  un  cAté  fixe,  le  côté  AB 
s'appelle  le  couple  et  Biirnoester  nomme  courbe  du  couple  le  lieu  décrit  par 
un  point  d'un  plan  invariâbiement  lié  à  AB.  Cette  courbe  passe  trois  fois  par 
les  points  cycliques  et  possède,  en  général,  trois  points  doubles  h  distance 
finie;  l'auteur  étudie  la  réalité  de  ces  points  doubles. 

Griibler.  —  Le  rajoo  de  courbure  de  la  roulette.  (3o5-3io). 

Schotlen.  —  Le  théorème  de  Simpson  sur  le  triangle  et  son  ex- 
tension. (3i t-3i3). 

L'extension  consiste  à  mener,  d'un  point  du  cercle  circonscrit  au  triangle, 
trois  droites  coupaat  les  côtés  sous  le  même  angle  :  les  pieds  de  ces  obliques 
sont  encore  en  ligne  droite. 

Ilejfter,  —  Sur  le  problème  des  bracliistochrones.  (3i3-3i()'). 
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L'auteur  élablit  la  proposition  suivante  : 

Par  deux  points  situés  d'un  môme  côté  d'une  droite,  on  peut  toujours  faire 
passer  un  arc  de  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  roule  sur  la  droite. 

Làska.  —  Théorèmes  sur  les  séries.  (SiG-Sig). 

Si  les  A  vont  constamment  en  décroissant,  la  suite 

a» 


est  convergente,  ainsi  que   toutes  ses  dérivées.  Avec  cette  h^'pothése,  on  a  la 
relation  générale 


qui  comprend,  comme  cas  particulier,  la  série  de  Biirmann. 

Emmerich,  —  Sur  la  preuve  par  9.  (3 20). 
Vcltmann.  —  Sur  la  théorie  des  invariants.  (3iii-33o). 

Dans  le  tome  X\II  du  journal,  Taulcur  avait  essayé  de  donner  une  démonstra- 
tion rigoureuse  d'un  théorème  d'Aronhold  relatif  aux  conditions  sous  lesquelles 
deux  formes  entières  et  homogènes  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par 
une  transformation  linéaire,  la  démonstration  d'Aronhold  ayant  été  reconnue 
inexacte  par  CIcbsch.  Il  confirme  l'exactitude  du  théorème  et  complète  sa  dé- 
monstration  en  excluant  certains  cas   particuliers  où  elle  n'était  pas  valable. 

Jahnke,  —  Détermination  du  potentiel  d'un  elhpsoïde  homogène. 
(331-33;). 

Application  d'une  formule  do  lloch  {Journal  de  Crcile,  l.  \0). 

Rickter.  —  Sur  le  limaçon  de  Pascal.  (338-35  i). 

SchirdcKvahn.  —  Expression  des  intégrales  hvperellipliques  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce  et  du  premier  ordre,  par  des 
intégrales  de  première  espèce.  (35r)-3()4). 

La  méthode  cmpioyét'  est  iiu  fond  une  généralisation  de  celle  employée  par 
Jarohi  {Œuvres  complclrs,  l.  I,  p.  '^'?f^)  p<Mir  les  intégrales  elliptiquc<  :  elle 
a  (lé  ai)i>]iquée  déjà  par  M.  Slaude  dans  un  cas  particulier  {  Acta  inattuma- 
tira,  l.  VIII,  p.  ^<i)- 

Srhnndt ,  —  Sur  une  apj>licalion  du  calcul  .svnd)oli<|uc  à  un  pro- 
hlème  de  la  théorie  i\c>  cDuicpies.  (.)().*)-.>;  i  1. 
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BeyeL  —  Une  extension  de  la  notion  de  rapport  anharmoniqiie. 
(3-5-382). 

Vivanti,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  multiformes.  (38rî-384). 

M.  Fuchs  avait  partagé  en  deux  classes  les  intégrales  non  uniformes  d'une 
équation  différentielle  suivant  que  les  valeurs  qu'elles  peuvent  prendre  en  un 
point  donné  forment  une  infinité  discrète  ou  recouvrent  complètement  une 
ou  plusieurs  parties  du  plan.  Dans  ce  dernier  cas,  il  avait  affirmé  que  l'inté- 
grale ne  peut  être  regardée  comme  une  fonction  analytique  de  la  variable. 
Cette  conclusion  a  déjà  été  combattue  par  Casorati  {Acta  mathematicaj 
t.  VIII).  D'autre  part,  il  résulte  d'un  théorème  de  Cantor  que  les  valeurs  que 
peut  prendre  une  fonction  multiforme  en  un  point  du  plan  forment  toujours 
UD  ensemble  dénombrable.  L'auteur  pense  néanmoins  qu'il  est  possible  d'uli- 
User  la  remarque  de  M.  Fuchs  pour  classer  les  fonctions  non  uniformes. 

So'il y  =  f{z)  une  fonction  monogène  et  I^  l'ensemble  des  valeurs  prises 
par  y  en  un  point  arbitraire  2;  deux  cas  peuvent  se  présenter,  qui  donnent 
par  conséquent  deux  familles  de  fonctions  : 

a.  I,  u'tsl condensé {ûhtTdAX  dicht),  au  sens  de  Cantor,  dans  aucun  domaine. 

b.  I^  est  condensé  en  un  ou  plusieurs  domaines. 

La  fonction  y-=f{z)  et  la  fonction  inverse  5  =  ©(y)  appartiennent  à  la 
même  famille. 

Historisch-literarischo  Abthcilung. 

Gelcich,  —  Les  premières  déterminations  de  la  durée  de  la  rota- 
tion solaire  par  l'observation  des  taches,  (i-^i). 

Staigmuller.  —  Lucas  Paciuolo.  (81-121). 

Nagl,  —  Sur  un  écrit  algorithmique  du  xii®  siècle  et  sur  Texlen- 
sion  du  calcul  et  des  chiffres  indo-arabes  dans  les  pays  chrétiens 
de  l'Occident.  (129-161). 

Christensen.  —  Sur  les  équations  du  quatrième  degré  dans  le 
Livre  X  des  éléments  d'Euclide.  (201). 

Supplément  au  tome  XXXIV. 

Heibcrg,  —  Nouvelles  études  sur  Archimède.  (i). 

Nagl.  —  Le  Traité  arithmétique  de  Radulph  de  Laon.  (85). 

Nagl,  —  Le  Quadriparlitum  de  loannes  de  Mûris  et  le  calcul 
pratique  au  quatorzième  siècle.  (i35). 

IVappler.  —  Contribution  à  TUistoire  des  Mathématiques.  (i47)- 
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Tiiiiip  XXXV;  i8t|<.. 

Mehntlic.  —  Sur  le  moiivcmenl  d'un  systi-mc  plan  rigide  ( 
son  jilun.  (1-45).  ((i.l-Hi). 

Malfire  d«  nambraux  travaux  sur  li  CinéioKique  d'un  fj-stvnip  plan  riti4l 
il  «enibk  qu'un  ait  «ealcnicnt  étudié  le  eu  1«  plus  général  si  le  plui  bctiilwtl 
où,  la  centre  initanUné  étant  a  di«lanc«  linie,  ks  deui  roulettes  y  unt  no  can- 
lacl  du  premier  ordre.  L'auteur  »e  propose  d'étudier  tous  le»  cas  «insoRcit 
qui  (leuvent  iC  préscnier.  Il  fait  dans  w  but  un  usiige  s<r!  té  m  a  tique  de  U  n^ 
présentation  géoDié(ri[|ue  des  quantiiéi  cumpktcs. 

Binder.  —   Sur   lu  rcolilij   di's  lungvnlcs   doubles   de*   coitrljea 
planes  dn  qualritmc  ordre  de  genre  léro.  (a5-35). 

L'auteur  établit,  A  l'oldc  dca  Irnnstornia lions  quadratiques  qui  cbaneenlt» 
courbes  en  coniques,  la  prnpiisilioD  ïuiTsnte  :  Les  quatre  laoïicntrs  dooM» 
d'une  courbe  plane  du  qualriéaie  ordre  t  Iroi*  pointi  doubles,  ou  leiilrm  us- 
gentes  doubles  d'une  courbe  plane daqullriémeordreaver deux  poiui«d«ublri 
dont  l'un  est  un  naud  de  conlatt  (pniot  «A  deui  brandies  se  tourhrni)  pni 
venl  A  la  fois  être  réellro  et  posséder  de  Térituhlei  points  de  cunljiel. 


Sfmry/,-.  —  Le  tln^ortfine  de  Feuerbach,  sur  le  triangle.  (3(î-Sr); 
t   Céométrin  «ynihétique  on   TaiMM 

de  IVq.iallon  difT.henli.-lle  li- 


OémonalratiuD   par  les   mélhodoi   dn   11   Céométrin  «ynihétique  on   TaiMM 
lige  du  quatre  tangente*  coin  m  Une», 


Diefric/ikeit 
néaire  du  s 


nd  ordre.  {52-56). 


Ilurwilz.  —  Sur  quelqties  généralisalions  de  la  formule  de  dilTé- 
renlialion  de  Leibnitz.  (56-58). 

Schrœlfr. 

(Scj-Gi). 


-  Une  conslruclion  pour  un  problème  de   Chasies. 


Ce  problème  eiît  le  s 
plan  (dont  trois  ne  son 


livanl  :  »  On  donne  cinq  points  a,  b,  e,  d,  e  dans  nu 
jamais  en  ligne  droite)  et  cinq  points  a',  b',  e',  it.f 
le  point  o  pour  lequel  il  t  a  projectivité  entre  li 
suite  ponctuelle  {a'b'c'd'e')  ». 


Jnn  dr.  Vries.  —  Sur  les  configurations  formées  par  les  centres 
et  les  a\csdc  similitude  de  n  cercles  du  plan.  (61-64). 

Roscnkranz.  —  Sur  certaines  relations  quadratiques  homogènes 
entre  les  intégrales  d'une  équation  difTérentielle  linéaire  el  ho- 
mogène dn  sixième  ordre.  (83-((6).  (lap-i^;). 
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Les  produits  des  éléments  d'un  système  fondamental  de  solutions  d'une 
équation  différentielle  linéaire  et  homogène  E,  à  coefficients  uniformes,  sont 
des  solutions,  formant  un  système  fondamental,  d'une  équation  de  même  na- 
ture E,.  Il  est  clair  qu'il  existe,  entre  les  solutions  distinctes  de  Téquation  E^, 
un  certain  nombre  de  relations  quadratiques  de  la  forme 

u^u^—  V^Vi  =  0. 

Peut-on  inversement  conclure,  de  l'existence  de  ces  relations  entre  les  solu- 
tions distinctes  d'une  équation  E,,  celle  d'une  'équation  E,  à  coefficients  uni- 
formes qui  soit  liée  à  E,  comme  il  vient  d'être  dit? 

M.  Fuchs  l'a  montré  pour  les  équations  du  troisième  ordre;  M.  Goursat 
étudiant  le  quatrième  ordre  a  établi  que  le  système  fondamental  des  solutions 
peut  être  formé  des  cubes  des  solutions  d'une  équation  du  second  ordre  ou 
des  produits  des  solutions  de  deux  équations  du  second  ordre. 

L'auteur  arrive  à  des  conclusions  analogues  pour  le  cinquième  et  le  sixième 
ordre.  Dans  ce  dernier  cas,  les  solutions  distinctes  peuvent  être  : 

I*  Les  cinquièmes  puissances  des  solutions  d'une  équation  du  second  ordre; 
a*  Les  carrés  des  solutions  d'une  équation  du  troisième  ordre; 
3*  Les  produits  des  solutions  d'une  équation  du  second  ordre  et  d'une  équa- 
tion du  troisième  ordre. 

La  méthode  employée  s'applique  à  l'étude  des  équations  diiïérentiellcs  li- 
néaires E  dont  les  solutions  sont  les  produits  des  puissances  des  solutions 
d'un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  uni- 
formes. Il  faut  ajouter  que  si  dans  les  combinaisons  formées  les  solutions  de 
p  équations  du  même  ordre  figurent  à  la  même  puissance  (ce  qui  ne  peut  se 
présenter  lorsque  E  est  d'ordre  6),  les  coefficients  de  ces/?  équations  ne  seront 
plus  nécessairement  uniformes  en  même  temps  que  ceux  de  E,  mais  pourront 
avoir  p  valeurs. 

August.  —  Sur  le  mouvemenl  des  cliaînes  libres  glissant  sur  des 
courbes  qui  tournent.  (9^-120). 

L'auteur  a  déjà  étudié  {Zeitschri/t^  Bd.  \\\II),  sous  quelles  conditions 
une  chaîne  tlexible  et  inextensible  peut  glisser  sur  une  courbe,  chacun  de  ses 
points  décrivant  la  même  trajectoire.  Il  considère  maintenant  un  mouvement 
dans  lequel  la  chaîne  est  à  chaque  instant  l'arc  d'une  courbe  invariable  sur 
laquelle  elle  glisse  pendant  que  cette  courbe  tourne  autour  d'un  axe  avec  une 
vitesse  constante.  Les  courbes  tournantes  qu'il  est  amené  à  considérer  sont  ou 
des  droites,  normales  ou  non  à  l'axe  de  rotation,  ou  des  hélices  qui  peuvent 
dégénérer  en  cercles  ou  enfin  des  courbes  planes  ou  gauches  (jui  se  laissent 
définir  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 

Ulbricht,  —  Mélhode  de  détermination  du  pouvoir  conducteur 
spécifique  du  sol.  (121-122). 

Ailler.  —  Tliéorcnies  généraux  sur  l'induction.  (i23-i:i  jV 
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l'iiluj.  —  Le  lélfilliermoiiu'lrc.  (laî). 

liichifif.  —  Deii\  tlil'urémrs  sur  les  coniques.  (ia3-i5i<i). 

Jahnke.  —  Sur  les  inrt^graltis  algébriques  des  «îi^ualions  ilifTtipn- 
ticUes  algébriques.  (i48-i5.i). 
lUcbrrrchc  ilci  conditinos  soui  Ifiquellcs  IY<|uatian  (lu  prcriiicr  nrilrt      ^H 

«Il  1''  pst  un  polynôme  irrédtirlililf::.  admet  une  inl^^rule  niLirinnfll<^. 

Aosch.  —  Coiilribiilion  à  ];i  iheorie  ih-s  svstènics  de  forces  plan*. 
(155-17:1). 

Considérons  les  composa  nie*  Jm  forcM  il'un  »js(*nie,  pirallél»  It  ont  Jipfc- 
lion  donnte.  Ce»  torcM  admelUnl  une  rtsullsnW  H  qui  passe  par  le  wntrr  ( 
des  force»  parallt^les;  l'ouieur  éluJîc  giomélriqiiemtm  les  propriili*  du 
forces  R  cl  de  ta  droite  lien  des  pointa  e  lorit|ue  U  dîrectino  change, 

Mehmke.  —-  Nouveau  procédé  pour  U  détermina  lion  des  racine» 
réelles  de  deux  équations  algébriques  numériques  ii  dem  in- 
connues. (i-o-t8.î). 


Saalschulz.  —  Une  formule  sommatoire.  (i8ti-i88). 
liohl.  —  Sur  une  généralisation  de  la  troisième  loi  de  Kqilw. 
(.88-. 9.)- 

Watlcnberg.  —  Conlribulion  à  l'élude  des  équations  dilF^MH- 
lielles  algébriques  du  premier  ordre,  dont  les  intégrales  pw 
s^denl  des  points  critiques  fixes,  en  particulier  de  celles  qui 
contiennent  la  dérivée  jusqu'au  troisième  degré,  (riji-arS), 
(257-373),  (3a2-353). 

La  première  Partie  «I  cnnsacr 
critiquer  fixes  et  ï  celle»  qai  s'y 
phiquc  de  lu  fonclion 

I.c,  dulrcs  uiit   pour  i>bjtl  les  éqnalio 
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ordre  au  plus,  en  particulier  aussi  celles  qui  sont  de  genre  zéro  ou  un  et  ce- 
pendant intégrables  algébriquement.  L'auteur  étudie  d'abord  les  équations  tri- 
nômes dont  il  écrit  les  formes  types  et  dont  il  forme  les  intégrales  algébriques. 
Il  passe  ensuite  aux  équations  différentielles  générales  du  troisième  degré,  dé- 
termine un  maximum  du  genre  de  leur  intégrale  algébrique  et  montre  com- 
ment les  conditions  de  M.  Fuchs  se  transforment  en  conditions  imposées  aux 
coefficients. 

Il  donne  enfin  des  recherches  sur  les  équations  à  points  critiques  fixes  de 
degré  quelconque  et  quelques  exemples. 

Dans  toutes  ces  théories  on  suppose  le  polynôme  F(z,  ^',  y')  irréductible  et 
Tèquation  discriminante  sans  racines  multiples. 

Steinmetz.  —  Sur  les  transformations  involutives  non  uni- 
voques  de  l'espace,  définies  par  un  système  linéaire  de  surfaces 
d'ordre  n  (219-236),  (272-292),  (35^-3^5). 

Considérons  le  système  linéaire  triplement  infini  de  surfaces  d'ordre  /i, 

où  les  surfaces  F,,  Fj,  F3,  F4  sont  générales,  sans  points  multiples  et  sans 
courbes  communes.  Par  chaque  point  passe  un  système  doublement  infini  de 
surfaces  qui  ont  n^  points  communs  :  ces  points  sont  dits  conjugués.  A  chaque 
point  X  de  l'espace  correspondent  les  (n^—  i)  points  y  conjugués,  c'est  là  la 
transformation  étudiée  par  l'auteur. 

A  une  droite  arbitraire  correspond  une  courbe  d'ordre  {n^ -^  1);  à  un  plan 
une  surface  d'ordre  (/i^  — 1)  également,  etc. 

Les  points  x  qui  coïncident  avec  un  de  leurs  conjugués  appartiennent  à  une 
surface  d'ordre  li{n—  i)  et  de  classe  l\{n  —  i){\n  —  5),  la  surface  fondamen- 
tale (Kernflache)  de  la  transformation. 

Soit  un  point />  pris  dans  un  plan  II;  à  toute  droite  a  tracée  par  p  dans  n 
correspond  une  courbe  C^  qui  coupe  II  en  [^{n  —  \)  points  de  a  et  en 
(  /i  —  I  )  (  //-  -t-  /*  —  3  )  autres  points  b.  Ces  derniers  donnent  avec  p 

(  «  —  I  )  (  n'  -i-  w  —  3  ) 

droites />6.  Inversement,  à  chaque  droite  b  correspondent  {n  —  i)(/i-  -h/i  —  3) 
droites  a;  il  y  a  donc  2(/i  —  1)  («-  -h  /i  —  3  )  droites  a  qui  coïncident  avec  les 
droites  b.  Ces  droites  de  coïncidence  forment  un  complexe  que  l'auteur  étudie. 

Sur  chaque  droite  du  complexe  se  trouvent  deux  points  conjugués,  que  l'au- 
teur nomme  points  singuliers  du  complexe. 

Les  droites  du  complexe  dont  les  points  singuliers  coïncident  forment  une 
congruence  d'ordre  2(w  — 1)(  i/i'— w -h  1),  de  classe  b{n  —  i)-  et  de  rang 
4(/i  —  i)(/i^-t- w  —  1).  (Le  rang  est  le  nombre  des  droites  de  la  congruence 
qiii  rencontrent  deux  droites  quelcon({ucs.  ) 

L'auteur  étudie  ensuite  la  dégénérescence  de  la  transformation  dans  Thypo- 
thcse  où  les  surfaces  du  système  ont  des  points  communs,  simples  ou  multiples, 
puis  des  lignes  communes. 

Il  démontre  que,  dans  la  première  hypothèse,  la  transformation  ne  peut  de- 
venir univoque  que  pour  n  —  7.  Les  surfaces  du  second  degré  ayant  six  points 
communs  définissent  une  transformation  univoque  involutive  de  l'espace. 
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L'exislcnce  de  plans  principaux  ou  de  sur/aces  principales  d'ordre  m 
donne  encore  de  nouveaux  cas  de  dégénérescence.  L'auteur  termine  enfin  en 
donnant  quelques  exemples  de  transformations  univoques  et  non  univoques  de 

l'espace. 

Sporer.  —  Sur  le  nombre  des  solutions  de  certains  problèmes 
et  sur  les  propriétés  générales  des  courbes  algébriques.  (23-- 

2^6),  (294-3^^0). 

Sur  le  nombre  des  coniques  qui  sont  déterminées  par  des  points,  des  tan- 
gentes  et   des   normales.    Sur  le   nombre  des  coniques  déterminées  par  des 
points,  (les  tangentes  et  des  coniques  tangentes.  Sur  les  coniques  qui  touchent 
cinq  courbes  quelconques.  Sur  les  coniques  qui  coupent  des  courbes  données 
sous  des  angles  donnés.  Sur  la  loi  de  formation  à  appliquer  dans  les  questions 
précédentes  et  dans  les  questions  voisines.  Applications  du  tliéoréme  principal. 
Sur  le  nombre  des  normales  à  une  courbe  qui  passent  par  un  point.   Sur  le 
nombre  des  courbes  de  trois  faisceaux  qui  se  touchent  en  un  point;  sur  les 
courbes  osculatriccs  de  deux  faisceaux  et  la  hessienne.  Sur  le  nombre  des  tan* 
gentes  doubles  et  des  tangentes  d'inflexion  d'une  courbe  C*.  Enveloppes  dfs 
polaires. 

Griibler,  —  Le  mouvement  instantané  de  trois  droites  rigides 
ayant  un  point  commun,  dans  un  plan.  [•jl.\~-\k^:\). 

1/auteur  établit  la  proposition  suivante  :  Si  trois  points  arbitraires  A,,  A., 
A3  d'un  plan  se  meuvent  avec  des  vitesses  quelconques,  le  lieu  géométrique  de 
tous  les  points  A  dont  la  liaison  à  A,,  A,,  A,  par  des  tiges  rigides  ne  contrarie 
pas  le  mouvement  est  formé  <le  la  droite  de  l'infini  et  d'une  courbe  du  second 
ordre.  Dn  jj  f.icilcriicrit  six  |)<>inls  el  trois  tîin^enlcs  de  cette  courbe. 

Il  existe  un  lien  «Lroit  entre  la  proposition  j)récéilent(;  et  d'autres  plii<  s^ni- 
rales  icl.ilivcs  à  la  théorie  i\r^  c/iarpcnfes.  On  nonune  ainsi  un  <vsltiiic  «le  « 
tims  liant  entre  eux  /.•  points  de  telle  sorte  (jiren  (  haque  pcdnl  al)o«ili>>onl  <»" 
moins  d<.'u\  ti^es.  J^cs  points  sont  le>  na'iids  de  la  (liarpente,  lenr  ordn' 'ii^^ 
iiiniliplicili'  est  l«'  nombre  des  lii;es  qui  y  passent.  La  charpente  es(  rii;ido  on 
non  >ni\ant  cjur  les  distances  de  tous  les  meuds  sont  ou  non  invariable*.  Il 
faut,  pour  la  riuidit»'-,  qu'il  existe  au  moins  i  >.  k  -  ô  )  li^es;  lorsque  5  --  'A 
la  cliai[M-nle  (si  simple,  elle  est  roniposcc  ^i  .v  .      • /.  -   3. 

Hcvnifnui.  —   L(j  prohlcitic  drs  bissectiicos.  (>..')  j->r)()  i. 

I-a  (|ue>lion  (]ui  consiste  à  (Construire  un  triani^le  connaissant  les  |(>n;;ii''iir'' 
des  lr<iis  biss.'ctiiees  n'est.  d'apr«!'S  l'auteur,  |>as  encore  réscdue.  (lonsiiJ«rjnl 
le  eiTcle  eirconseril  à  un  liian;;le  el  les  longueuis  des  liisscctriccs  oom{'ri>''"^ 
a  l'intérieur  de  etr  «(îrcie,  il  se  propose  de  d«''lerniiner  le  triangle  comiai**iii".l 
seulement  (  e<  trois  lon^u(Mns.  CeLlo  (jucstion  est  ramenée  à  une  équation  <i'i 
troisième  d<-ic  et  à   une  trisection    d'.mqle. 

Jlrlii}.         Sur  I  iij)plic;iti()n  an;il vli(|iic  du  principe  dr  i'rnrr::!'' 

ru    M(''('aill(|ll('.   (  .)(>'-.)>.«)  ). 
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L'auteur  appelle  principe  de  Vénergie  la  proposition  suivante,  relative  à  dt^s 
difiTéreoticIles  :  Pour  tout  changement />of5i6/e  l'énergie  demeure  invariable. 

Il  montre  qu'en  faisant  intervenir,  dans  le  cas  de  liaisons  dépendant  ou  non 
du  temps,  des  travaux  dus  à  des  forces  fictives  convenables,  ce  principe  suf- 
fit à  établir  les  équations  de  la  Dynamique. 

Jahnke.  —  Sur  rintégralion  de  réquation  diflTérentielle  binôme 
du  troisième  degré.  (S^ô-SSo). 

Démonstration  des  résultats  de  Briot  et  Bouquet  relatifs  aux  équations  de  la 
forme 

(£)'"^<"'- 

où/(u)  est  un  polynôme   entier,  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction 
uniforme  doublement  périodique. 

La  méthode  adoptée  a  été  déjà  employée  par  M.  Weierstrass  pour  l'équation 
binôme  du  second  degré. 

Meyer.  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie  projective.  (38 1-382). 

Si  l'on  projette  un  quadrilatère  complet  d'un  point  de  l'espace  sur  un  plan 
et  si  l'on  joint  en  croix  deux  sommets  opposés  de  l'un  des  quadrilatères  aux 
sommets  correspondants  de  l'autre,  les  deux  droites  ainsi  obtenues  se  coupent 
toujours  sur  une  même  droite. 

Hossfeld.  —  Remarque  sur  une  formule  de  théorie  des  nombres. 
(382-384). 

Cette  formule  est  celle  de  Meissel  pour  le  calcul  du  nombre  des  entiers  de 
la  suite  i,  7^  ...,  m  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  n  premiers  nombres 
premiers. 

Ilistoriscli-lilerarische  Ablhciliing. 

Làska,  —  Sur  Marcus  Marci  de  Kronland.  (i-3). 

Ileiberg,   —    Contribution   à    Thistoire    des    Mathématiques   au 
moyen  âge.  (^0-58),  (81-100). 

f.  Liber  Archiniedis  de  comparatione  figurarum  rirrulariuni  ad  rectilincas. 
IL  Les  éléments  d'Euclidc  au  moyen  âge. 

BraunniilliL  —  Notice  sur  les  premiers  compas  à  coniques. 

Supplément  au  Tome  XXXV. 

Hichter.  —  Sur  les  systèmes  de  coniques  qui  touchent  qualre 
fois  une  courbe  du  qualrirmc  ordre  bicirculaire.  (i-i  1  i). 


lio  SECONDE   PARTIE. 

Remarques  préliminaires. 

I"  Section  :  Les  courbes  du  quatrième  ordre  bicirculaires  générales.  — 
Le  système  des  coniques  £.  Généralilés  sur  les  foyers  des  courbes  du  qua- 
trième ordre  bicirculaires.  Coniques  décomposables  et  détermination  d'un  sys- 
tème £  quand  la  courbe  du  quatrième  ordre  est  donnée.  Lien  des  points  corres- 
pondants des  coniques  du  système  £  :  les  courbes  II.  Lieu  des  tangentes  cor- 
respondantes des  coniques  £;  systèmes  conjugués  £  et  £'.  Autres  recherches 
sur  les  courbes  II.  Les  courbes  polaires. 

Il*  Section  :  Exemples  de  courbes  bicirculaires  du  quatrième  ordre.  — 
Formation  des  équations  de  définition  quand  la  courbe  est  symétrique.  Les 
courbes  de  Cassini.  Les  podaires  d'ellipse  et  d'hyperbole  relatives  au  centre. 
Les  courbes  de  Descartes.  Le  couple  de  cercles. 

III'  Section  :  Les  courbes  circulaires  générales  du  troisième  ordre. 

IV'  Section  :  Exemples  de  courbes  circulaires  du  troisième  ordre.  — 
Formation  des  équations  de  définition  quand  la  courbe  est  symétrique.  La 
cissoïde  généralisée.  Cercle  et  droite.  Remarque  fînale  sur  les  tangentes  doubles 
des  courbes  du  quatrième  ordre  de  genre  un. 


SITZUNGSBEUICHTE  heix  Ak\de:mie  deii  Wissknschaften  zu  Berlin. 

1*"^  semestre  1892. 

\]  t'û^rstrass  (  A.  ).  —  Noie  concernant  la  fin  de  la  piihlicalion  de* 

0/:'//r/Y'.v  coin  pli' tes  de  Jacobi.  (  p.  3()'). 

I/i'ililion  {\q<  (fl\UK'res  cotnph'tes  de  Jacobi  publiées  par  rVcadémie  do* 
Srienre^  <1«'  Berlin,  sous  la  dircclion  de  M.  \\  eier^trass,  comprend  sept  Volurne> 
(  hi  y  trouve,  i;r<nipts  d'après  la  nature  des  sujets  traités,  tous  les  Mémoire^ 
puhlio  par  Jacobi,  ainsi  (jue  tous  ceux  qu'il  avait  suffisamment  mis  à  point 
pour  qn(,'  l'on  piU  les  publier.  Son  Canon  arithmeticus,  publié  en  i839,  3iu 
{\'d\^  <1p  l'\r;i(l«'Ujir  et  dont  on  peut  encore  se  procurer  de  nombreux  exem- 
plaire^,  fait  '-•ml  rxrN'ption. 

(lkl»S(  11.  pin-^  M.  I.otlner  ont  donné,  dans  un  Tonie  supplémentaire,  (J'dprc! 
des  N(»t<'-  d'-  15  «reiiardl,  deux  éditions  du  dernier  Cours  de  Dvuaniique  protesv* 
par  J.Mobi  à  Korii2sl>eri.'.  M.  Weierstrass  demande  à  l'Académie  de  dcriilT. 
(jiiand  «lit'  le  jugera  eonvcnable.  s'il  n'y  aurait  pas  lieu  de  publier  ésalffiionl 
«laut  re>  (lours  de  Jaeobi.  Il  considère  comme  achevée  l'œuvre  qu'il  avait  onln- 
pri^-c. 

l'^iiehs  I  />  .  —  Sur  les  é([iialions  diirércnlieilcs  linéaires  niix- 
(jiicllcs  corrcspondciil  des  groupes  de  suhsliliilions  11e  (l('|'''"- 
<lanl  |);is  de  paramètres  (jiii  figurent  dans  les  coefficienls  de  «-t^^ 
«•(inations  dillérenlieJles.  (  ij--i-(]). 
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1.  Enyisageons  Féquation  diiïérenticre  linéaire 


-zt-^  -+-''1  — 
cix'*         '  ax 


(0  TT^T  -+-  ''.  '7z::zï  -+-.-.-+-  /-..r  =  0' 


où  r^f  rjt  •..,  ''m  ^^^^  *^^^  fooclions  univoqucs  du  point  analytique  {x,s)  de 
la  surface  de  Riemann  définie  par  Téquation  algébrique  F(â?,  5)=  o.  Désignons 
par  (V  toute  expression  de  la  forme 

dans  laquelle  A«,  A,,  ...,  A^_,  sont  des  fonctions  univoques  du  point  analy- 
tique {Xy  s).  Nous  dirons  de  toutes  les  équations  différentielles  linéaires  ho- 
mogènes qui  sont  vérifiées  par  une  intégrale  Wj  qu'elles  forment  avec  l'équa- 
tion (i)  une  même  classe  d'équations  différentielles  linéaires.  C'est  là  une 
généralisation  de  la  notion  de  classe  due  à  Riemann  ;  elle  se  réduit  à  cette 
dernière  notion  dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  univoques  r,,  r,,  ..., 
r^,  A,,  A,,  ...,  A,^,  de  (a?,*)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Les  intégrales  de  l'équation  différentielle  (i),  envisagées  comme  des  fonctions 
du  point  {Xf  s)  de  la  surface  de  Riemann  définie  par  l'équation  algébrique 
F{x,  s)=  o,  s'expriment  toutes  par  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m 
de  ces  intégrales^,,  y^,  ...,  y„  formant  un  système  fondamental  ;  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions  linéaires  et  homogènes  ne  dépendent  pas  de  x.  Dési- 
gnons par  Wif  (V,,  ...,  fv„  les  expressions  obtenues  en  remplaçant,  dans  (v,  y 
et  ses  dérivées  par  rapport  à  x,  respectivement  par  les  intégrales  y^y^t  ---^  Xm 
et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x.  Le  groupe  formé  parles  substitutions  de  >^,, 
^2*  '--yXm  ^"*  correspondent  aux  divers  chemins  fermés  que  peut  décrire  le 
point  {x,s)  sur  la  surface  de  Riemann  F{x,  s)=  Of  est  identique  au  groupe 
formé  par  les  substitutions  de  (v,,  (v,,  . ..,  w^  qui  correspondent  à  ces  mêmes 
chemins  fermés;  nous  désignerons  ce  groupe  par  la  lettre  ^. 

Inversement,  si  (Vp'.cv,,  . . .,  (v„  sont  des  fonctions  du  point  (â?,  «)  de  la  sur- 
face de  Riemann  F{Xf  s)  =  o,  qui,  lorsque  le  point  {Xj  s)  décrit  sur  cette  sur- 
face tous  les  chemins  fermés  possibles,  se  transforment  précisément  en  celles 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  decv,,  Wj,  ...,  w„  dont  les  coefficients, 
indépendants  de  x^  sont  déterminés  par  ceux  du  groupe  de  substitutions  (J, 
l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfont  tv,,  tv,,  ...,  (v„  fait  partie  de  la 
même  classe  que  l'équation  différentielle  (i). 

2.  Supposons  que  les  coefficients  r,,  r,,  ...,  r^  de  Féquation  différentielle 
linéaire  (1)  dépendent  d'un  paramètre /,  et  qu'il  existe  un  système  fondamental 
d'intégrales^',,  ^2,  •••»>'«  de  cette  équation  différentielle  tel  que  les  éléments 
du  groupe  de  substitutions  (j*  que  nous  venons  de  définir  ne  dépendent  pas  du 
paramètre  /.  Nous  dirons  alors  que  le  groupe  de  substitutions  (J  du  sys- 
tème fondamental  d'intégrales  y^  y2r  •  •  m  J'm  cle  V équation  différentielle 
(1)  est  indépendant  de  t. 

Les  équations  dilTérentielIcs  linéaires  (1),  dont  le  groupe  de  substitutions 
du  système  fondamental  d'intégrales  ^,,  _^2,  ...,>'^  est  indépendant  du  para- 
mètre /,  sont  caractérisées  par  ce  que  chacune  des  fonctions  ^,,  ^j,  . . .,  y^  du 
point  (r,5)  de  la  surface  de  Hicmann  F(r,5)  =  o,  vérifie,  quel  que  soit  ce 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t  XXL  (Juillet  1897.)  R.io 


1 

Eirw- 

'Il 


ob  A„  A„  ••■!  A._,  sont  des  focclîani  nnivoqnei  du  point  (r,  «)  de  Uai 

de  fliemuiD.  Et  ■■  ri.'ci|irai|uc  tic  m  iliéoi^mc  «l  «uisî  *r»i«.  

Lonqae,  ta  paMiculiir.  Irt  coeKexeoU  r,,  ri r.  de  l'fquitjun  diBïrw- 

tietle  linfÉire  (i)  lorit  il«  fcinclium  ralionnellei  du  point  If,  t)  de  la  sarbce 
de  ItieiiuDaP(«,j  )  =  »,«c  ([uc  Ici  inlégraks  de  cette  é^DMion  diirér«iiUcII«[i) 
a'oDt  paide  poiot  .l'indélerminaiion.lM  coefficicnliA,,  A,.  . ...  A,^i 
UoB  (i)  *oal  Ddceiiiiirrmenl  ilct  loaetioM  rationnellei  du  {loini  (.r 
ttAmeinrface  de  Eicmann. 

3.  Quand  l'éqaatioK  différeatielle  (|)  «tt  ittéfaetUtl^  ,hi  eetftçtoia  A^ 
A,,  ....  A,_,  de  l'équUoB  (i)  TérilMt  *écaiMlre«f«t  <k*  .^fmOBM  A  h 

(ï)  Ri  =  e.       Bt  =  *.'       ••-.    ■  R."*. 

oA  R(, B„  ...,  R_MBtdeifeMctJaMKBi*oqae* 4a paùt  <«,*). qMljMabliM 
de  U  ftçoD  iDinete  :  ea  dëdvit  d'ibord  de  l'^eetiM  JiUretleUe  lu),  « 
preneot  tei  dériviee  de  m»  dcaz  wewliwi  p«r  nppon  ep  peraaMn  (,Ie  icb- 
Uoe  dilKnotielle 


^tr.irl'^ 


fr^'-. 


dans  cene  relation  diffcrenticllc,  on  peut  eiprimcr  cbacuee  des  dérirfes  (o 
fonction  lino^lie  cl  liomogùnc  de  v,  $^.  ■■-.  ^^i  il  sufGl,  pour  «11,  li' 
prendre  les  dérivées  par  rapport  à  x,  un  nombre  convenable  de  foii,  d"' 
réqualitn  (3)  el  de  réduire  au  moyen  de  l'étiiiatiiia  dilTérenticlle  (1}- 1^  ^*' 
tion  diOerenlielle  précédente  peut  donc  ttrc  mise  sous  la  forme 

mais  l'êqualion  dilTércnticlle  (i)  est  supposée  irréductible;  chacaa  dn  cocIS- 
eienisR,,  lt„  ...,  H.  delà  dernière  relation  est  donc  nécessairement  égaN''"*- 

4.  SI.  Fuclis  démontre  ensuite  que  les  racines  des  équations  fondamUH'" 
dctcrminunlcs  (consollcr  Tannehy,  Annales  de  l'École  Normale,  iB;6)  d'""' 
équation  dirTérentielle  linéaire  (1),  dont  les  coefficients  sont  fonclioDS  nW^ 
nellcs  du  point  {x,s),  et  qui  admet  un  système  d'intégrales  fondincnulB 
ilonl  le  groupe  de  substitutions  est  indépendant  du  paramétre  t,  sodI  M» 
indépendantes  de  ce  paramétre  f,  lorsque  les  intégrales  n'ont  pat  de  poi'^ 
d'indétermination.  Et  il  montre  aussi  que  l'on  peut  choisir  le  $}-stéme  foxll- 

iiienlal  d'inlégriik'^  u,,  u. u^  correspondant  ji  un  point  singulier  del''*]^ 

lion  dirTorenlielIc  (1)  de  façon  que  tes  équations  (1)  soieot  eacore  TiriUo- 
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Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  Ton  fait 


et  si  Ton  forme,  au  moyen  de  l'équation  différentielle  (i),  l'équation  différen- 
lielle  que  vérifie  la  fonction  v  de  x  ainsi  définie,  le  groupe  de  substitutions 
d'un  système  d'intégrales  fondamental  de  cette  nouvelle  équation  différentielle 
est  encore  indépendant  de  /.  On  peut  donc  toujours  supposer,  si  l'on  veut,  que 
le  coefficient  r^  de  l'équation  différentielle  (i)  est  égal  à  zéro. 

5.  Envisageons  maintenant  l'équation  différentielle  linéaire 
...  ô'^z  d'^"^  z 

dans  laquelle  les  coefficients  r,,  r,,  ...,  r^  sont  des  fonctions  univoques  des 
variables  indépendantes  or,  a:,, . ..,  a:.  ,  et  de  fonctions  al  gébriquesj',^',,  ...,y,_, 
de  ces  variables  indépendantes. 

Si,  pour  des  chemins  fermés  parcourus  par  la  variable  x,  tels  que  les  fonc- 
tions algébriques  ^,  j^i,  '"yXo^x  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand  x 
est  revenu  à  son  point  de  départ,  le  groupe  (/  des  substitutions  des  intégrales 
fondamentales 

de  réquation  différentielle  (4)  est  indépendant  des  variables  x^y  x^y  ••.,  ^«-p 
les  intégrales  fondamentales  i;,,  ^2,  ...,  z^  vérifient,  d'après  les  théorèmes  des 
numéros  précédents,  des  équations  de  la  forme  ^ 

I  '  \  —A  k  i      i  ^ 

(X  =  1,  2,  ...,  p— i), 

où  chacun  des  coefficients  A  est  une  fonction  univoque  de  Xy  ;r,,  ...,  x._^, 
y»  Xii  ••  •»  y^-t  et  où  les  coefficients  A,  qui  ont  même  premier  indice  a,  véri- 
fient des  équations  du  type  (3). 

M.  Fuchs  démontre  que  ce  système  fondamental  d'intégrales  -s,,  z^j  ...,  z^ 
jouit  aussi  de  la  propriété  que  le  groupe  (/  de  ses  substitutions  est  indépendant 
des  quantités  Xy  x,,  . . .,  a:.,,  quelle  que  soit  celle  de  ces  quantités  que  l'on 
envisage  comme  variable,  les  autres  étant  supposées  constantes. 

Les  équations  différentielles  que  vérifient  les  modules  de  périodicité  des  inté- 
grales abéliennes  envisagées  comme  fonctions  des  modules  de  classe  sont  des 
équations  du  type  (4)  envisagé  dans  ce  numéro. 

6.  Ceci  posé,  envisageons  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires,  homogènes,  0Ù2:,  x,,  ...,a:-_,  désignent  les  variables  indépendantes, 
où  les  coefficients  sont  des  fonctions  univoques  des  variables  Xy  a:,,  ...,  x.^ 
«t  de  fonctions  algébriques  yy  yti  •••»  .>'<r-i  ^^  ces  variables.  Supposons  que 
ces  équations  aux  dérivées  partielles  soient  vérifiées  par  une  fonction  z  dont 
les  diverses  branches  (  une  branche  est  formée  par  les  valeurs  successives  de  z 
obtenues  en  faisant  décrire  aux  variables  x,  a:,,  ...,  x.  ,  des  contours  fermés 
tels  qucj',^,,  . . .,  y^_^  reprennent  leurs  valeurs  initiales  quand  x,  x,,  . . .,  ar.  , 
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sont  revenus  à  leurs  points  de  départ)  s'expriment  au  moyen  de  m  d'entre 
elles  Zf,  z^y  . . .,  z^y  par  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  indé- 
pendants de  Xy  ATp  ...|  ^^f 

En  désignant  par  x-^  une  quelconque  des  p  variables  indépendantes  x,  Xp 
•  •  M  ^p-i>  ou  démontre  que  z  vérifie  nécessairement  une  équation  différentielle 
ordinaire,  linéaire  et  homogène  dont  l'ordre  est  au  maximum  égal  À  m  (il 
peut  être  plus  petit  que  m  dans  des  exemples  déterminés), 

où  r',^*,  r^^\  ...,  r^>  désignent  des  fonctions  univoques  de  x,  a?|,  ...,  a?^i, 

JK»  ^1»  ••  •  >  ^'ff-i*  Et  si  J7^  décrit  un  contour  fermé  tel  que  y^  y^,  . . . ,  y„^i  re- 
prennent leurs  valeurs  initiales  quand  x-^  est  revenu  à  son  point  de  départ, 
le  groupe  correspondant  de  substitutions  des  intégrales  fondamentales  s^, 
Z21  •••>  ^m  ^^  Téquation  difi'érentielle  (6),  est  indépendant  de  x,  j?|,  ..., 
^«-D  de  sorte  que  chacune  des  p  équations  différentielles  linéaires  (6)  est  one 
équation  du  type  envisagé  au  n*  2. 

7.  Nous  désignerons  par  (S)  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
jouissant  des  propriétés  énoncées  au  numéro  précédent,  et  qui,  en  ontre,  est 
identiquement  vérifié  quand  on  y  remplace  les  dérivées  partielles  de  z  par  rap- 
port aux  variables  indépendantes  x,  x^  . . .,  x.^  par  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  de  m  d'entre  elles,  à  coefficients  fonctions  univoques  de  Xy  :r,, 
'••f  ^^-i*  Xi  Xv  •••t^ff-i.  et  telles  qu'il  n'existe  entre  ces  m  dérivées  par- 
tielles aucune  relation  linéaire  et  homogène  dont  les  coefficients  soient  des 
fonctions  univoques  de  x,  a:,,  . . .,  a?.  ,,  ^,  j',,  . . .,  y,_i. 

Chaque  intégrale  z  d'un  système  (S)  vérifie,  quelle  que  soit  celle  des  p  va- 
riables indépendantes  Xy  â?,,  ...,  x.  ,,  que  l'on  entende  par  jr^^,  une  équation 
difl'érenliclle  linéaire  ordinaire  d'ordre  /i  £  m  -f-  i, 


A  ^•*'A 


dont  les  coefficients  r'/">,  /y  ',  . . .,  r^^"»  sont  des  fonctions  univoques  de  XyX^,  . .   . 

•^p-i»  yt  y\y  •••1  >'(T-r  ^^^  ^'  ''o"  désigne  par  x^  une  quelconque  des  variable? 
indépendantes  autre  que  x-^i  on  a  aussi  une  relation  de  la  forme 

OÙ  A'„^^>,  A',l^*,  Aj^^îi'j  désignent  des  fonctions  univoques  de  ar,  07,,  .  ...  x,_..  r. 
:>'p  •••>  J'a-i  <l"i  vérifient  nécessairement  un  système  de  n  équations  diffe- 
rentielles  linéaires  du  type  (3),  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uni- 
voques de  X.  Xp  ...,  Jr^_^,  X,  y^y  ...,  y^_,  formées  au  moyen  des  équatiun> 
(7)  et  (8)  de  la  même  façon  que  les  équations  (3)  ont  été  formées  au  n*  3  au 
moyen  des  é(iualions  (1)  et  (2). 

Du  théorème  établi  au  n"  5,  il  résulte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
\)()UT  (jue  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  (S)  admette  une  solu- 
tion z  est  que  le  groupe  de  substitutions  d'un  système  fondamental  do  Icqua- 
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tioD  (7),  formée  pour  une  seule  des  p  variables  indépendantes  x^  x^y  ...,  x.^^ 
à  notre  choix,  soit  indépendant  des  autres  p  —  i  variables  indépendantes,  quand 
la  variable  choisie  parcourt  un  chemin  fermé  quelconque  tel  que  y,  y,,  ..., 
^..,  reprennent  leurs  valeurs  primitives. 

L'étude  de  l'équation  (7)  permet  aussi  de  reconnaître  si  les  solutions  du 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  (S)  admettent,  ou  non,  des  points 
d'indétermination. 

8.  Le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

(9) 
(10) 

(««) 

où  a^f  a,,  Oj,  ^o«  ^n  ^3t  ^0)  ^\y  ^3  désignent  des  fonctions  univoqucs  des  va- 
riables indépendantes  x,  y  et  d'une  fonction  algébrique  \  de  ces  variables,  est 
un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  type  (S).  Les  coefficients 
c^y  c„  C3  s'expriment  aisément  au  moyen  des  coefficients  Oq,  a,,  a,  de  leurs  dé- 
rivées par  rapport  à  y,  des  coefficients  6^,  6|,  b^  et  de  leurs  dérivées  par  rap- 
port à  x. 

Les  équations  différentielles  linéaires  (7)  du  cas  général  se  réduisent  ici  aux 
deux  équations 

ô^z       \  i    da^  '\à''z 

àx^~'lâ.ll^'''^^'\àx^ 

.     .  ]  Vôa,  rt,  ôa^  ,  ,  "1  ()z 

[àa^  .         a^  àa.  .  "1 

àx         •  **       a^   ox         *  ^J 

ô'z       fc^logc,       ^  '\ô^z 


ày 


.   o^  J  [àc2    ,  0  loge,  .  .'\àz 

^  4- c,6,- c.— ^  -  C06,  J  5  =  0; 

les  équations  (8)  du  cas  général  se  réduisent  aux  deux  équations 

(i4) 
(i5) 

qai  sont  identiques  aux  équations  (9)  et  (n). 

Et  les  théorèmes  généraux  de  M.  Fuchs,  appliqués  à  ces  équations  (S),  per- 
mettent d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

ffuif.  des  Sciences  mathém.y  a*  série,  t.  XXI.  (Aort!  18(^7.)  H.  11 
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l^  condition  nteettairt  ri  iu//iaante  pour  gag  la  équation»  euur  derivrtt 
parlieliet  (gf,  (lo),  (ii)  admettrai  rf«  inUgralrt  cvmmanft  x  «if  t/if  tei 
cocffieiinli  lift  tubtIUutiani  correspondant  a  un  syâléme  d'intégrale*  /on- 
damtnlales  eonvtnablrmtnl  choùi  de  fequalion  différentielle  linéaire  (t»|, 
ijiiaïui  lit  vnriabU  x  décrit  un  c/iemin  fermé  pour  lequel  E  reprend  ta  wt- 
leur  initiait,  mitnl  UtdépendaaU  de  la  variable  y. 

Lb*  coelficiïtila  iIm  tubstllution*  corr»pnn(lanl  au  mfmeïjîWmr  d'tolëgrmlpi 
tiinitAmcnuks  CDviis^»  connue  intégral»  d>^  l'i^qualinn  di  livrent  ici  le  lia^irr 
(iS),  lorsque  11  variable  y  décrit  un  clirniin  Seraié  |>out  lequel  t  reprend  «a 
valeur  initiale,  auot  alors  indé)Krnd>iila  de  h  ramiilc  x. 

l'nur  que  \es  équaliona  nui  dérivéei  parlicKM  (g),  (lo),  (i>)  «dmcttcnt  dei 

Ini^gralesruminuiies,  il  (uul  donc  <]ue  Ifs  nFUlciietUi'.ienltd, r,dc  crséqua- 

Linns  Y*rillefil,  d'une  part,  les  âquatiuna  ditTéirnliellM  que  l'on  ubtienl  eo 
remplaçant,  dgns  les  ^nations  (3),  les  cucrficient»  r,,  r„  r,  P»r  le»  trois  r.odti- 
cicnls  (Ir  l'équDlian  (ii),  et  A„  A,,  A)  par  lu  trois  cavlUcient»  de  réqaalion 
[iii)>  et,  d'antii!  part,  que  ces  oruf  coefficients  rériCeat  aussi  I»  trois  éqna- 
tidni  di[r<^reritieli«s  que  l'on  obtient  en  retnplaçant,  dant  ces  marnes  <qui' 
ticins  (3),  Ici  riiefnnl«nts  r„  r,,  r,  par  les  trois  coerOcienls  de  t'équaiion  (>lf 
cl  A,.  A,,  A,  pur  li-s  tioi»  cocflicients  de  l'âquation  (iS), 

0,  liant  U  c»«  où  Ica  neiil  Anelfletents  a„  -.-,  r,  «ont  des  fonction*  ntiDu- 
selles  de  x,  y,  le  *}»lAcic  (S]  tortat  par  les  équation!  hus  il£ri*<'«a  parlacllet 
(i)i  (>)•  (3)  a  <t^  étudia  par  M.  ApprM  {Complet  rend  ui,  i^So,  e\  Jouriud 
de  Liouville,  iHSi)  ri  par  M.  picard  [Annale»  de  l'Éeale  Normale  »upt~ 
Heure,  igSi).  M.  Picard  «  montrt  d'auuc  pan  (Açta  malhemalica,  t.  V)  qite 

'I  X,  y  d«  deux  variablM  u,  v  qol  admcllont.  dw  aaki^^H 


j  furn 


^A.y+A,    Bu -h 


•^'} 


i  n'y  ail  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  incongrues  de  u  el 
t:  tt  y  prennent  des  valeurs  déterminées,  peuvent  *ln 
■.i  équations 


oii  ;,,  jj,  :,  désignent  trois  intégrales  communes   aux   équations  (9),  (lo). 
(il),  •ian''  lesquelles  a„  . . .,  C]  sont  des  fonctions  rationnellet  de  x,  y,  E- 

On  voit  déji)  sur  ces  exemples  combien  l'étude  générale  des  équations  du  tjpc 
(S),  entreprise  par  M.  Puclis,  mérite  de  liicr  l\.IIci]li.>ti. 

10.  A  cette  étude  se  rallaclient  aussi  les  théorcnies  démontrés  par  M.  llnro 
(.-Icfa  mathematica,  t.  Vil,  et  HabUitalîùmaehrift,  Prîbourg  en  Bnsjiia, 
i8gn),  et  concernant  les  conditions  sous  lesquelles  les  intégrales 
cqnalions  {9),  (10),  (11),  où  a,.  ...,  c 
x,  y,  n'ont  pas  de  point  d'indétermination,  ou,  poi 
cnuiporleni  partout  régulièrement. 

M.  Fuclis  montre  i[uc  cette  recherche  se  ramène 
Icsqucllc'  l'i^qualion  dilTérentielle  linéaire  (ii)  on, 
fi'rcnliiMIc  |i.'<  ),  n'a  pas  ilc  point  d'indétermination. 


1   fonctions   raliotuiellet  de 
r  parler  arec  M,  llnn.  w 


k  celle  des  tundittoai  »>! 
si  l'un  veut,  l'équation  M 
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11.  M.  Picard  a  montré  {Journal  de  LiouviUCy  i885)  que  les  fonctions  uni- 
voques  x  tl  y  de  deux  variables  i/,  v  qui  admettent  des  substitutions  de  la 
forme 


/  nu-\-b    a'v-hb'\ 

\  eu  -i-  a    c  V  -h  (i  / 


et  qui  sont  telles  qu'il  n'y  ait  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  incongrues  de  u 
Cl  de  V  pour  lesquelles  x  et  y  prennent  des  valeurs  déterminées,  peuvent  être 
obtenues  par  l'inversion  de  quotients  d'intégrales  d'équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  forme 

,   _^  â'^z  ô- z  ôz  ôz 

^    '  ây  Ox  ày  ôx         ^  oy 

où  les  coefficients  a„,  ....  b^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a-,  ^'  et  d'une 
fonction  algébrique  \  de  x^  y. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  (i6),  (17),  dans  lesquelles  on  peut 
supposer  que  les  coefficients  Oq,  ...,  b^^  sont  des  fonctions  univoques  quel- 
conques de  Xf  y  et  de  la  fonction  algébrique  \  de  x,  y  y  appartiennent  aussi  au 
type  (S).  Les  équations  (7)  et  (8)  du  cas  général,  formées  pour  ar)^=  a:,  x^  =  y-, 
sont  ici 

ô'z  â'z  d-z  àz 

^      .  <^5        .  L    àz        ,    d'Z        .    à^z 

OÙ  /?,,  />2,  />3,  /?4,  Aj,  A,,  A2,  A3  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  Oo, 
«tf  O5»  <ï3»  ^0»  ^1»  ^2»  ^3  *t  de  leurs  dérivées. 

M.  Fuchs  signale,  en  terminant,  le  cas  singulier  où  l'on  a  a^b^=^. 

Gerhardt  (C).  —  Recherches  de  Desargues  et  de  Pascal  sur  les 
sections  coniques.  (i83-2o4). 

1.  Ce  Mémoire  se  divise  en  deux  Parties.  Dans  la  première,  M.  Gerhardt 
expose  la  méthode  employée  par  Desargues  pour  étudier  les  propriétés  des 
sections  coniques.  Cette  méthode,  fondée  sur  la  perspective,  difi'ère,  comme. on 
sait,  essentiellement  de  celle  employée  par  ses  devanciers.  C'est  à  Desargues 
qae  l'on  doit  le  point  de  vue  qui  consiste  à  envisager  les  droites  parallèles 
comme  ayant  un  point  commun  à  l'infini,  la  ligne  droite  comme  un  cercle  de 
rayon  infini,  etc.  11  introduit  pour  la  première  fois  dans  la  Science  la  notion 
d'involutioD  et  découvre  le  théorème  qui  porte  son  nom,  théorème  qui  est 
devenu  Tune  des  propositions  fondamentales  de  la  Géométrie  projective. 

Les  publications  de  Desargues  se  rapportant  aux  sections  coniques  sont  au 
nombre  de  deux  seulement.  La  première  est  intitulée  :  Méthode  universelle 
de  mettre  en  perspective  les  objets  donnés  réellement  ou  en  devis,  avec 
leurs  proportions^  mesures,  cloignemens,  sans  employer  aucun  point  qui 
soit  hors  du  champ  de  l'Ouvrage  (Girard  Desargues,  Lyonnais),  Paris,  iG36. 
La  seconile  est  intitulée  :  lirouillon-project  d'une  atteinte  aux  événemens 


<fi3g. 


de  eontrarlitu 

lE  dal>  de  i^hiil 
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det  rtneûntrti  d'ua  cane  avec  un  plan  et  aux  t' 
d'entit  let  ar.tiont  dtt  paiiianr.r.t  ou  /onxt.  Paru 

Le  privilège  ci  m  cernant  lii  jirPmifTC  de  ces  druK  publicatii 
CM  doDf.  probaJile  que  t'iin  h  aOnirc  ici  i  une  ilcuiiémc  cïdlt 
plus  aucun  ciemplaire  île  ente  preniicrc  publïealian:  on 
pdrce  que  Bosse  l'i  reprodiiîLe  dans  son  Traité  de  pratiqt 
ptrtpecCivea,  Paris;  1647. 

Le  Brottillan-projecl  conlicnC  en  réalité  deux  Milmoin 
gfaéralen)enl  di^aigné  sous  i«  nom  de  Traité  det  itclîont  conUjidtâ  :  c'«il  celui 
ilnnt  de  la  HIre  a  pris  copie  en  1C79  et  que  Cbasles  a  reiTourd  en  iSfï.  Cnv, 
dit  DeiarguM  «  une  simpls  esquisse  ou  ébauclie  et  encore  seulement  d'un  pro- 
jeut  d'un  Ouvrage.  ■■  i]ut|ucl  Ira  siivaali  n'eu  doivent  cootiidërer  que  If  M 
de  la  pensée  >.  Cette  déclarittiMn  de  Desarguet  suflit-elle  pour  eipliqHr 
l'ubscurilé  de  snn  et[<i<si(i<>n  ((ui  est  telle,  que  ifi  contempurain»  qualin^r»' 
cet  écrit  de  Le^om  dt  ténèbre»?  Piiudra  a  rendu  un  grand  service  en  donnint, 
dans  l'édition  dei  OHuvrei  de  Detarguex,  l'explication  des  principal»  leco- 
lions  dont  s'esl  servi  l'aulour.  M.  Cerliurdt  donne  l'analyse  détaillée  d(  « 
Mémoire. 

DesiFf^ues  n'a  (lit  tiret 
tiont  cofli^utti.  Quant  A  s 
(uine  du  temps,  qu'écrite 


nquante  exemplaires  de  son  Traité  dit  Uf- 

:s  pulilicï lions  elles  n'ont  été,  suivant  l>  OHi' 
■s  feuilles  volantes  et  distribuées  à  quditim 


a.  Dans  la  seC'Ude  Partie  de  sun  Mrmoire,  M.  Girhardt  eipose  I»  lr»»i«i 
de  pKscal  sur  les  aeclions  coniques.  Il  lui  semble  pnibuble  que  Pesarsiwi 
■  nitiii  Paiciil  il  ses  méthodes  nouvelles  et  lui  »  communiqué  loi  Ihéortnctli^J 
prisiL^ddii  d<ijù  sur  les  sections  coniques;  Pascal  du  découvrit  d'tnlMSetM' 
19),  son  Eisay  pour  Ui  conlqut*. 


I.l.ilr,.   iinpiiiiiè  dr 
e  M.  J.   Bertrand,  dan 


i   let 


son  Oi 


p»(... 


sarswi  j 
A,  Lf.b-    1 


mplai 


,  ,iublié  en  1891,  dit 
I,  il  est  bien  possible  que  l'exempliiK <'' 
été  perdu.  M.  Gerhardt  fait  renurqoo 
Leibnii  a  transcrit  la  lin  du  Brouillt^ 


rivit  un  autre  Mémoire  sur  les  sections  voaili»- 
Ce  Mémoire,  que  l'on  confond  quelquefois  â  tort  avec  le  précédent,  est  \'0f 
complelum;  il  n'en  termina  pas  la  rédaction.  D'autres  travaux  l'absorMn»* 
d'abord  entièrement;  la  crise  religieuse  qu'il  traversa  ensuite  l'amena  i  se  dis- 
intéresser  des  Ma tliéma tiques,  et  il  mourut  en  16S9  san«  avoir  repris  vs  I» 
vaux  sur  les  coniques.  Son  manuscrit  devint  la  propriété  de  son  beau-trËrt  Fo^ 
rier;  il  semble  avidr  été  oublie  jusqu'en  1673,  oii  Oldcnburg  appelai  plminin 
reprises  l'iittentiOD  de  Letbnizsursoa  existence  et  sur  l 'importance  qu'il  J> 
i  publier  les  Œuvres  de  Desargnes  et  de  Pascal.  Leibniz  demanda  s  11  U\ 
Perrier  de  lui  conller  le  manuscrit  de  Pascal;  on  lit  droit  i  sa  demi 
Leibniï  et  Tchirnhaus  prirent  Connaissance  du  manuscrit,  puis  Lcitoii  h 
rcnvoja  i  la  famille  Perrier,  en  y  joignant  une  lettre  dans  laquelle  il  totV 
les  Perrier  ù  le  publier,  et  donne  des  indications  sur  la  façon  doll  il  '"' 
liemlrait  dans  ce  cas  de  grouper  les  pièces  qui  le  composent. 

Depuis  lors,  le  manuscrit  a  disparu.   Vingt  ans  plus  tard,  Leibni»  M"' * 
des  [lilleUC  à  Palis  :  "  D'où  vient  que  Uessieurs  Perrier  ne  publxi»  P*"" 
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les  méditations  géométriques  de  M.  Pascal  qu'ils  me  montrèrent  autrefois?  » 
Et  des  Billettes  répond  :  «  II  ne  reste  plus  de  Messieurs  Pcrricr  que  celui  qui 
est  prestre  et  doyen  de  je  ne  sça}^  quel  chapitre  de  Clermont  en  Auvergne,  lieu 
de  sa  naissance,  avec  une  sœur  digne  d'eux  tous  et  de  leur  oncle.  Il  faut  qu'ils 
Jes  ayent  perdues  ou  ne  les  aycnt  jugées  propres  à  mettre  au  jour.  » 

La  lettre  de  Leibniz  à  la  famille  Perrier  devient  donc  un  document  impor- 
tant pour  l'histoire  des  découvertes  de  Pascal.  M.  Gerhardt  énumère  les  pièces 
qui,  d'après  cette  lettre,  formaient  VOpus  completum.  Il  reproduit  ensuite 
ceux  des  papiers  de  Leibniz  qui  concernent  le  manuscrit  de  Pascal. 

C'est  d'abord  une  copie,  qui  n'est  pas  de  la  main  de  Leibniz,  mais  qui 
semble  avoir  été  revue  par  lui,  de  la  première  des  six  sections  dans  lesquelles 
Leibniz  désirait,  dans  sa  lettre  à  la  famille  Perrier,  voir  divisé  VOpus  comple- 
tum. Elle  est  intitulée  :  Generatio  conisectionum.  M.  Gerhardt  la  public  </{ 
extenso. 

C'est  ensuite  une  feuille  se  rapportant  à  la  seconde  de  ces  six  sections.  Elle 
contient  une  figure  qui,  ainsi  que  le  texte  explicatif,  est  de  la  main  de  Tschirn- 
haus;  Leibniz  désigne  cette  figure  sous  le  nom  d^ If exag ranime  mystique  de 
Pascal.  On  peut  déjà  y  lire  le  théorème  célèbre  de  Pascal  «  grande  proposition 
dont,  comme  disait  Desargues,  les  quatre  premiers  livres  d'Apollonius  sont  ou 
bien  un  cas,  ou  bien  une  conséquence  immédiate  ». 

C'est  enfin  une  figure  se  rapportant  à  la  sixième  section,  figure  à  laquelle 
sont  jointes  des  annotations  de  Leibniz  indiquant  que  l'on  a  a/Taire  au  problème 
connu  de  Pappus  ad  très  aut  plures  lineas,  que  Pascal  ramène  à  son  hexa- 
gramme. 

3.  Parmi  les  papiers  de  Leibniz  se  trouve  encore  la  copie  d'une  partie  d'un 
Mémoire  inédit  de  Pascal  :  elle  est  intitulée  :  Extrait  d'un  fragment  de  r In- 
troduction à  la  Géométrie  de  Af.  Pascal.  M.  Gerhardt  reproduit  celte  copie. 

Il  semble,  d'après  ces  fragments,  que  Pascal  ait  essayé,  sur  les  indications 
de  Desargues,  d'exposer  les  éléments  de  la  (iéométrie  d'une  façon  complète- 
ment diiïérenle  de  celle  d'EucIide. 

Tœpler  (^i.).   —  Sur  les  oscillations  éleclriques  de  durée  livs 
petite.  ('269-276). 

Bezold  {IV.  î)on).  —  Sur  la  thermodynamique  de  Tatmosplière. 
(279-309). 

Helmholtz  (//.  von).  —  Le  principe  de  la  moindre  action   en 
Électrodynamique.  (459-475). 

Helmholtz  a,  comme  on  sait,  désigné  sous  le  nom  de  potentiel  cinrtiqiin 
d'un  système  de  points  matériels,  la  différence  S  —  T  entre  l'énergie  poten- 
tielle S  et  l'énergie  cinétique  ou  force  vive  T  du  système.  Il  entend  \y,\Tsystèmes 
incomplets  des  systèmes  de  points  matériels  dont  l'étude  du  mouvement  se 
ramène  à  celle  de  la  délerminution  en  fonction  de  t^  par  intégration  de  k  équa- 
tions de  Lagrange,  d'un  nombre  moindre  de  paramètres  indépendants  ^p  </:,  •  •  1 
q^  que  celui  n,  dont  dépend  la  configuration  du  système,  les  autres  paramètres 
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ïnil^pendnnla  7,^,,  • . .,  9.  s'cx primant  en  foactioa  ilc  q,,  q,,  ....  g„  (t  ia 
dérivées  y',,  q\.  . ..,  i)'^  île  f,,  7),  <  -  m  9i  P*^  rapport  è  (. 

On  Lrout-era  des  etcmpics  (le  CC«  tyilimea  incompltls  de  poinU  Dlltérûlt 
dans  le  premier  MéiDuire  d'IIohubolli  sur  lee  mouvemcnU  munacydiqoa 
(Journal  de  Crelle,  t.  V7,  p.  lï'i-iis)  et  dam  son  Mémoire  tut  te  priacipe 
de  lu  niuiadrc  acMun  \Journal  û»  Cretl»,  t.  100,  p-  ijt>-ii9}.  On  J  remingnc 
que  l'exprcssioD  du  {lotnnticl  cïndtiqur  En  runctiun  des  pmniMrcs  f  ,>^.  —i<li 
et  de  leur«  ditrtvéei  (p*,,  i^,  -  -  -  9'^  est  tuule  dilTéreute  de  l'exprasamn  ilr  fr  fo- 
tcnltel  cioéliquc  danf  le  cti  des  tyitimm  romptett  de  points  mnl^rieUtl  =a); 
Bile  revÊt  dos  farnini  gouTenI  Irês  compliquées  ou  les  icrnici  m  rapinntoil 
chacune  des  deux  fiierglci  pultniielle  et  ciniïtique  ac  peuvent  plus  fire  ttfttH 
les  uns  de»  autres.  O'iiutrc  parti  ce«  ntJmes  sifstèni»  incomplets,  Inn^n'ili 
sunl  miiiie  soumis  lu  principe  de  lu  conservation  de  l'inertie,  ne  sont  p» 
pour  ctX'i  néceisairemcnt  soumis  au  principe  de  U  nioindre  action  (llelBikulli 
entend  par  It  une  forroc  nnaioguc  k  celle  donnée  par  Ilamiltau  i  ce  priai.ipc. 
sous  l'bypothise  que  les  rorccs  extérieures  ne  dépendent  que  de  l  cl  non  da 
paramètres,  forme  qu'il  b  étudlilc  dans  le  1. 100  du  Journal  de  Crelle):  quod 
ils  le  sont,  llcirobotix  a  montri^  que  les  forces  diverses  Minl  relire;  par  do 
luis  rccïpro([ues  tr^s  remarquables. 

Il  y  a  lï  quelque  analogie  avec  des  faits  qui  se  pri^senlent  dans  l'^tuJe  ti* 
forces  électriques  et  niagaétiques.  N'ius  savons  que  ees  forces  Sont  soumim» 
principe  de  la  eousertation  de  l'Énergie,  mais  uous  De  pouvons  dillinencr 
avec  certitude  dans  cette  énergie  la  partie  qui  est  énergie  polenliell*  Cl  cd'e 
qui  est  énergie  cinétique.  El,  d'autre  part,  nous  ne  savons  pas  si  les  foms 
Électriques  et  magnétiques,  quoique  soumises  au  principe  de  t'énersie>  lew" 
aussi  au  principe  de  la  moindre  action. 

Dans  un  domaine  1res  restreint  de  l'Èleclrodynaïuique,  dans  les  cat  Où  Tk- 
lion  étectrodjnamique  de  couranls  fermes  a  lieu  suivant  les  lois  du  potniW 
de  P.-E.  Ncuniann,  généralisées  par  Uclmhulli,  on  sait  cependant  que  le  pr»- 

l'un  ne  peut,  en  se  plaçant  i  un  point  de  vue  plus  gëué 
de  la  moindre  action  les  équations  de  l'Hydrudjnamiq 
et  complétées  par  Hertz.  C'est  celle  recherche  qui  fa 
lleluihultï. 

Ilelniliokz  y  démontre  que  l'on  peut  déduire  du  principe  de  la  luoinillt 
acLiou,  mis  suut  une  forme  convenable  analogue  i  celle  d'Hainikon,  dnclpr»- 
$iuns   des    forces   pundéroniolriccs   entièrement   conformes   k    la   Ihéone  dt 


rai,  déduire  dn  piin'''P' 
ic  établies  par  Uiiodl 
t  l'objet  du  Mélii0in  de 


Ha  XV 


cil. 


élcc 


l'((a«(i* 


iiilemcnt  le  rùlc  que  juue  l'en 
c  le  paluuticl   magnétique  4>, 

iclique  (la  force  vive}  en  Méc 


potentiel  électrique  *,  J"" 
en  Mécanique  raliaaadkF Cl 
1  le  rôle  que  jonc  fùurt" 


'l'I  [E.  du).  —  Maiipcrliiis.  (^yiî-.lf/). 
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Vogel.  —  Discours  de  réception.  (Goi-6o4). 

Tous  les  savants  qui  se  sont  occupés  (J-Aslrophysique  n'ont  pas  toujours  su 
résister  à  la  tentation  de  faire  des  hypothèses  sur  la  constitution  du  syslènn; 
du  monde,  plutôt  que  de  chercher  siniplcment  à  obtenir  d'abord  des  résultats 
exacts;  M.  Vogel  les  a  toujours  combattus  avec  énergie;  c'est  peut-être,  dit-il, 
ce  qui,  plus  que  tous  ses  autres  travaux,  l'a  désigné  aux  suffrages  de  l'Aca- 
demie. 

Les  nouvelles  méthodes  de  photographie  spectrale,  basées  sur  le  principe  de 
Doppler-FizeaUy  ont  permis  à  M.  Vogel  de  dresser  un  Catalogue  des  mouvements 
propres  des  5i  étoiles  les  plus  brillantes,  visibles  à  Polsdam.  Parmi  ces  étoiles, 
il  y  eo  a  quatre  qui  forment  un  système  d'étoiles  doubles  tellement  voisines, 
qu'il  semble  presque  impossible  que  leurs  atmosphères  ne  soient  pas  en  con- 
tact. Cette  proportion  de  4  à  5o  semble  indiquer  que  ces  systèmes  d'étoiles 
jouent  dans  l'univers  un  rôle  plus  considérable  qu'on  ne  se  l'était  imaginé 
jusqu'ici. 

M.  Vogel  espère  que,  dans  une  dizaine  d'années,  il  aura  pu  élendre  son  Cata- 
logue aux  5oo  étoiles  les  plus  brillantes  visibles  à  Polsdam.  Il  espère  aussi 
qu'à  cette  époque  les  recherches  entreprises  ^  l'Institut  astrophysique  et  con- 
cernant l'intensité  de  la  lumière  envoyée  par  les  étoiles  fixes  des  sept  premiers 
ordres  de  grandeur  seront  terminées.  A  cette  époque,  l'entreprise  inlernationale 
de  la  Photographie  de  la  Carte  du  ciel,  à  laquelle  l'observatoire  dont  il  est  le 
directeur  prend  part,  sera  elle  aussi,  sans  doute  terminée. 

Auwers,  —  Réponse  de  l'un  des  Secrétaires  perpétuels  de  la  Sec- 
tion des  Sciences  mathématiques  et  physiques.  (604-607). 

Fondation  Helmholtz.  (610-61 1). 

Les  médailles  d'or  qui  sont  décernées  tous  les  deux  ans  aux  savants  de  tous 
les  pays,  que  l'Académie  juge  avoir  fait  faire  le  plus  de  progrès  aux  Sciences 
représentées  à  l'Académie,  sont  décernées  à  MM.  du  Bois-Heymond,  Weierstrass, 
Bunsen,  William  Thomson. 

Discours  adressé  au  nom  de  TAcadémie  à  Son  Excellence  M.  de 
Helmholtz^  à  l'occasion  du  cinquantième  anniversaire  de  son 
doctorat.  (905-909). 

Ce  discours  contient  une  biographie  et  la  liste  des  travaux  du  célèbre  phy- 
sicien. 

Helmholtz  (//.  von).  —  Théorie  électromagnétique  de  la  disper- 
sion des  couleurs.  (logS-i  109). 

Supposons  l'éther  traversé  par  des  oscillations  électriques.  Maxwell  a  dé- 
montré que  des  molécules  pesantes,  se  trouvant  dans  l'éther  ainsi  (mi  mouve- 
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ment,  peuvent  être,  elles  aussi,  mises  en  mouvement  par  des  forces  pondère- 
motrices  dont  l'existence  résulte  nécessairement  de  celle  des  oscillations 
électriques. 

Heimholtz  observe  d'abord  que  ces  molécules  pesantes, qu'il  envisage  comme 
des  couples  àHons,  sont  nécessairement  chargées  d'électricité.  Il  faut  donc 
qu'en  formant  les  équations  du  mouvement,  on  tienne  compte  séparément  des 
moments  électriques  résultant  de  cette  électricité  des  couples  d'ions,  et  des 
moments  électriques  de  Téthcr.  C'est  ce  que  fait  Heimholtz  en  partant  du 
principe  de  la  moindre  action  mis  sous  la  forme  sous  laquelle  il  a  envisagé  ce 
principe  dans  plusieurs  de  ses  Mémoires  (voir  Comptes  rendus  des  Sitzungs- 
bcrichte,  i*'  semestre  1892),  et  il  en  déduit  l'explication  du  phénomène  de  la 
dispersion  des  couleurs. 

Fuclis  (/-*.).  — Surles  relations  qui  lient  les  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire,  prises  le  long  d'un  chemin  allant 
d'un  point  singulier  à  un  autre  point  singulier,  aux  coefficients 
des  substitutions  fondamentales  du  groupe  de  cette  équation 
différentielle,  (i  i  i3-i  128). 

1.  Soient  a,,  a^^^  ...,a.  les  points  singuliers  où  1rs  intégrales  d'une  équation 
difTércntielle  linéaire  se  ramifîent  de  façon  que  leurs  quotients  ne  conservent 
pas  tous  la  même  valeur,  et  6,,  b^^  ..,jb„  les  points  singuliers  où  ces  inté- 
grales se  ramifient  de  façon  que  leurs  quotients  conservent  tous  la  même 
valeur.  Posons 

F(j7)  =  (x  —  a,  )(j:  —  a,)..  .(J7  —  a.  )(j:  —  ô,)(x  —  ô,).  ..(x  —  6^), 
et  envisageons  l'équation  diiïcrcntielle  d'ordre  n, 

y=  n 
(B)  y^yi^'l'{x)V\(x)^o, 

où  k  —  (n  —  V  )(  p  --  a    - 1)  el  où  l\  (x)  désigne  un  polynôme  entier  en  x.  de 
degré  A. 

Supposons  d'abord  (juc  les  racines  des  équations  déterminantes  fondamentales 
de  l'équation  (liiïén'ntiellc  (H),  relatives  aux  points  singuliers  a,,  a,,  .  ..  a,, 
aient  leurs  parties  réelles  négatives  et  plus  graiules  que  l'unité  négative.  Les 
racines  des  é(|iiatii)ns  déterminantes  fondamentales  de  l'équation  ditrérenticlle 
adjointe  de  (  H  ) 


V    -  n 


(C)     y(-i)'iJ^-^izV{xyl\{x)]^o,  (où  A-  .--  (/i  -v)(o-+-5-i)J 

V.     0 

relati\es   ;nix    niTiiirs    point»;    >inmiiiers   /i,.   (t. c/,,    ont    alors    au<»M    leurs 

part n's  ivrilcs  iii'i;alivrs  d   plus  ^randts  que   l'uriilr  rii-^iatix-. 

Su|>|)o>un>  aii>»i   que   !•'>  dil^Tcncrs  de  deux   <|ueieonque>  df  ees  ra«. mes  nr 
Aoit.'nl  pas  dc'»  iioinhirs  <Mitiei'^. 

SoirnI  T,,.  r. r,,  ii:  sN^irmo  fondanieiil.i!  (ririte^raii>  de  Irqualion  «liilc 

renticjjf  1  \\  )  rcLitil  à  ./•     .  r  : 
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^n  ^2<  •••)  ^n  '^  système  fondamental  correspondant  d'intégrales  de  Téqua- 
tion  adjointe  (C)  rangées  dans  un  ordre  tel  que  r[^f  ^^  représentent  des  inté- 
grales adjointes. 

Si  Tj,  ,  T,2  ,  ...,  r[^,^  est  le  système  fondamental  correspondant  de  Téquation 
difTérentiellc  (B)  relatif  au  point  singulier  a  ^t^  nous  poserons  p«>ur  chacun 
des  indices  v,  en  choisissant  convenablement  les  facteurs  arbitraires  des  r,^,  r,,^^, 

h-i 


^'v~2^^v;.'^./.;x» 


/,=n 


et  nous  formerons  le  déterminant 


à  - 


6„      b^., 
b,y     b,2 


à,.i     ô„: 


nn 


des  n-  quantités  b^,^  ainsi  définies;  soient  alors 


àb,i 


Si  Ç|ji,  Cîji,  .-.,  ^«j4  est  le  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation 
adjointe  (C)  relatif  au  même  point  singulier  ^^^.p  rangées  dans  un  ordre  tel 
que  r^^^^  Ç^  représentent  des  intégrales  adjointes,  nous  poserons  aussi  pour 
chacun  des  indices  v,  en  choisissant  comme  plus  haut  les  facteurs  arbitraires 
des  ;„  îfc^, 


h  =  n 

"sv  —   ^.  *'vA  "a/ii*,» 
h  =  l 


ce  qui  définit  n^  quantités  c^j^. 

Si  Tp/'j,  ...»  /•„  sont  les  racines  de  l'équation  déterminante  fondamentale  de 
ré(iuation  différentielle  (B)  relative  au  point  singulier  a^  ^i,  nous  poserons 


\~  t•2•■'=^. 


Posons  aussi,  pour  chacune  des  valeurs  A*  —  o,  i,  :»,  ....  n, 

A^=  \'{x)''F,^{ji'),        où        /«  -  (W-- A)(o-+- 5  —  i). 

et  désignons  par  ^j^  la  fonction  de  la  variable  a  que  Ton  obtient  en  changeant, 
dans  ^ly  X  en  2;  puis  formons  l'expression 


U  = 


'1'  ^*' 

~f)jL.-' 


<)"V 


(Kv" 


II 
-  > 


oti 


\\       -* — *  •  (A  ~  o,  I,  ...,  n)\ 

X  —  a 


enfin,    représentons    piir  z^   la  fonction   de  2  (|uc  l'on  obtient   en   changeant, 
dans  ^i^  X  en  2. 
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On  a  cotre  ces  diverses  quantilcs  les  relations  imporluntes 


C 


(S')  /  t/x    /  UT.4  5,.rfa=(-i)"3iti  >     r-^ 

(  A-  =  I,  2,  . . .,  /i  ;  /  =  I,  2,  . . .,  /i), 

où,  dans  la  première,  chacune  des  deux  quantités  a^  et  a^^,  est  différente  de 
chacune  des  deux  quantités  a    et  a  ^^, 

Les  quantités  Ay  *^^  sont  des  fonctions  rationnelles  déterminées  des  para- 
métres X,,  Xj,  .. .,  "k^  et  des  n-  coefficients  g^^  (i  —  1,  a,  ...,''>  A*  =  1,  2 n) 

de  la  substitution  fondamentale  (S  ),  relative  au  point  singulier  a  ,,  du  sys- 
tème fondamental  t,,,  t,,,  ...,  t,^  d^intégrales  envisagées. 

Les  relations  (S')  représentent  donc  n'  relations  entre  les  /i^  coefficients  ff,^ 
de  la  substitution  (S   ). 

?.  Envisageons  l'équation  différentielle  linéaire 

Ky  -h  A,>''  H-  . .  .-h  A„^'-^  -  o, 

dont  les  coefficients  A,,  A,,  ...,  A^  sont  des  polynômes  en  x,  cl  dont  les  inté- 
grales ont  partout  des  valeurs  déterminées.  Supposons  que  les  points  singu- 
liers désignés  par  6,,  b^y  ...,  b^  soient  tels  que  chacune  des  différences  dc> 
racines  des  équations  déterminantes  fondamentales,  relatives  à  ces  points  sin- 
guliers, soit  un  nombre  entier,  sans  qu'il  y  ait  des  termes  logarithmiques  dan*^ 
les  dèvcloppemcnls  correspondant  ù  leurs  eu\irons.  Désignons  par  «,,  a.,  .... 
a^  les  points  singuliers  où  toutes  les  intégrales  se  ramifient,  et  pour  le>queU 
les  difforenros  des  racines  d'une  des  étiuations  déterminantes  fondamentales  ne 
M)nt  pas  des  nombres  entiers. 

On  sait  que  toute  expression  de  la  forme 

où  I'„,  I*,,  ...,  I*^_,  dé>ij;nent  des  fonctions  rationnelles  de  x,  vérifie  une 
équation  différentielle  linéaire 

(.'  )  C^u  4-  C,  m'-i-...-^  C„//  "'  --  (), 

du  inèriie  ordre  (pie  ré(|ualion  proptjsée,  f.iisant  partie  de  la  inèiiH*  cidsxr  (jue 

l'équalion  propo>ée,  i)oui-  laquelle  «,,  a. d  ,  ù^,  h, b^  >onl    uii»«>i  de> 

j)oints  >inmili«'rs  et  dont  Ii's  inlé;;rales  ilonnriit  li«-ii,  en  ^rnér.il,  aux  iiièiiies 
Mih^litutioiis    iDmJ.imenl.iIe'i    <|ue    les    iiil«-;;rales    i\r    r(t|iialiori     pn»|»i»<«-e.    df 

>orie    que,    si    i,"  ^  ( /,  A        i,  » n)    sont    les    roilTni«nts    de    la    subsliliitioii 

fondament.ile  (S  ),  reliilive  an  point  ^illu^llie^  ('^  +  ,,  du  sy-'lènie  irinlriiiiiles 
fondamentales  <le  l'équation  (lifférenli«"Me  fi,i,  iis  iiumiio  nuMilues  l;  ^  p»'U\eiil 
aussi,  cri  j;t'in'Tal,  être  envisagés  eoinnie  l<s  eoelfnienls  «le  la  >ul>siitulioii 
foiiddiMCnltilt*.    relative    au    même    |»oiiil    (/,    ..  du    <vsl«''me  dinh'urales  fonda- 
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menlales  de  Téquation  différentielle  (3).  II  n'y  a  exception  que  dans  le  cas  où, 
pour  l'équation  (i),  parmi  les  racines  de  Téquation  déterminante  fondamen- 
tale relative  à  un  ou  plusieurs  des  points  singuliers  a,,  a^^  ...,  a^y  il  s'en 
trouve  une  dont  la  partie  réelle  est  un  nombre  entier;  commençons  par  exclure 
ce  cas. 

M.  Fuchs  démontre  que  Ton  peut  déterminer  les  fonctions  rationnelles  P,, 
P2»  •••>  P«-i  de  façon  que  l'équation  différentielle  (2)  n'admette  pas  d'autres 
points  singuliers  que  a,,  a^i  ..•,  a.,  6,,  6,,  ...,  b^  et  que  les  parties  réelles 
des  racines  de  l'équation  déterminante  fondamentale  relative  à  a,,  a,,  ..., 
a.  soient  négatives  et  plus  grandes  que  l'unité  négative.  Dès  lors,  on  peut 
appliquer,  à  l'équation  différentielle  linéaire  (2),  les  trois  relations  (T),  (S), 
(S')  établies  au  n<*  1,  et  l'on  obtient  par  cela  même  des  relations  entre  les 
mêmes  quantités  concernant  l'équation  différentielle  linéaire  (i). 

Dans  le  cas  d'abord  exclu,  il  faut,  en  désignant  par  /\,,  r^j»  •'••*  ''vm  '^* 
racines  de  l'équation  déterminante  fondamentale  relative  au  point  singu- 
lier Oy  (v  =  I,  2,  . . .,  p),  envisager,  au  lieu  de  l'équation  différentielle  linéaire 
(2),  l'équation  différentielle  linéaire  en  w  que  l'on  obtient  en  remplaçant 
dans  (2),  li  par 

u  =  (j?  —  «,  )*i  (J7  —  a^)*a . .  .{x  —  a^)*9.tv, 

où  £({1  =  1,2,  . . .,  p)  doit  être  pris  égal  à  zéro,  pour  chacun  des  points  sin* 
guliers  a  tels  que,  si  l'on  envisage  les  racines  de  l'équation  déterminante  fon- 
damentale relative  à  ces  points  a,  il  n'y  en  ait  aucune  dont  la  partie  réelle 
soit  un  nombre  entier,  tandis  que  £  (ix  =  1,  2,  . . .,  p)  doit  être  pris  égal  à  un 
nombre  i*éel  positif,  plus  petit  que  i,  tel  que  les  nombres 

'V*      ^H-'     'V'      ^;*'     *  '  '  '    ^/»»      ^» 

aient  des  valeurs  comprises  entre  0  et  — 1,  lorsque,  parmi  les  racines  de 
Téquation  déterminante  fondamentale  relative  au  point  singulier  a  ,  il  y  en  a 
dont  la  partie  réelle  est  un  nombre  entier.  A  la  substitution  fondamentale 


s.= 


( 


éTi.      •••     À'i« 


O  nn 


des  intégrales  fondamentales   de   l'équation  différentielle  linéaire  (i),  relative 
au  point  singulier  rtj^^,,  correspond  alors  la  substitution  fondamentale 


y^ 


n  11 


Jgnl         '  '  • 

où  j  =  c--''V+«»  des  intégrales  fondamentales  de  l'équation  différentielle  li- 
néaire en  iv,  relative  à  ce  même  point  singulier  rt^.».,.  iMais  les  relations  (S), 
(S'),  (T)  du  n"  1  s'applicjuent  à  l'équation  différentielle  linéaire  en  tv; 
comme  y  est  connu,  on  déduit  inimédiutcment  de  ces  relations,  les  relations 
rhcrcliées,  dans  le  cas  particulier  d'abord  exclu,  entre  les  coefficients  ç■^  de  la 
substitution  fondamentale  (S,^)  des  intégrales  de  l'équation  différentielle  li- 
néaire (1). 

3.  I.c.s  éqiialion>  (S)  fournissent  de?  relation^  entre  les  coeflicicnls  des  sub- 
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stitutioiis  fondamenlaies  des  intégrales  %,  t^,,  . ..,  r\^  d'une  part,  el  des  inté- 
grales définies  de  la  forme 


Hiï 


d'autre  part;  dans  ces  intégrales,  v  désigne  un  nombre  entier  positif  ou  nul, 
k  est  égal    à   l'un   des  entiers   i,   a,   ...,  n;  {x  est  égal  à  l'un  des  entiers  i, 

2,  ...,  p;  enfin,  dans  t^^  et  HJ^^*  la  limite  supérieure  d'intégration  doit  être 
remplacée  par  a,. 

En  s'appuyant  sur  les  relations  (S')  et  sur  les  résultats  obtenus  au  n**  1. 
M.  Kuchs  démontre  que,  pour  chaque  couple  d'entiers  k,  (i,  les  diverses  inté- 
grales l]||^'  s'expriment  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  intégrales 

*A-,0»      *Am'       •••»      *Ar,n(p4-(T-l]-l' 

et  que  les  diverses  intégrales  H^j^  s'expriment  en  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  intégrales 

„'{!»  „(tJl)  ,|»li-J 

Il  en  résulte  que  les  coefficients  des  substitutions  fondamentales  des  inté- 
grales T„,   Tj2,    ...,  i\^  sont   liés   aux   intégrales  V^\  Wj^  oit  jx  =  i,  2,  . . ..  p: 

v  =  o,  1,2,  ...,/i[p-hor  — i]— i;  A- =  I,  2,  .'.., /i,  et  aux  paramètres  Xp  Xj,  . .  , 
X^  de  Téquation  différentielle  envisagée,  par  des  relations  algébriques;  ces  rela- 
tions algébriques  sont  données  par  les  équations  (S'). 

Les  intégrales  ij^^',  lJ^V>  ••.»  ijfj  d'une  part,  et  les  intégrales  HÎti  ^  H^V»  •••» 

Uf^    d'autre     part,     sont    d'ailleurs     liées    par    une    relation     linéaire    pour 

A  =1,3,  ...,/i  et  pour  chacune  des  valeurs  de  v;  on  a  donc  entre  toutes  ces 
intégrales,  correspondant  à  v  =  o,  1,  i,  . . .,  n[p -t- 7  -  i]  i,  un  nombre  de 
relations  égal  à  2/i-(  p -t- 7  —  i).  Ces  intégrales  sont,  en  outre,  liées  par  les 
relations  (T)  qui  représcriient  2/i*p(p—  3)  relations. 

4.  Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  l'éijuation  différentielle  linéaire 
envisagée  est  du  premier  ordre,  el  où  elle  est  identique  à  son  adjointe. 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  points  ^,,  b.,  ...,  6,;  Téquation  différentielle 
(  H  )  est 

V  {X)  -; — r  -  1-  (x) y  -  <*, 
ax        2 


el  les  équations  (S)  se  réduisent  aux  suivantes 
(S)  /  ./.r    / 


(fx  —  /t:. 


tandis  <|iie  les  équuliofis  (T^  >e  réduisent  aux  suivantes 


'       (fx  -        _  :  cl 


2  —  (>, 
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où 


2  X 


—  a  c/x  L        X  —  a        J 


Ces  relations  (S')  et  (T)  sont  identiques  à  celles  que  Weierstrass  a  établies 
en  1849,  (Isn^  I^  célèbre  programme  du  gymnase  de  Braunsberg,  entre  les  mo- 
dules de  périodicité  des  intégrales  hyperelliptiques. 

5.  Plaçons-nous   aussi   dans   le  cas  particulier   où   l'équation   différentielle 
linéaire  envisagée,  est  l'équation  du  second  ordre 

^(' -  ^)  ^ -+- [r  -  (» -^  P -+- 0^]  ^  -  apr  =  o. 

En  posant 

■v.=  7(i-p5)(ar-i)=-f-  i(,-p;)x2^ '[7-f.pj  +  p;_p5]x(x-i), 

F(j:)  =  J7(j7  —  1), 

et  en  faisant  la  substitution 

>-^P.  i-^P. 

y  =  ux    '    (i  — X)    '    , 
Tcquation  proposée  se  transforme  en 

K(x)=  ^  +  2  F(x)  F'( x)  ^  -f-  A.M  =  0; 
son  adjointe  lui  est  identique,  et  Ton  a 

„f(X)  _   ,'|X» 
"tv    —  *2v  ' 

Les  diverses  intégrales  \^^  et  H]^^'  où  A*  =  1,2,  s'expriment  par  des  fonctions 

linéaires  et  homogènes  de  V^^  et  l|^^j'. 
Si  l'on  désigne  par 

/     irfO)        «.(0)    \ 

la  substitution  fondamentale,  pour  x  =  o,  du  système  fondamental  d'intégrales 
T„,  Tj2  et  par 

S. 


(tA\)      o.(  î  I    \ 
0  II       è 11      \ 


la  substitution  fondamentale,  pour  or  =  1,  du  système  fondamental  d'intégrales 
T*i»  Ti2Î  si  l'on  pose  pour  abréger,  pour  A-  =  i-,  3  et  pour  /  =  i,  2, 


•'<V=  fdxf'vr„y,d2. 
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■j  j-,  H  _»-.  (lé<ien«nl  les  rnncliniis  Hr  a  ijui'  IViri  olilicnl  en  eïtnagtuat  x  ''■ 


'i".r'i-'(^'j— ■•>i*iv-ii. 

.P(li.l«"(^)  .-.'.sli'. 


L«  quuntiLés  P  qui  flgurent  ilnns 
•piaitraiiqu«s  de»  intjgnl» 


ioni  lies  fonctions  homi^fia 


£....,..  /;,..,„.,..  /;.„.,..  /, 


d'intégrale?  iléfinies.  on  di^dnit  de  ces  relations  (3)  et  (4)  les  cipressioiml» 
cocfllcienl5  y'°)  et  g"-  des  substitutions  S,  et  S,,  au  ino}'en  des  fontlmni  r 
d'Eiiler, 

Von  /iezoUl.  —  \'arialion  de  la  qiianlùe  de  chaleur  dans  l'uif  cl 
à  la  surface  de  l.i  Terre,  (ii  39-1178).  J.  M. 
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ÂRCiiivo  DE  MATEMATiGAS  PURAs  Y  APLicADAs.  Periodico  mcnsual  publicado 
por  D.  E.-L.  Orliz,  L.-C.  Gasco.  M.  fiolmas,  Madrid  et  Valence  (*). 

Tome  I,  n"»  1  à  6;  1896. 

Orliz'.  —  Tables  logarithmiques  d'addition  et  de  soustraction. 

Gasco,  —  Règles  pratiques  pour  le  développement  des  détermi- 
nants du  quatrième  degré. 

Rueda.  —  Etude  d'un  lieu  géométrique  curieux  composé  de  trois 
coniques. 

A  bel,  —  Traduction  en  espagnol  du  Mémoire  sur  les  équations 
algébriques. 

Gasco.  —  Diagrammes  mnémoniques  de  Trigonométrie. 

Mansion,  —  Résumé  d'une  théorie  des  fonctions  hyperboliques. 

Barton,  —  Distances  focales  des  miroirs  et  des  lentilles. 

Burch,  —  Tracé  de  l'hjperbole. 

Thomson  {D,),  —  Vibrations  et  ondes  sonores. 

Cote  (B,'S,).  —  Méthodes  graphiques  relatives  aux  lentilles. 

Ventura  Beyes  (Prosper),  —  Démonstration  nouvelle  des  for- 
mules Irigonométriques  d'addition. 


(')  En  commençant  l'analyse  de  ce  nouveau  journal,  auquel  nous  souhaitons  la 
bienvenue,  nous  pouvons  mesurer  le  chemin  parcouru  par  Tétude  et  la  culture 
des  Sciences  depuis  le  commencement  de  ce  siècle.  Elève  du  lycée  de  Montpellier, 
nous  avons  souvent  entendu  parler  et  de  Gergonne  et  de  ses  Annales,  qui  ont 
constitué  pendant  si  longtemps  le  seul  journal  du  monde  entier  exclusivement 
consacré  aux  Mathématiques.  Que  les  temps  sont  changés  aujourd'hui  !  En  France 
seulement,  nous  trouvons  sans  grand  effort,  en  dehors  des  Recueils  académiques, 
une  dizaine  de  publications  mathématiques.  Il  en  est  de  même  en  Allemagne,  en 
Angleterre,  en  Italie.  L'Espagne  à  son  tour  entre  dans  le  mouvement;  nous  ne 
pouvons  que  nous  en  féliciter.  L'analyse  qui  va  suivre  fera  d'ailleurs  connaître  le 
caractère  de  la  nouvelle  publication. 
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Clerk  Maxwell.  Analyse  harmonique. 

Balitrand.  —  Points  d^inûexion  de  la  transformée  d'une  section 
plane  d'un  cône  quand  le  cône  est  développé  sur  un  plan. 

Sylvester  (J.-J,),  —  Du  plagiographe  et  du  pantographe. 

Tait  (P.'G,).  —  Mouvement  harmonique. 

Questions  proposées  et  solutions. 


BULLETIN  DE  LA.  Société  mathématique  de  France. 

Tome  XXni;  1895  (»). 

Mannlieim,  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
ordre.  (i-4)' 

Si  des  surfaces  du  second  ordre  sont  telles  que  leurs  lignes  de  courbure  se 
correspondent  avec  parallélisme  de  leurs  plans  tangents  :  i*  les  lignes  de 
courbure  se  correspondent  avec  paralIclisDie  de  leurs  tangentes;  2*  les  plans 
des  sections  circulaires  de  ces  surfaces  sont  parallèles. 

La  réciproque  de  cette  dernière  proposition  est  vraie. 

GinO'Loria.  —  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  autocorréla- 
livcs.  (4"^)' 

D'après  Caylcy,  on  considère  dans  les  courbes  gauches  algébriques,  «louées 
de  sinçularilés  ordinaires,  dix  nombres  caractéristiques  :  Tordre  m  de  la 
courbe;  le  nombre  a  des  points  de  rcbroussemcnt;  le  nombre  c  de  ses  points 
doubles  apparents;  Tordre  d  de  la  courbe  double  de  la  dévcloppablc  oscula- 
trice;  quatre  autres  nombres  jx,  a,  y?  ^  correspondant  à  ceux-là;  enfin  deux 
nombres  auto-corrélalifs,  qui  sont  le  rang  F{  de  la  courbe  et  le  nombre  T  des 
ticnéralriccs  f;talit)nnaires  de  la  développable  correspondante. 

Entre  ces  dix  caractéristiques  existent  six  relations  découvertes  par  Cayley, 
et  dont  M.  Loria  conclut  la  proposition  suivante,  analogue  à  un  résultat 
obtenu  antérieurement  par  M.  Bioche,  pour  les  courbes  planes  : 

Diins  toute  courbe  al^'ébrique,  douée  de  singularités  ordinaires,  Tégalité  de 
doux  caractéristiques  corrélatives  entraîne  Tégalité  des  trois  autres  couple* 
analogues. 


(  ')   \.)ir  liullrtin,  \\  ,  p.   i.sx. 
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Pellet,  —  Meîinoirc  sur  la  théorie  infiniU'simale  des  équations  cl 
les  fonctions  implicites.  (7-16). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  séparation  des  racines  d'une  équalion  V{x)—  o. 
Les  n  premières  racines  de  V{x)  sont  dites  séparées  clans  le  plan  lorsque 
réquation  obtenue  en  y  reinplaeant  chaque  coefficient  par  M)n  module,  à  Tex- 
ceptitm  de  x'*  qui  est  reHi{>lacé  par  une  (piaiitilé  négative  de  même  module, 
é«|uation  qui  offre  deux  variations  de  si^ne,  a  une  racine  positive  simple  /*. 
Alors  l'équation  V{.r)=  o  a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  r,  et  Ton  peut 
former  d'une  part  l'équation  de  degré  n  qui  admet  ces  n  racines,  d'autre  part 
celle  qui  admel  toutes  les  autres  racines  qui  sont  de  module  supérieur  à  /*. 

Goursat,  —  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  fondions  ellip- 
tiques. (l8-2()). 

M.  Goursat  retrouve  par  une  voie  entièrement  analytique  une  formule 
remarquable  de  Weierstrass,  citée  par  Halphen  dans  son  Traité  des  fonctions 
elliptiques  (t.  II,  p.  a5(>)  et  qui  donne  immédiatement  l'intégrale  générale  de 
réquatioQ  d'Kuler. 

Balitrand,  —  Sur  le  développement  des  coordonnées  d'un  point 
dans  le  mouvement  relatif  et  sur  la  cotirbure  des  lignes  orlho- 
gonales.  (26-32). 


r»' 


Koch  (von).  —  Sur  un  ihéortnie  de  Shelljes  el  sur  les  fondions 
définies  par  des  fractions  conlinuos.  (33-4o). 

L'auteur  démontre  ce  théorème,  qui  embrasse  comme  cas  particulier  un 
ihéorème  de  Siieltjes  : 

Si  A,,  A,,  ...  sont  des  fonctions  analytiques  il'un  nombre  quelconque  de 
▼ariables  jr,,  Xp  ...»  x^y  holomorphes  dans  un  domaine  donné  T,  si  la  série 


/^1A,|  converge  uniformément  dans  ce  domaine,  et  si 


V 


P„lx,,  .    .,x^) 
«iJ-^i ^k) 

désigne  la  /i'*"*  réduite  de  la  fraction  continue 

I 

on  a  pour  tout  le  domaine  T  : 

lim  Pj^     (x, -Cl)  -  P  ( J",,  . . .,  x^), 

lini  Q;^    (x, J^k)-  Q  (x, Xj), 

lim  I\„^,  (  .r, X,)       P,  (  X,, x^  ). 

limQ,^^,rx xj      0,(x, X,): 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  1'  >érie,  t.  \\I.  (Septembre  i.Si|-  )        R.u 
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P,  Q,  Pp  Q,  désignant  des  fonctions  holomorphes  dans  T  qui  satisfont  à  la 
relation 

M.  von  Koch  établit  encore  la  proposition  suivante  : 

Soit  T,  une  région  continue  quelconque  située  tout  entière  à  rintéricur  da 
domaine  continu  T,  où  les  fonctions  analytiques  9,,  93^  •*•  ^^"^^  lioloiiiorphes, 
et  telle  que  la  somme  S  de  la  série 


S  = 


2;  1^.1 


satisfasse,  dans  cette  région  T,,  à  la  condition  S  <  p,  p  désignant  un  nombre 
positif  suffisamment  petit.  Dans  toute  cette  région  T,,  lu  fonction  6  (x,,  . . . ,  x^), 
définie  par  la  fraction  continue 


?i 


i-f--^ 


i-h. 
restera  nécessairement  holomorphe. 

Maillet,  —  Extension  du  ihéorrme  de  Fermât  sur  les  nombres 
polygones.  (4o-49)- 

On  connaît  le  ihéorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones  d'ordre  m, 
qui  sont  de  la  forme 

a 

où  X  est  un  nombre  entier. 

Leficndre  a  dcinonlré  sur  ces  mêmes  nombres  quelques  tliéoi'ômes  pcrfer- 
(ioniiHnt  relui  do  Fermai. 

•M.  Maillrl  fijil  remai((iicr  ((iio  plus  généralement  «les  projjosilions  semblables 
ont  lieu  pour  les  nombres  de  la  forme 

a  3 

-  X--H  -  j:  -f-  Y, 
1  '.» 

où  a>o,a,  3,  Y  entiers,  et  où   a  et  fi  n'ont  d'autre  diviseur  commun  que  1 
ou  2  et  sont  à  lu  fois  pairs  ou  in)i)uirs. 

Raffy.  —  Sur  certaines  équations  fjiron  inlègre  en  les  difTrren- 
tiant.  (.M)-()i). 

Klanl  donnée  une  é(]uation  du  premier  ordre 

(I)  r=r(*^'/0' 

son  inléjiralion  re\icrit.  eonimc  on  sail,  ù  relie  de  ré«|u;ilion  déri\ée 

il:,         &:,    dît 
^     '  '         i)x         <)p    dx 
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Si  réquation  ,('^)  est  linéaire,  son  intégrale  générale  est  de  la  fornnc 

j:=.-CV'{p)-i-Tn'{p): 

il'oii  l'on  tire 

P\        Pci'-oP' 


K-^(/>-   J,) 


P' 


II  semble  d'après  cela,  comme  l'affirme  Euler,  que  PéquaLion  de  départ 
doive  définir  y  comme  fonction  linéaire  de  j:  à  coefficients  arbitraires  en  p 
(équation  de  Lasrange). 

Cette  conclusion  est  inexacte.  Par  exemple.  Téquation 

difTércntiée,  conduit  à  une  é(|ualion  linéaire,  bien  que  y  ne  soit  pa^  une  fonc- 
tion linéaire  de  x.  Il  y  a  donc  lieu  de  reprendre  la  question  p.ir  un  procédé 
propre  à  la  résoudre  complètement. 

Voici  comment  M.  Raiïy  énonce  le  problème  : 

Déterminer  le  second  membre  de  l'équalion  r  =  ©(j?,/))  de  manière  que 
réquation  dérivée 

09        ()■:>   dp 
ôx       dp  dx 

assigne  à  -j-  une  forme  analytique  donnée  à  l'avance  K(J7, /?). 

I^a  solution  la  plus  générale  de  ce  problème  comporte  une  fonction  arbitraire, 
outre  celles  qu'on  peut  avoir  introduites  par  avance  dans  l'intégrale  qu'on  se 
donne. 

L'auteur  fait  de  ces  principes  diverses  applications  et  signale  notamment  une 
classe  d'équations  dont  on  obtient  l'intégrale  générale  en  y  remplaçant  la 
dérivée  par  une  constante  arbitraire. 

Ionisant,  —  Remar(]ucs  sur  une  équation  diATéfenlielle  liiicaiie. 
(62-63). 

En  remarquant  que  le  produit  /(  /  —  i  )(  i  —  2  )(/— 3)  est  égal  à  -10. 
M.  Laisant  est  conduit  a  l'intégrale  générale  de  l'équation 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  =  A  sin  log  ax  -\-  l{:rSin  log^^r, 

A,  a,  B,  b  étant  les  quatre  constantes  arbitraires. 
Iloffy.   —  Sur  certaines  éqiialions  (liflrércnliclle»  linéaires,  ((i.i- 

Pour  intégrer  l'équation  linéaire  d'ordre  /i,  (pii  admet  comme  solutions  par- 
ticulières j:,  J7-,  ...,  x",  il  suffit  d'y  remplarer  les  déri\ées  par  des  constantes 
«irliitraires. 
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On  voil  par  rrt  exemple  «lu'il  existe  d;inst(ius  les  ordres  des  équation!»  diffé- 
reniielles  dont  on  obtient  l'intégrale  générale  en  y  remplaça  ni  les  dérivées  par 
des  constantes  Hrbitniin>>. 

D^Ocagnc.  —  Sur  la  coiiiposilion  des  lois  de  ]>robabililé  des 
erreurs  de  sihiiUion  d'un  point  dans  un  plan.  (65-jo). 

Le  problème  résolu  f»ar  ^f.  d'Oragne  est  le  suivant  ; 

n  causes  (ferreurs  agissant  isolément  sur  la  position  d*uD  point  sur  un  plan 
donnent  naissance  aux  lois  de  probabilité  exprimées  (pour  f  =  i,  'j,  ...,/i)  par 

p  rr  ^ >- ' a. .1 }  -K i^i xiy\ -^ y. >/ »  (ix. d}\        ( 0 .  =  a . y,  —  ^J  ) ; 

déterminer  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  lorsque  ces  n  causes  agissent 
simultanément,  mais  iiidépen<lamment  les  unes  des  autres^  c*C5t-âKiire  lorsque 
leurs  effets  s'ajoutent. 

Denioulin.  —  Noie  sur  la  délerniination  des  eouples  de  surfaecs 
applicables  telles  (pie  la  dislance  de  deux  points  correspondants 
soil  couslaule.  (ji-^jj. 

Le  problème  de  la  détermination  des  couples  de  surfaces  applicables,  telles 
que  la  <listance  de  deux  f)oints  correspondants  soit  con-tanle,  u  été  résolu  par 
Hibaucour  dans  le  cas  où  les  (Inutcs  de  jonction  des  points  correspondants 
peuvent  prendre  toutes  les  directions  de  l'espace. 

M.  Demoulin  fait  voir  <|uece  problème  est  susceptible  d'une  solution  géomé- 
trique des  plus  simples.  II  complète  ensuite  cette  solution  en  considérant, 
après  M.M.  (laroiind  et  \nt<>mari,  le  cas  où  les  droites  de  jonctitm  de»»  points 
coiicspoinlanls  oril  une  inlinih.'  simple  «le  din'rlions.  et  en  riioiilrant  que  r.U'- 
plir.ition  dr  la  nul  liodc  ciiK-nia  t  i({ne  d<'  M.  harboiix  conduit  a  un  ré>ullal  <uii 
peut  n'Vriir  une  fonii»'  ont  ièrrmrnl   ;:éoiin''I  i  ii|iir  : 

Sni'  ime  il»'\  clopiMblr  arbih  aiicmcnl  i  lit»i<i('  on  fait  rouler  un  plan  P.  "U 
e;>t  Uacce  nne  dioiic  |);>i  l'on  innic  dans  le  [tian  P.  paralh-li-ineii t  à  l.i  rariu- 
tèrisli(jue  A  de  <e  phin  «'l  >ynn'l  riqueim  ni  par  rap[»orl  à  celle  droite.  d«ii\ 
droites  A,  el  A_  dii  on  |,iint  »«ur  1)  un  seunienl  constant,  «es  dr<Mies  en:;endrc- 
roiil  les  >urf.n-i>  (M|)  «1  (  M  J  appluMble-.  les  pins  i,M''n«-rales,  Iflles  qur  la  dis- 
tance (le  (len\  pnjiiis  ci)i  I  ('spon.lants  >oil  conslanle.  Ie>  droiirs  de  ionclii-n 
de>  poini>  cori e^|)Mmlanl>  n'avanl  qu'une  inlinile  simple  de  ducetion>. 

Flniiuet.  —  Sur  les  loucllons  ali;ri)ri(pi('s  à  liois  d<'*t<'i  iiiinalions. 

,-(i-,S;). 

>oii 

A//'- -  \\U'  ---  Cu  -  L)  -3  o 

rc(jiiali..n  aUcItriijne  du  i  roi>ièmc  dei;ré  en  //.où  A.  lî,  C,  I>  désiiînent  de<  polv- 
nonu.>  .|nel(  onquc-i  entier>  en  w,  el   qui    (hlinil   //   comme    fonctimi    al-ëbriciiu- 

»  1 


<1«:  z. 


Ni.    I  jo-iiiel    ^<-    piojKtsc   d'obtenir,   en    la    précisant    aulaiit    que    i.osMble.  I.i 
loiriie  aiial\ti(jne  des  ia«  incs  dans  le  «loniaine  d'un  point  .Nin^ulier. 


J 
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Goiirsat,  —  Sur  des  équations  difiercnlielles  analogues  à  Téqua- 
lion  de  Clairaut.  (SS-gS). 

On  connaît  depuis  longtemps  une  classe  d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  dont  (»n  obtient  l'intégrale  générale  en  remplaçant  dans  cette 
équation  y'  par  une  constante  arbitraire  :  ce  sont  les  équations  de  Clairaut. 

M.  Haiïy  a  récemment  appelé  l'attention  sur  d'autres  équations  difTérentielics 
jouissant  de  la  même  propriété. 

M.  Coursât  montre  comment  on  peut  former  de  telles  équations  dépendant 
d'autant  de  fonctions  arbitraires  qu'on  le  veut. 

Luisant,  —  Note  relative  aux  asymptotes  et  aux  cercles  de  cour- 
bure. (90-97). 

Soit  une  courbe  plane  F  ayant  une  asymptote  A. 

Si  l'on  transforme  la  figure  par  inversion  par  rapport  à  un  point  O  du  plan, 
la  courbe  V  se  transforme  en  une  courbe  T,  passant  par  O,  et  la  transformée 
de  l'asymptote  A  n'est  autre  que  le  cercle  de  courbure  A,  de  la  courbe  F,  au 
point  O. 

u'ippell.  —  Sur  la  théorie  du  frotlement  de  roulement.  (qS-ioo). 

M.  Bertrand  a  récemment  critiqué  la  théorie  classique  du  frottement  de 
roulement.il  considère  cumme  négligeable  le  couple  que  les  auteurs  appellent 
frottement  de  roulement.  M.  Appell  expose  à  son  tour  les  raisons  qui  lui  font 
préférer  la  théorie  généralement  adoptée  à  celle  de  M.  Bertrand. 

Pour  rendre  sensible  le  fait  que  le  couple  du  frottement  de  roulement  n'est 
pas  négligeable,  M.  Appell  imagine  un  cylindre  très  lourd  posé  sur  un  sol 
horizontal;  tout  le  monde  sait  qu'il  faut  un  certain  eiïort  pour  le  faire  rouler; 
si  le  couple  du  frottement  de  roulement  était  nénligeablc,  la  moindre  impul- 
sion ferait  rouler  le  cylindre,  puisque  lu  réaction  tangciitielie  n'oppose  aucune 
résistance  au  roulement. 

Une  fois  lo  cylindre  lancé,  supposons  qu'on  Tiibandonne  à  lui-même  :  il 
roulerait  d'un  mouvement  uniforme  si  le  frottement  de  roulement  n'existait  pas; 
<:'est  donc  l'action  de  ce  couple  qui  finit  par  urrctcr  le  mouvement. 

Guccia.  —   Sur  une  expression    du  <»('nre   des  courbes   gauches 
algébriques  douées  de  singularités  quelconques.  (101-102). 

Si  F,  =  0  et  F2=osont  les  équations  irré<lurtibles  de  doux  surfaces  algé- 
briques d'ordres  /i,  et  aï,»  dont  les  premiers  nn'mbrcs  renferment  linéairement 
V,,  X"!,  . . .,  X3,  X'J,  . . .,  la  fonction  ii  («,,  n.;),  qui  exprime  le  genre  de  la  courbe 
mobile  (K),  variable  avec  les  deux  groupes  de  i);iraiiiètrrs  (X,),  (Xj)  et  inter- 
section résiduelle  des  deux  >uifaces  F,  et  F.,  est  de  la  forme 

Û  ( /!,,  /I3  )  =  Aï,  (  D  -+- Tj -h  I  ) -r  Aïo  (  D  -f-  ::,  -  I  )  -  -  //, //,  (  ^1 -r  /I2  —  I  ) -f-  iH-  L, 

où  D  est  de  l'ordre  de  la  courbe  mobile  (K);  r,.  (1=1,  '?.)  est  le  genre  des 
sections  planes  de  la  surface  F,;  L  une  constante  qui  est  nulle  si  les  deux 
systèmes  linéaires  F,  et  F^  n'ont  en  (oiiiniun  aucune  de  leur::  singularités 
hases. 
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Lecornu.  —  Sur  une  équation  fonclionnelle.  (102-106). 

Soicnl  X  —  f{x)  une  fonclion  uniforme  de  x  et  Y  =/(y). 

L'auteur  considère  lu  suhsLitulion  {x^  y)  définie  par  réquation  àcoefficieoU 

constants 

9ix,y)=  a  xy  -f-6(j?-h^K)-+-c~o 

et  cherche  si  la  fonction/  peut  être  déteriniuêe  de  manière  à  vérifier  l'équalioa 
de  même  forme 

<^  (  X,  Y  )  T3  AXY  -+-  B(  X  -h  Y )  -h  C  =  o. 

Il  trouve  que  la  solution  générale  est 

.1 


où  ({/  est  une  fonction  uniforme  quolcon(|ue. 

Un  cas  particulier  de  ce  problème  est  de  trouver  les  fonctions /(jr)  Icllr* 

que/(x)=  — /-T- 

Adam  (P.)-  —  Sur  la  défonnation  des  surfaces.  (loG-i  \  i). 

Touche.  —  K(|uaLion  d'une  trajectoire  fluide,  (i  i  i-i  i3). 

D'Oca<ine,  —  Etude  géométrique  sur  Thélicoïde  réglé  le   plus 
général.  (1  i  4-i  '>-i). 

L'iiultMir  cmsiilrrr  iMu'-lici»ïtic  r('",,'l(''  U*  plus  p/MH-ral,  rngf^ndré  p.ir  une  dmiie 
(|iii  rr>tc  l(in;;('nh!  à  un  nnwiu  (  ylin«iri<(ur  <i«*  senion  (|ui'lroii«|ui',  en  n'iici  ii- 
tranl  smi^  uii  auul»*  ("•»ii>laut  une  lifluo  ti;n«'(;  sur  (•«'  r\imdrf. 

11  (ièdiiil  ;;('niiM*lri(|iiriiH'i)t  Idii!»  It>  rlt'iiirii|>i  île  «.lunburf  dr  <M:lto  siiifiicf  (h* 
c'Odx  (!(*  \,\  s(><-ti<Mi  (iidiic  di'  s<)i)  nuNiiii  r>  lin  lri(|iii*,  de  niiinicie  à  riiiiiciitT  *\ 
de  sitnpîes  Irarrs  iiiiôini'c^  loiili'>  Ic^  cunslnirlions  rciiili\CN  à  la  rourlmrr  dfs 
li{;iic»»  de  la  Mirl'aio. 

Aiidrc   il).).    —    Mi'rnoirc   sur   1rs    séquences   des    permutations 
circulaires.  (1  \  >.-  \  (S  \  ). 

(Ir  M«-moin'  ruiisi«|iral>l(-  i>i  un  travail  d'enxMiihlc  >ur  i<"^  srquenrcs  d«'> 
perriuit.ilioim  cii ciilaiirs.  .M.  |).  \ndri'  y  II. nie  en  une  >rnlf  fois,  p«>nr  le* 
<»éi|n<'n<es  de  <'e««  piTiiiiitalirni'',  l.i  plnp.nl  drs  ipir^si  ions  tinil  a  trailt-e"»  «liie.> 
des  .M«-niMire»  anltiicnis  |»<»iir"  l(>  ^c  jnemes  dr>  pr|  ninlalinns  ierlilij:n«->».  «•*e*.t- 
à-tlire  do  p<i  ninl.il  i  «ns    niilin.i  in». 

Mdiipin .   —    Noie   ^nr    mi«'    (jih>li()ii    de    prohiihililès    Iraih'e    |>.«r 
<rAleinl»ril  d;m^  V  /\  iicycIttfH'tlii' .  (iS.')-np)). 

luM  I  ilii  iii  ioii  )|  iin<'  '  I  I  •in    *  •iiiiMii-<<'  p.n*  d'  Menilii  i  ( . 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i47 

Maupin,  —  Note  relative  à  un  passage  d'Albert  Girard.  (191- 
192). 

Relation  d'un  passage  d'Albert  Girard  relatif  à  la  série  de  Fibonacci,  d'où 
il  résulte  que  cet  auteur  a  eu  le  premier  une  idée  fort  nette  de  la  théorie  des 
fractions  continues. 

D^Arone,  —  Sur  les  fonctions  à  espaces  lacunaires.  (193-194). 

M.  Freedholm  a  montré  que  la  transcendante 


F(jF)=  V  a^x"'         \a\  <  I 


n=0 


rcprc5cnte  une  fonction  uniforme  et  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  dans 
un  cercle  de  rayon  un,  contour  inclus. 

De  cette  transcendante,  M.  d'Arone  déduit  par  représentation  conforme 
d'autres  fonctions  qui  n'existent  qu'à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  polygones 
curvilignes  formés  d'arcs  de  cercle. 

Adam  (Z^.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  avec  conservation 
des  lignes  de  courbure.  (195-196). 

L'auteur  établit  par  des  considérations  simples  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, bien  connue  depuis  O.  Boni^^t, 

dont  dépend  la  détermination  des  surfaces  applicables  les  unes  sur  les  autres 
avec  conservation  des  lignes  de  courbure. 

liioche,   —   Rapport   sur  un  projet  de  Congrès  mathématiques 
internationaux.  (i9'j-i98). 

Demoulin,  —  Sur  un  théorème  de  Ribaucour  et  sur  une  propriété 
caractéristique  des  surfaces  spirales.  (198-203). 

M.  Demoulin  rappelle  le  principe  d'une  uiélhode  qu'il  a  proposée  antérieure- 
ment pour  la  détermination  des  surfaces  qui  correspondent  à  une  surface 
donnée  par  orthogonalité  des  élcmenls.  Il  montre  comment  cette  méthode  se 
prête  à  une  démonstration  tout  élémentaire  de  cet  important  théorème  de 
Ribaucour  : 

Soient  deux  surfaces  (  M  )  et  (.^1|)  qui  se  correspondent  par  orthogonalité 
des  éléments;  si  par  les  points  (M,)  on  mène  des  droites  D  parallèles  aux 
normales  de  (M),  elles  forment  une  coii^tuciicc  (D)  qui  jouit  des  propriétés 
suivantes  :  i**  elle  admet  la  surrace  (M,)  comme  surface  moyenne;  3*  les  plans 
focaux  de  D  sont  pcrpendiculaiies  aux  tangentes  asym|)totiques  de  (M)  en  M. 

M.  Demoulin  démontre,  en  terminanl,  un  théorème  qui  raraclérise  les  sur- 
faces spirales  : 
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Soil  (M)  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Oj:,  0^%  Os. 
Projetons  le  point  quelconque  M  de  (M)  sur  le  plan  xOy  en  P,  et  appelons  P' 
un  point  situé  dans  le  plan  xOy  et  tel  que  le  triangle  POP'  soit  rectangle 
en  O  et  de  siiniiilude  constante.  Cela  posé,  si  la  droite  MP'  est  tangente  en  M 
à  la  surface  (M),  celle-ci  sera  une  surface  spirale. 

Adam  (/^.).    —  Théorème  sur  la  déformation  des  surfaces  de 
translation.  ('2o/\'20i)), 

Pour  qu'une  surface  (S),  engendrée  par  la  translation  plane  d'une  courbe 
plane  invariable  de  forme  et  de  grandeur,  puisse  se  déformer  en  conservant  ce 
mode  de  génération,  avec  correspondance  des  deux  systèmes  de  courbes  géné- 
ratrices (w)  et  (v)  sur  (S)  et  sur  sa  transformée  (S,),  il  faut  et  il  sufGt  que 
ces  deux  systèmes  de  courbes  soient  dans  des  plans  rectangulaires. 

Kobb.  —  Sur  le  probirme  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un 
point  fixe.  (2  10-?.  i  5). 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe  dans  le  cas  de 
forces  autres  que  la  pesanteur  a  été  très  peu  étudié.  Quand  rdlipsoîdc  central 
n'est  pas  de  révolution,  on  ne  peut  pas  en  général  intégrer  les  équations  du 
mouvement,  mais  on  connaît  trois  intégrales,  savoir  :  celle  des  forces  vives, 
celle  des  aires  et  celle  des  cosinus  directeurs.  M.  de  Brun  a  trouvé  une  forme 
spéciale  de  la  fonction  des  forces  U  qui  permet  alors  d'obtenir  encore  une 
intégrale.  Celte  forme  particulière  est 

ç,  T,,  II  «'liinl  !<•>  roordoiniro»;  d'im  point  quelconque  par  rapport  à  trois  axes 
1  ccUinmiliiiics  li\«'s  piis'^iiiit  par  le  ((oiiit    (i\c. 

M.  l\o|)|»  riioiiln-,  ce  «|iic  n'a  p«»irit  icinarfjiié  M.  de  Brun.  qu*«»n  [>eut  alor> 
a<  li('\  cv  l'iiih';^!  al  ion  . 

La  riiillnxli-  (II-  M.  Koldi  s'applique  même  au  cas,  l»eaiirou{>  plus  important, 
où  la  foire  a^is^aiile  e'^l  la  pesanteur.  ,M.  IL  Liouville  a  donné  les  «'ondititui:» 
n«''t  os^aires  ri  sullis.irjles  pour  i'exislenee  iTiine  <iuatriènie  inlét;ral»lc  alfjébrique. 
La  niillinile  (le  M.  KoM»  permet  donc  d'oblenii-  la  solution  du  pr<d>l(  ino  de  la 
iotati«>n  d'un  <-orps  piave  suspcmhi  à  un  point  lixe.  dans  le  cas  «m'j  celte  S(»iu- 
tion  <''>l  >iiM  t'|»l  ililc  (I  Une;  loiinr  (inie, 

ScJili'L^i'l .  —  Sur*  NI)  syslrme  dt*  coordonnées  lélraédriqucs.  (i>,i(')- 
•>  I  (  »  ) . 

M.  d'()ea^rie  a  étudié  nn  sv^tenie  de  t  ooidonnées  télraédri<nics  poiK  tuolles 
on  pi, me-.,  r<'iM.ir(|nal>le  j>ai"  l<"  fail  (|n'on  en  déduit  (jnalre  sy>t«''ines  ronnu-^, 
tienv  a  deiiv  i  criprotine-;,  on  rejetant  à  l'infini  \c  point  /o/i<ùi/Nrnta/  t)  ou  le 
plan  fiuidtnin'ntdl  du  lilr.ièdre  ()M>(;.  Il  s"a;:;it  do  coordonn«'M's  rart «tiennes 
«1  plnekcfien ne>  dune  part,  <les  eooidonnees  ponetiiellc>  et  Idnircnlielle* 
d',intr<'  part. 

M.  S.  Iilr-.  1  (jcihiil  le  nièrnc;  sv^'tènie  d'une  met liodc  cmploNée  par  «irassmann 
p"iir  ri  p/ .-,1)11(1    Mil  point   on   nn   plan  a   l'.iido  il'un   tétraèdre. 
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Adam  (/^.).  —  Mémoire  sur  la  déformation  des  surfaces.  (219- 
240). 

JLemoine  (Em.),  —  Noie  sur  une  construction  approchée  du 
développement  de  la  circonférence  et  remarques  diverses.  (242- 
253). 

Lémeray.  —  Un  théorème  sur  les  fondions  iléralives.  (255-262). 

Si  une  fonction  9(2),  holomorphe  au  voisinage  du  point  a?,  admet  ce  point 
pour  limite;  si  de  plus  les/?  —  i  premières  dérivées  de  la  fonction  ?(^) — z 
sont  nulles  au  point  x^  on  aura 

lim/ir©('»)(5)— J7lP-'  =  —  îT-r^— — :» 
•^  •  '  ^  P(/?  —  1) 

P  désignant  la  valeur  de  la  première  dérivée  au  point  x. 

Delannoy,  —  Sur  une  question  de  probabilités  traitée  par  d'A- 
lembert.  (262-265). 

JUangeot,  —  Sur  le  centre  de  fçravilé  d'une  espèce  de  solide  à 
deux  dimensions  infiniment  petites.  (266-268). 

Gérard,  —  Sur  le  postulat  relatif  à  Téqui valence  des  polygones, 
considéré  comme  corollaire  du  théorème  de  Varignon.  (268- 
269). 


SITZUNGSBERICHTE  der  Komglicu  prkussisciikn  Akademif:  dkr  Wissen- 
sciiAPTEN  zu  Berlin  (*). 

i*""  seincslro  iH()3. 

liicharz  (F.)  et  Krigar-Menzel  (O.).  —  Délermination,  au 
moyen  de  la  balance  à  doubles  plateaux,  de  la  variation  de  la 
pesanteur  avec  Taltilude  du  lieu.  (i63-i83). 

Le  principe  de  la  méthode  employée  par  MM.  Hicharz  et  Krigar-Menzel  est 
le  même  que  celui  dont  von  Jolly  a  le  premier  fait  usage  {Abhandlungen  der 
JUiinchener  Akademie,  1878)  pour  déterminer  la  constante  de  l'attraction 
dans  le  système  solaire  et,  par  suite,  la  densité  moyenne  de  la  Terre. 


(  "  )  Voir  Bulletin,  XXL,  i3S. 
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A  chacun  dos  deux  plateaux  d'une  balance  est  suspendu,  au  moyen  d'une  ti^e 
de  2  mètres  de  long  environ,  un  second  plateau.  Soient  g^  raccétération  due 
à  la  pesanteur  en  un  point  des  plateaux  supérieurs,  g^  raccéléralion  duc  à  la 
pesanteur  en  un  point  des  plateaux  inférieurs.  Dans  une  première  pesée,  met- 
tons une  masse  connue  m  dans  le  plateau  du  haut  à  droite:  soit  m^  la  masse 
marquée  qu'il  faut  mettre  dans  le  plateau  du  bas  à  gauche  pour  établir  rêqai- 
libre;  on  aura 

Dans  une  seconde  pesée,  mettons  la  même  masse  m  dans  le  plateau  du  bas 
à  droite;  soit  alors  m^  la  masse  marquée  (|u'il  faut  mettre  dans  le  plateau  du 
haut  à  gauche  pour  établir  l'équilibre;  on  aura 

mg^  =  m,  g.. 

De  ces  deux  égalités  (»n  déduit,  en  posant  g^  —  go  =  ï>  <-*^  ^'^  négligeant  les 
termes  en  ( -î- )  qui  sont  extrêmement  petits, 


m«  —  ni^  — 


amr 


►0      ""u  —  ^     » 


comme  m„,  m„,  m,  g^  sont  connus,  on  peut  donc  calculer  la  valeur  de  r. 

Les  deux  causes  principales  d'erreur  sont  :  i"  les  variations  de  température 
d'un  plateau  à  Tautn*  ainsi  que  les  variations  de  température  entre  Tair  et  les 
niasses  que  Ton  pèse;  a"  les  courants  d'air  le  long  des  liges  métalliques  reliant 
les  plateaux.  Les  diinensi<»ns  données  à  leur  balance  par  MM.  Richarz  et 
Krigar-Menzel  leur  permettent  de  réduire  considérablement  ces  causes  d'erreur 
en  enfermant  la  balance  dans  une  caisse  fermée  dans  laquelle  le  passage  des 
masses  d'un  plateau  à  l'antre  se  fait  au  moyen  d'un  mécanisme  automatique. 

Viiigt-<jualrc  séri«;s  d'expériences  dans  les<|uelies  on  changeait  horizcuitale- 
menl  de  pla<*c  les  masses  servant  aux  pesées  et  «leux  séries  d'expériences  dans 
lesquelles  on  les  cliangeait  verticaleni(.'nl  «le  place  ont  donné  le  résultat  moyen 
que  voici  où   l'unilé  de  longueur  est  le  niélre  cl  l'unité  de  temps  la  seconde, 

r  --  .A'u  —  f^i.  -  <),«><>ooor):)23. 

Ln   supposant   la   'l'erre   formée  de  roueju';,  conrentri(|ues  et   homogènes,  le 

calcul  donne  aix-ninit 

'\  Il  " 


ir      tr 


H 


H  étant  le    rayon   «le   la  Tn  r«'  et  li   la    di>taine  verlieale  d<'s  deux    plateaux; 
comme  <lans  les  expéiifnrrs  «le  MM.  Kicliaiv.  et  l\rij;ai-Meii/.el 

Il  ~  a'",  »'),         i'„       <)"'.Xi.),         Il  -^  «j.)<iiljoo"', 
on  aniail  «Iduc  cm  iron 

if     —  II,:.      o,  oou'K.Imi- . 

% 
Le  nonildr  ('lii>  jiclil    liomc    par    MM.    lUcIiar/   «l   l\riuar-Meii/«'l   pt-ul   linii    a 

«•<!  «juils   ont   (lu  faire   Icur^  e\|>«'riene«^,  j>oiir  «i«'s  rai-^ons    «ioiit    on    a[M'r«'«'\  r.i 

i'imporlancf  i|iiari*l  <>n  <l<(rira   la  >ee'»n<I«' p.irlie  ili-  l«iii>  iTrli«Tclie««.  «i.in-'  nii« 
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casemate  cl  que  la  niasse  du  hastion  a  pu  diminuer  «•cnsibicment  la  pesanteur. 
Il  peut  aussi  tenir  à  ce  (|u*il  y  a  peut-être,  sous  la  forteresse  de  Spandau 
où  les  expériences  ont  eu  lieu,  des  niasses  <le  densité  relativement  très  faibles. 
On  verra  plus  loin  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  valeur  obtenue  expéri- 
mentalement pour  7,  pour  déterminer,  au  moyen  d'une  seconde  suiie  d'expé- 
riences, la  densité  moyenne  de  la  Terre. 

Frobcnius  (G,).  —  Sur  les  groupes  résolubles.  (33^-345). 

M.  Frobenius  désigne  sous  le  nom  de  groupes  résolubles  les  groupes  des 
équations  résolubles  par  radicaux. 

1.  Gal(»is  a  montré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
groupe  H  d'ordre  h  soit  résoluble  est  que  ce  groupe  contienne  une  suite  H,, 
llj,  .-.,  H„  de  sous-groupes  d'ordres  A,,  /k,  ...,  /i„  dont  le  dernier  ne  soit 
formé  que  par  l'éléiiient  principal,  dont  chacun  soit  un  sous-groupe  invariant 

du  précédent,  et  tels  que  les  quotients  ^—2-,    .'^  »     ••»    .—  soient  des  nombres 

premiers. 

Le  théorème  de  Sylow  :  «  Tout  groupe  dont  l'ordre  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier  est  un  groupe  résoluble  »  permet  de  transformer  le  crité- 
rium de  Galois  et  de  l'énoncer  ainsi  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  tju'un  groupe  II  d'ordre  h  soit  ré- 
soluble est  que  ce  groupe  contienne  une  suite  ininterrompue  de  sous-groupes 
invariants  H,,  H,,  ...,  H^  d'ordre  h^^  h.,,  ...,  /*„,  dont  le  dernier  ne  soit 
formé  que  de  l'élément  principal,  dont  chacun   contienne   le  suivant,  et  qui 

soient  tels  que    les    quotients   7—"-»    .""-S   •••»  y-  soient    des   puissances   de 

nombres  premiers.  En  disant  que  la  suite  II,,  H2.  ...,  II„  des  sous-groupes  est 
ininterrompue  on  entend  que  pour  aucun  indice  \  il  n'y  ait  de  groupe  distinct 
de  H^  et  11-^^,  qui,  étant  contenu  dans  H^^,  contienne  llj^^,  et  soil  un  sous- 
groupe  invariant  de  II. 

Ce  critérium  de  Gulois  ainsi  transformé  permet  de  démontrer  d'une  façon 
particulièrement  simple  les  ihéorèmes  d'Abel  sur  la  primilivilé  des  groupes, 
en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  M.  Camille  Jordan  :  «  Tout  sous-groupe  in- 
variant d'un  groupe  primitif  est  transitif  ». 

2.  Au  théorème  de  Sylow  que  nous  venons  de  citer,  on  peut  joindre  comme 
pendant  le  théorème  :  «  Tout  groupe  dont  l'ordre  est  le  produit  de  nombres 
premiers  di>tincts  est  un  groupe  résoluble  ». 

M.  Frobenius  démontre  d'abord  par  induction  le  Icmme  suivant  : 
Si  les  facteurs  premiers  d'un  nombre  entier  a  sont  tous  distincts  et  si  cha- 
cun   des  facteurs  premiers   d'un  nombre  entier  0  est   plus  giand   que  le  plus 
grand  des  facteurs  premiers  de  «,  un  groupe  d'ordre  ab  contient  précisément  6 
éléments  dont  l'ordre  >oit  un  diviseur  de  b 

Il  en  résulte  que  si  p^  p^,  •••>/'„  «lési^'nent  n  muiibres  pn-miers  distincts 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  tout  groupe  II  «l'oidre  /'i/>2  •  •  •/'» 
contient  un  et  un  seul  sous-groupe  11-^  d'ordre  /'); n /'x-t :•••/'« *♦  ^^  sous- 
groupe  est,  par  suite,  un  sous  groupe  invariant  de  11  et  est  contenu  dans  le 
sous-groupe   11-^..,   d'ordre    /'x/'>. ,  1  •  •  •/'«•    Le    groupe    11    e^t    le   composé   des 
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groupes 


Il        II,  H.  , 


.     H. 


qui  sont  rcspcclivcuicnt  d'ordre 

/!,,  /?,,  ...,  p^t,  p^. 

D'après  le  rritériuui  de  Cialois,  le  théorème  annonce  est  donc  ét;ibli. 

On  déduit  de  ce  llièorènie  le  corollaire  bien  remarquable  :  L'ordre  du  pro- 
duit AB...  de  deux  ou  plu>iours  èlcnionts  du  gixmpe  II  n*est  di%'isibie  par 
aucun  nonibrc  premier  plus  petit  que  le  plus  pelit  des  nombres  premiers  con- 
tenus dans  le-»  ordres  de  A,  B,  .... 

3.  On  peut  aussi,  par  des  considérations  semblables  aux  précédentes,  dé- 
montrer le  théorème  : 

«  Tout  groupe  dont  Tordre  est  le  produit  de  nombres  premiers  distincts  et 
»  d'une  puissance  d'un  nombre  premier  plus  grand  que  ces  nombres  premiers 
»  dibtincts,  est  résoluble.  » 

M.  Frobcnius  démontre  que,  si /;,,  />,,  ...,  /7^,  /?  désignent  /i -4- 1  nombres 
premiers  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  tout  groupe  H  d'ordre 
P\Pi-  •  •  P„P^  où  X  est  un  entier  quelconque  positif  contient  un  et  un  seul 
sous-groupe  11-^  d'onirc  P\^xP\+i'  "P„p*-  Ce  sous-groupe  est  donc  un  sous- 
groupe  invariant  du  groufte  H  et  est  contenu  dans  le  sous-groupe  H^_,  d'ordre 
P\P\^\"  -PnP^'  '"C  groupe  II  est  le  composé  des  groupes 


Il        II,  H._, 

ïr'  ïï;'      '    II.' 

<i«»nl  les  ordres  sont  respcrlivcmcnt  égaux  à 

/'n    /'• />„'     P 


IL. 


« 


le  ;;roupc  II„  est  le  roiiiposc  de  a  groupes,  chacun  d'ordre  p. 

D'après  le  critérium  de  (lalois,  le  lliéorèuic  annoncé  est  donc  établi. 

4.  -M.  l'robenius  dèrinuitre  iiu>>i  <|u*il  n'existe  aucun  groupe  simple  II  «l'ordre 
h  =:p^(f\  où  'i  j'sl  un  cniicr  |io>iiir  <]urlc()n(|uc,  cl  où  p  et  //  de««ignent  de 
nouihros  premiers  ilonl   le  *>«'C(»nd  e>t  plus  grand  (|ue  le  premier. 

Il  en  n'sulhî  p«Mir  />  —  _>,  q  -  3.  |i  --  3,  «piil  n'existe  pas  de  grou|»e  simple 
dOrdre   i^-i. 

Dans  ['American  Journal  of  Afat/t.,  t<mie  \IV.  M.  (lole  a  èten<lu  à  tous  les 
g^(>ll|»«•^  dont  l'ordre  est  compris  enire  les  nonilires  >(>o  el  .'loo  les  recherches 
(|ue  M.  Il«»l«ler  aviiil  fiiito  d.nis  le  tome  \Ldc«»  Math.  Annalen  sur  les  groupe-» 
d(tnl  l'ordre  <  '«I  inférieur  itu  nomltrc  xh).  La  <|uestion  de  savoir  s'il  existe'  ou 
non  (les  jiioupcs  siriijdis  d'ordre  'j.!>  n'avait  point  l'ié  rèscdue  par  M.  C.ole. 

h.  Tons  1rs  groupes  dotit  l'ordre  est  le  priwluit  de  ileux  nombres  premiers 
ilislinds  (Ml  lion  sont  ih'<  ('«.«.airemenl  dis  :;roiipes  r(.<(dnld)'s  :  (|uand  le*.  diMix 
noiiil»n>  prcmii'is  «»«>nt  «u.iun.  ou  [icut  en>isa;;cr  celle  [uoposition  comme  un 
c.i>  p.irl  nnlicr  rln    l  lici.i  riii<-  dr  S\l<»\\:  «{uaiid   lU  x.nl   iii«-g.iu\.  on  peut  reii\i- 


/ 
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sager  comme  un  cas  particulier  de  celui  de  M.  Frohenius.  Chacun  de  ces 
groupes  est  nécessairement  un  groupe  abélien  sauf  dans  le  cas  où,  l'un  des 
deux  nombres  premiers  étant  pris  pour  module,  l'autre  est  congru  à  i. 

M.  Ilôldcr  avait  montré  que  tout  groupe  dont  l'ordre  est  le  produit  de  trois 
nombres  premiers,  distincts  ou  non,  est  résoluble.  M.  Frobenius  a  trouvé  que 
tout  groupe  dont  l'ordre  est  le  produit  de  quatre  nombres  premiers,  distincts 
ou  non,  est  également  résoluble,  sauf  toutefois  le  groupe  de  l'icosaèdre, 
d'ordre  Go  =  2-.3.5.  Four  établir  (|ue  ce  groupe  est  runitjue  groupe  dont 
Tordre  est  le  produit  de  f|ualre  nombres  premiers,  et  qui  ne  soit  pas  ré- 
soluble, M.  Frobenius  démontre  que  l'on  ne  peut  être  dans  ce  cas  fl'excep- 
tion  que  si,  /?,  q,  r,  s  désignant  les  quatre  facteurs  premiers  de  l'ordre  du 
groupe,  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  trois  conditions  suivantes 
sont  vérifiées  : 

2*  p^zi^i  (  mod  /•), 

$•  pr  ^  I  (  mod  s)  ; 

or,  la  seconde  condition  ne  peut  être  vérifiée  que  si  l'on  a  /)  —  2,  r  =  3;  et  la 
troisième,  qui  se  réduit  alors  à  6  ^  1  (mod  5),  n'est  vérifiée  que  pour  s  —  5.  Le 
seul  cas  d'exception  est  donc  celui  où  l'ordre  du  groupe  est  égal  à  2^.3.5. 

L'impossibilité  de  résoudre,  en  général,  par  radicaux  les  équations  du  cin- 
quième degré  apparaît  ainsi  sous  un  jour  tout  nouveau;  elle  corresptmd  à  ce 
que,  seul  parmi  les  nombres  entiers  n  décomposables  en  un  produit  de  quatre 
nombres  premiers,  le  nombre  ()o  vérifie  les  trois  conditions  que  nous  venons 
d'énumérer,  conditions  nécessaires  pour  que  le  groupe  d'ordre  n  ne  soit  pas 
résoluble. 

M.  Frobenius  recherche  enfin  les  groupes  non  résolubles,  dont  l'ordre  est 
décomposable  en  un  produit  de  cinq  nombres  premiers.  Il  ne  trouve  que,  d'une 
part,  deux  groupes  composés  d'ordre  égal  à  lio,  dans  l'un  desquels  les  ordres 
des  groupes  composants  sont  2  et  (>o,  tandis  que  dans  l'autre  ils  sont  60  et 
2;  et,  d'autre  part,  trois  groupes  simples  formés  par  les  subsiitutitms  linéaires 
fractionnaires  propres  relatives  aux  trois  modules  /?  ^  7, />  =  1 1,  /?  =  i3  et 
dont  les  ordres  res[>eclifs  sont  donnés  par  la  formule  ■]/>(/>' — 1)  et  sont,  par 
suite,  égaux  à  1G8,  G60,  ii^g?. 

2*  semestre  1893. 
Schwarz,  —  Discours  de  réceplion  à  T Académie.  (()S43-()ti4)- 

La  Géométrie  supérieure  et  la  théorie  des  fonctions  analytiques  ont  exerce 
sur  M.  Schwarz,  des  le  début  de  ses  études,  une  grande  attraction.  Il  a,  à 
plusieurs  reprises,  cher(!hé  à  résoudre  des  problèmes  difficiles  de  Géométrie  su- 
périeure en  s'appuyant  sur  des  résultats  empruntés  à  la  théorie  des  fonctions 
analytiques;  il  a  également  cherché  la  solution  de  problèmes  d'Analyse  en  se 
plaçant,  en  partie  du  moins,  au  point  de  vue  de  la  (jéométrie  supérieure. 
Chaque  fois  que  le  succès  a  couronné  ses  efforts,  il  ne  se  cache  pas  d'avoir 
éprouvé  une  satisfaction  particulière  à  èlre  parvenu  au  résultat  en  suivant  cette 
voie   indirecte  en  apparence,  mais  peut-être  en  apparence  seulement. 

M.  Schwarz  énumèrc  ses  principaux  travaux,  parmi  lesquels  il  faut  citer  tout 
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d'abord  ceux  qui  concrrncnt  les  surfaces  niinima,  puis  la  démonstration  ri- 
ji^oureuse  du  principe  de  Lejeuiie-Dirirlilct  dans  le  cas  des  surfaces  fermées  de 
Hicmann,  et  dans  celui  de  ré^'ions  planes  limitées  piir  des  lignes  vérilianL  cer- 
taines conditions  déterminées,  cnfm  la  détermination  de  tous  les  cas  où  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  ditrércntiellc  de  la  série  liypcrgéométrique  est  une 
fonction  algébrique  de  la  variable  indépendante. 

Frobenius  (G.).  —  Discours  de  n^cepllon  a  rAcadémïe.  {62()- 

()28). 

C'est  à  l'étude  de  questions  d'Algèbre  que  M.  Frobenius  a  surtout  consacré 
sa  vie;  c'est  à  elles  qu'il  revient  toujours  avec  joie,  après  chaque  incursion 
fuite  dans  le  doniiiine  de  l'Analyse.  La  théorie  des  équtiticms  et  celle  des  formes 
l'attirent  éj;alement  :  dans  la  théorie  des  équations,  c'est  surtout  l'étude  des 
déterminants;  dans  Cfllc  d«s  formes,  c'est  surtout  l'élude  des  groupes  qui  ont 
fait  l'objet  de  ses  rechtîrrhcs. 

Les  recherches  2inal> tiques  de  M.  l'robenius  ont  elles  aussi  été  fructueuses. 
Grâce  à  ses  connaissances  al^'ébriques,  il  a  pu  étendre  aux  équations  didercn- 
tielles  linéaires  la  n<)tir>n  capitale  d'irréductibilité.  Il  fHut  citer  aussi  ses  longs 
travaux  sur  les  fonctions  tliéla  de  plusieurs  variables,  en  particulier  ceux  qui 
concernent  les  belles  propriétés  des  fonctions  Ihèta  de  trois  variables,  et  leurs 
relations  avec  la  théorie  des  courbes  du  quatrième  ordre,  et  ses  recherches  sur 
les  fondions  thêta  à  modules  singuliers. 

Réponse  de  M.  Amvers,  Secrélaire  perpétuel  de  la  classe  plijsico- 
mathématique  de  TAcadéinle.  ( 629-63?.). 

M.  Auwers  répond  au  nom  de  l'Académie  à  MM.  Scliwar/.  et  Frobenius.  Tout 
en  étant  heureux  cjue  l'Aradénue  iii(  ronlié  à  MM.  Schwarz  et  Frobenius  la 
grande  et  diflicile  mi^si(m  de  coniinuer  h's  iradilioiiN  t\v.  Kununcr,  <lo  Kroiu'rker 
et  <le  M.  W  cM«-r>tr«i>>,  M.  Au>\«m>  ne  priil  >'einpèciier  dr  r<"f;irltrr  (|ue  les  tra- 
vaux des  nialhcmati(Mriis  (*or)l('inp«>rains  >r  M)i«Mil  quriquc  peu  détournés  îles 
applicalioDb  des  Math(-niali(|u<-s  à  rèliidc  de  la  iiatuic  II  espère  t(»ut(-foi>  i]ue 
la  perferlion  mèmr  i\r^  rcciicrclies  piirein«'Ml  tlicoiiques  a«*lu<lles  p(*rnielira 
plus  lard  d'étendre  avec  sucrés  le  champ  de»  applirations. 

Hehnhoitz  (//.    von).    —   Consé(|iiences   tirées  de  la  théorie  de 
Maxwell  sur  les  niouvemeiUs  de  1  éllier.  (()4|)-().)6). 

I>ans  la  théorie  élcctroilynaniique  de  Maxwell,  on  se  représente  l'élher  en 
mouvemrnt  travers»'  p.ir  une  substance  pondérable  se  uiomant  avec  lui.  t.*"* 
niouvcineiits  siinultaiié>  de  l'élher  et  de  la  matière  pondérable  apparais>i-nt 
dans  toute  substance  eoiidiiclri<'e  ou  réfringente  par  rapport  au  vide,  ou  aviint 
des  valeurs  <les  e«»n>lanles  <iiélectri«|ues  et  nia:;nétiqucs  jiiiïéienles  de  eelles  du 
vide,  et  l'on  peul  deihiiic  des  inoiivenienls  de  la  matière  pes.uite,  de  r<'n\  quo 
lun  peut  <d>server  «oriniie  de  ceux  qui  >nnl  dtlerniiiies  parla  llieoiie.  les  moii- 
\en«eiils  d«'  réther  <|iii  eoiM  «m  dont  ave;»-  eux.  I.es  e<insr(]nen<'es  de  celle  llnoiit- 
ont  h>ujnuis  »'!e  d'.iccord  a\ec  les  iMoiire*.  «jts  (oices  e|e(-(r«iiii(ili  ires  «jue  le^ 
in«»ii\einen  |s  <|rs  (nijis  ju>,inls  dcNiloppenl   p.ii"  indiiclmn. 

M. Ils  (ju.nid   roji.K  e  eii\  i-.iue  ncconlienl  que  do  r«tlnr.  s.mv  nialo  re  pi»n  îe- 
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rahie,  comme  c'est  le  cas  pour  les  espaces  silués  entre  les  planètes,  ou  entre 
les  étoiles  ou  encore  entre  les  molécules  des  corps  pesants,  cet  éiher  peut-il 
encore,  tout  en  étant  totalement  dépourvu  d'inertie,  satisfaire  aux  équations  de 
Ma\\vell;  et,  s'iJ  y  satisfait,  quels  seront  les  mouvements  de  cet  éther?  A  cette 
question  se  rattache  intimement  la  suivante  concernant  Je  cas  où  des  corps 
pesants  sont  répandus  au  sein  de  l'élher  :  Téllier  s'écartera-t-il  des  corps  pesants 
voisins,  ou  bien  pénétrera-t-il  dans  ces  corps  et,  dans  ce  cas,  reslera-t-il  en 
repos  ou  se  mettra-t-il  en  mouvement,  ou  enfin  s'écartera-t-il  en  partie  et  pé- 
nétrera-t-il  en  partie,  comme  le  pensait  Fresnel? 

Si  l'on  suppose  que  l'éther  jouisse  des  propriétés  mécaniques  d'un  fluide  incom- 
pressible dénué  de  frottement,  et  que  Téilier  n'ait  aucune  inertie,  M.  Helmhoitz 
montre  qu'il  suffit  d'admettre  comme  postulat  le  principe  de  la  moindre  action 
sous  la  forme  qu'il  lui  a  donnée  (voir  Bulletin,  p.  139,  1897),  en  ajoutant  au 
potentiel  électrocinétique  4>  le  produit 


[du       ôv        àwl^, 


du  premier  membre  de  Téquation  de  définition  de  Fincompressibililé 

Ou        âv        fhv 


c>J7        ay        Oz 

(où  j?,  y^  z  désignent  les  coordr)nnées  d'un  point  et  1/,  f,  w  les  composantes  de 
sa  vitesse]  par  une  fonction  arbitraire  S  de  x,  v,  5,  pour  pouvoir  en  déduire 
l'explication  de  nombreux  phénomènes  tels  que  l'aftparition  et  la  persistance  de 
forces  pondéromotrices  au  sein  de  l'éther  en  repos  ou  en  mouvement.  L'addition 

j     *     .         0/         ^l^"^        f^^        (^^"^1  1  .11». 

du  facteur  ^(xyz)\  -, h  -: 1 — r-     QU'  <**»t  toujours  nul,  en  vertu  de  I  equa- 

'^       [^Ox       Oy        oz  \  ^ 

tien  d'incompressibilité,  ne  change  d'ailleurs  pas  la  valeur  du  potentiel  électro- 
cinétique 4>. 

Les  lois  de  iMaxwell  que  Hertz  a  complétées  en  introduisant  explicitement 
les  composantes  des  vitesses  et  qu'IIelmholiz  a  déduites  du  principe  de  la 
moindre  action  [voir  /?////e//Vï,  p.  i3o,  1^97]  permettent  donc  d'expliquer  ei:- 
tiêrement  les  lois  des  mouvements  et  des  changements  ayant  lieu  au  sein  d(^ 
l'élher. 

Ilelmholtz  montre,  en  particulier,  que  dans  certains  cas  l'éther  glisse  néces- 
sairement à   la  surface  des  corps  pondérables. 

Fuchs  (  £..).  —  Sur  les  équations  (llfférenlielles  linéaires  auxquelles 
correspondent  des  groupes  de  suhstilulions  indépendantes  de 
certains  paramètres.  (975-988). 

1.  Envisageons  d'abord  une  équation  diiïércntielle  linéaire  de  la  forme 

d'^v  cf*~'v 

(O  ^+/''5r-"-'+--*-''"^^"' 

OÙ    les  coefficients  /?,,  p^  ...,  />„  sont   des  fonctions  de  x  qui,  aux  environs 
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d'un  point  singulier  rt,  sont  rrpréscntt^cs  par  des  séries  telles  que 

P\  = — ô:  ^-^X» 

(x  —  a)*- 

fi^  étant  une  série  entière  en  (j;  —  a). 

M.  Kuchs  démontre  que  l'on  peut  toujours  trouver  une  équation  différen- 
tielle linéaire 

appartenant  à  la  même  classe  que  Téqualion  (i),  et  telle  que,  si  Ton  cnvisa^ 
l'équation  déterminante  fondamentale,  relative  à  l'un  quelconque  des  points 
singuliers  essentiels  rt,  y  compris  le  point  a:  =  x,  et  si  Ton  désigne  par  r,, 
''il  •••♦  '*■!  celles  des  racines  de  cette  équation  déterminante  fondamentale 
dont  la  différence  n'est  pas  un  nombre  entier,  les  racines  de  celte  équation  dé- 
terminante fondamentale  dont  la  différence  avec  i\  (où  A"  désigne  l'un  des 
entiers  i,  •?.,  ...,  jjl)  est  un  nombre  entier  sont 

où  V  est.  un  certain  nombre  entier  positif  plus  petit  que  n. 

2.  Supposons  que  les  coefficients  />,(a:),  P'xi^)^  ••  -^  Pni^)^  ^c  Téquation 
différentielle  (i)  dépendent  d'un  paramétre  t,  tandis  que  le  groupe  de  substi- 
tutions du  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  différentielle  re- 
latives à  chacun  des  points  singuliers  ne  dépende  pas  de  t.  Supposons,  en 
outre,  que  les  intégrales  de  l'équation  différentielle  (i)  aient  partout  des  va- 
leurs déterminées,  de  sorte  que,  pour  tous  les  points  singuliers  a,,  a,,  ...,a  . 
les  coefficients  y>,,  p^ /7„  soient  de  la  forme 

If    ^^ •      -  ■• 

(  ( ./'       «,  )  I  w    '  a.  ). .  .{x  —  a.  )  Y 

*^"  l'i  i   I   (•^■)  <l''-'ir"''  i"*^'  fonction  ralioiHU'Ile  de  .?•  de  (lci;rc  /  (  o  —  i  ).  S»ipp«- 

sons  aiKsi  qin'  r/,,  <i^ a ^^   ,  soimt  indépendants  de  /  cl  (jiie  </,  -:  /,  Siipro- 

sons  cnlin  (|ue,   a   cl.mt   tin   qnelroncjue  des   |)()ints  singniiers   et    t,,.  t,.,    ....  t 
désignant    le   système    fondamental    des    intégrales    rejativ«*s   à    <-/.    on    ail    pour 
chacune  de   ces  int<''i;rales  t,,  en  désignant   par  /•  la   racine  de    réqiiatioii  dèlor- 
ininante  fondanitiilaie  à   hKpn'lle  appailient  t,, 

•f,  =  {X  —  (ir\  ?..    -  r.  lo^(.r  —  (i)  --  rz\  \o'^(x  —  a)]-  -r- . .  .-\-  '^..,  [loi:(^  —  a\\-'\. 

on  'w„.  .fi,  'f , f,,,  soni    flével»>ppal)ies  en  s«''ri«s  rnlièrc^  m    .r  —  n  et  /  —  /. 

aux  eM\  irons  du   point  >inL:nli<r  x  =^  n  el  d  une  saieur  ai  liiliaiic  t    ~  t ,  du  pj- 
lariit-tif  /. 

Sous  ces  liypothè^CN,  (jni  sont  léaiisées  pour  les  é(juali«»ns  difrerenlirl!»  v  q\\.: . 
véiilicnt  l(*s  modules  de  périodicité  des  intéijrales  ahélicnncs,  M.  Fm  h<  d»-- 
monlrc  (|ue  Ton  peut  toujours  déterminer  une  équation  différentielle  apparte- 
nant à  la  niêuie  classe  «juc  réi|uation  (i),  pour  la([uelle  les  mêmes  hypotliisf"^ 
(juc  relies  <|ue  nous  venons  dN-numèrer  son!  vériliées.  et  jouissant,  on  nulr-. 
de  1.1   propncic  de  l'i(|ualion  dilTérentielIc  (  2  )  du  n"  1.  Il  est.  dè^  lors,  lesilirn-' 
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die  supposer,  daos  ce  qui  va  suivre,  que  réquation  difTérenticlIe  envisagée  (i) 
jouisse  clle-môme  de  cette  propriété  énoncée  au  n**  1. 

3.  Soit  alors  t„,  t„,  ...,  t,^  le  système  d'intégrales  fondamentales  de  l'équa- 
tion difTérentielle  (i),  relatif  au  point  singulier  essentiel  a,  choisi  de  façon  que 
les  eiposants  auxquels  appartiennent  r,,,  t^,'  •••^  ^i»  coïncident  avec  les 
racines  r,,  r,,  ...,  r.  de  l'équation  déterminante  fondamentale,  relatif  à  ce 
même  point  singulier  a;  enfin,  soit  y,,  y-^^  ...,  y^  un  système  d'intégrales 
fondamentales  de  l'équation  différentielle  (i)  pour  lequel  on  ait 

où^<*)=  ;7^'  ®^  ^^  ^•»  ^1'  *••"•  ^«  •  *°"*'  ^^^  fonctions  rationnelles  de  a:;  ce 

dernier  système  d'intégrales  fondamentales  de  Téquation  difTérentielle  (i)  existe 
toujours  parce  que  le  groupe  de  substitutions  fondamentales  des  intégrales  de 
l'équation  différentielle  (i)  ne  dépend  pas  de  t  par  hypothèse. 

Posons^4=  tffc  ,T„-4-ej  jT,2-4-...-he4  „7^^,  (A- =  I,  2,  . .., /ï  );  en  général,  ej  ,, 
0^2,  ...,  e^ .,  dépendront  de  /. 

M.  Fuchs  démontre  que  la  fonction  rationnelle  de  x 

coefficient  de  la  dérivée  yC"-')  d'ordre  (/i—  i)  dans  la  relation  (3),  s'annule, 
au  moins  une  fois,  en  chacun  des  points  singuliers  essentiels  a,,  a,,  ...,  a.  , 
qui  ne  dépendent  pas  de  /.  Elle  s'annule  aussi  au  point  singulier  a.  =  / 
lorsque  /i  >  Q ;  pour  /i  =  3,  elle  prend  au  point  a^—  t  une  valeur  qui,  si  clic 
n*est  pas  nulle,  est  certainement  finie.  Enfin,  au  point  ^  =  oc  elle  est  infinie 
d'ordre  au  plus  égal  kin  —  i. 

Il  démontre  ensuite  que  chacune  des  fonctions  rationnelles  de  x^ 

Ao(a7),     A,(j?),     ...,     \^_,(x), 

ne  peut  être  infinie  d'ordre  supérieur  à  i,  en  un  point  singulier  non  essentiel 
(c'est-à-dire  en  un  point  tel  que  les  intégrales  n'y  deviennent  pas  infinies  et 
ne  s*y  ramifient  pas). 

Il  en  résulte  que,  si  m  désigne  le  nombre  des  points  singuliers  non  essentiels 
de  l'équation  différentielle  (i),  et  p  le  nombre  de  ses  points  singuliers  essentiels, 
rinégalité 

p  £  2  /l  -h  /?*  -h  I . 

est  nécessairement  vérifiée. 

Si  Ton  pouvait  déterminer  l'équaliun  (a)  du  n*  1,  appartenant  à  la  même 
classe  que  l'équation  (i),  de  façon  à  n'introduire  aucun  point  singulier  non 
essentiel,  on  aurait  nécessairement 

p^  2/ï  -f-  I. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  désignés  plus  haut  par  e^  ,, 
^â  j»  ..  -,  e^  ,  (A-  =  I,  2,  . . .,  /i)  ne  dépendent  pas  de  /,  on  a  nécessairement 


n 
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i"  somcstre  1894. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  les  diviseurs  élémenlaires  des  délenni- 
nants.  (3i-44)' 

1.  Envisageons  un  système  S  formé  par  les  éléments  a^^  où  chacun  des 
deux  indices  oc  et  ^  prend  un  nombre  quelconque  de  valeurs  entières  et  posi- 
tives. Ces  éléments  a^  »  pourront  à  volonté  représenter  soit  des  nombres 
entiers,  soit  des  fonctions  entières  d'une  variable  à  coefficients  constants  quel- 
conques, soit  des  fonctions  entières  de  plusieurs  variables  à  coefficients  con- 
stants quelconques,  soit  enfin  des  quantités  entières  d'un  corps  quelconque. 
Suivant  que  les  éléments  a^  «  auront  l'une  ou  l'autre  de  ces  significations, 
nous  entendrons  par  p  soit  un  nombre  premier,  soit  une  fonction  linéaire  ou 
irréductible,  soit  un  diviseur  premier  effectif  ou  idéal  dans  le  corps  envisagé. 

Nous  désignerons  par  D  un  quelconque  des  déterminants  de  degré  p,  ayant 
donc  p  lignes  et  p  colonnes,  formé  au  moyen  des  éléments,  a^^^  en  donnant  à 
l'indice  a  p  valeurs  entières  positives  distinctes  ou  non  et  à  l'indice  ^  égale- 
ment p  valeurs  entières  positives  distinctes  ou  non. 

Soit 

la  puissance  la  plus  élevée  du  diviseur/?  contenue  dans  tous  les  déterminants  D  . 
Il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  déterminants  D  soient  divisibles  par 
une  puissance  plus  élevée  de  p  que  la  puissance  6  ;  mais/?  étant  un  diviseur 
premier,  un  au  moins  des  déterminants  D.  n'est  certainement  pas  divisible 
par /?*f+'.  M.  Frobenius  appelle  déterminant  régulier  D  chacun  des  déter- 
minants qui  n'est  pus  Hivisiblo  par /?'^f^'. 

Si  un  (Iclcrniinanl  A  est  un  des  délerminants  mineurs  d'un  (Iclorininanl  H, 
il  est  souvent  eornuiode  de  dire  de  H  qu'il  est  un  délerniinant  majeur  de  A. 
et  nous  aurons  lieu  d'envisai^cr  tous  les  délerminants  majeurs  du  inèinc  ordre 
d'un  (léterniinanL  mineur  donné. 

NN'eierstrass  a  dési^'ué  sous  le  nom  de  diviseurs  élémentaires,  ou  aussi  l\  in- 
variants élémentaires  du  s;ystèinc  S,  les  quantités 

P^-%  ' 

et  a  nionlré  le  inle  capital  que  jouent  ces  diviseurs  <»u  in\ariaiils  éleriientairr> 
dans  la  lliéorie  <les  formes  hilinéaiies  cl  qua«lraliques  {Monatsbvrichte  drr 
f>rilinei-  ALaclrniie,  iN'iS).  \ous  dirons  de  j)^'^  ^-^  i  qu'il  est  le  p'*''^  dixixur 
<l('m(nt.iiie  du  sNslrme  S  relatif  au  diviseur  premier/?. 

Supposons  que  /•  >oil  un  nomhrr  entiei"  positif,  plus  petit  ou  éual  iiii  /(///:; 
du  s\slcme  S.  <  >u  peut  dtinontrer  les  trois  théorèmes  sui\untb   : 

Thvort'inr  I.  —  (Jia(|ue  déterminant  ri'i^ulicr  I)^  de  dej^ré  /•  enniicnl  ui^ 
mineur  réL;u/icr  1>,.    ,  de  <lej;ré  /•  —  i. 

l'Iivoirmc   IL    —    Cliatiue   délerminanl  rci^ulicr   H,    ,  de   «lc;;ré   /• i   «.^i  le 

iiiiiKiir  d'un  drtermiiiant  réi:u/icr  h^  de  dt-^iré  /. 
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Théorème  III.  —  L'inégalilé 

est  toujours  vérifiée. 

Eq  supposant  que  ces  théorèmes  aient  lieu  pour  tout  entier  positif /7/<^/9e^i7 
que  le  nombre  r,  pour  lequel  on  veut  les  démontrer,  M.  Krobenius  établit 
d'abord  la  proposition  fondamentale  que  voici  : 

Théorème  IV.  —  Le  produit  D^D^,  de  deux  déterminants  de  degrés  r 
et  r  — I  du  système  S  est  divisible  par  le  produit  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  tous  les  mineurs  de  degré  r  —  i  du  déterminant  D^  et  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  tous  les  majeurs  de  degré  r  du  déterminant  D^., 
que  Ton  peut  former  dans  le  système  S. 

Il  déduit  immédiatement  de  cette  proposition  fondamentale  IV,  que  les  trois 
théorèmes  annoncés  I-III  ont  lieu  pour  le  nombre  envisagé  r. 

Des  théorèmes  I  et  II  on  déduit  comme  corollaire  le  théorème  : 

Théorème  K.  —  Si  R  et  T  sont  deux  déterminants  réguliers  du  système  S, 
de  degrés  p  et  t,  si  R  est  un  des  mineurs  de  T,  et  si  9  est  un  entier  compris 
entre  p  et  t,  il  existe  un  déterminant  régulier  de  degré  a  qui  est  à  la  fois 
mineur  de  T  et  majeur  de  R. 

Le  théorème  IV  peut  être  aisément  généralisé.  On  montre  en  effet  que,  si  s 
désigne  un  entier  positif  quelconque  plus  petit  que  r,  et  si  t  est  un  nombre 
plus  petit  ou  égal  à  r  —  Sj  le  produit  D^D,  de  deux  déterminants  de  degrés  r 
et  s  d'un  système  S  est  toujours  divisible  par  le  produit  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  tous  les  mineurs  de  degré  /* —  t  de  D^  et  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  tous  les  majeurs  de  degré  s  -h  t  de  D,. 

2.  Lorsque  le  système  S  envisagé  est  un  système  symétrique,  de  sorte 
que  o^i=  Oa^,  on  appelle  déterminant  mineur  principal  tout  mineur  dont 
les  éléments  situés  dans  la  diagonale  servant  d'axe  de  symétrie  sont  aussi  des 
éléments  de  la  diagonale  servant  d'axe  de  symétrie  au  déterminant  formé  par 
tous  les  éléments  a^^. 

On  peut  toujours  former  une  suite 

'"H     •'*2>      •  •  •  »     ^f. 

de  déterminants  mineurs  principaux  d'un  système  symétrique  S,  tels  que,  si  l< 
déterminant  de  degré  p 


S =2]  -«i,««v  ••"?-«,?-«"?.{ 


n'est  pas  régulier,  les  déterminants 


^P-i  —  ^  —^1,1^2,3 •••«p  2,e-2^e  'i?  • 


et 


A, , ,  —  y.  —  ^'  >o->  n . .  .a,,.a. 
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soient  rcpulicrs  et  que,  en  outre,  le  dcterminanl 

soit  régulier,  tandis  que  le  déterminant 

ne  soit  pas  régulier.  On  a 
Le  déterminant 

est  régulier. 

Il  en  résulte  que  : 

Théorème  Vf.  —  Lorsque  le  nombre  Sft*|— aS^-i- g^_,  est  positifs  tout 
déterminant  symétrique  de  rang  r  contient  un  déterminant  mineur  principal, 
régulier,  de  degré  p. 

3.  envisageons  maintenant  la  forme  quadratique  quelconque 

Si  nous  substituons  à  l«i  variable  x.,,  la  variable 

en  ne  changeant  pas  les  autres  variables,   les  déterminants  A,,  A. V..,. 

A.  ^, V,  ne  changent  p«is.  tandis  que  le  déterminant  A.  est  remplacé  par 

b*  dctermin.int  S.,  où  l'on  w  p^<t^ 

V,  ^  A.-  >B.       1\. 

Mais.  *i  V.  n'est  pas  rcuulier.  il  est  aise  de  voir  que  V.  l'est  ceriainemonl.  On 
(H^ut  donc,  au  movon  do  substitutions  très  simples,  obtenir  une  fociiie  quadra- 
tique cqui\jloute  a  la  fi>rme  quadratique  quelconque  envisagée,  et  pt>ur 
laquelle  chacun  des  dcterniinanl>  de  l.i  >uite 

c«»l  un  ditirininant  rc^ulicr. 

Il  \  a  liou  d'cnxjsajiti  .«  j  art  le  cas  vu  lc>  ilinunls  n^  .  >"nl  des  quantito 
cnlures  d  un  Ci"   :  .<  cl  ••»:  ;■  t  ^i  lial  a  .'  ou  a  un  tîi\i««fur  i<reniicr  de  3, 


£  1 


*'••      i:..:  ;.   ...:>  v.      .^  ■    ^,:.:c  vil     •...;•...  :..-r.:«»  »,    ;  .^  ..r>  l  r::.-.  ij  ..u\  rc:;u 

f  r--^  ^f .    .:.  il  ^  \  .:  r> 
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où  pour  p  =  I,  2,  ...  y  r,  on  a 

Ajç  =  ^^  —  ^11  •  •  •  ^J^jîp» 
et  où  A},  est  un  mineur  de  A,^^,. 

5.  M.  Frobenius  démontre  ensuite  les  deux  théorèmes  de  Smilh  : 

Théorème  VIL  —  Si  l'on  divise  un  déterminant  M  différent  de  zéro,  de 
degré  r,  .d'un  système  S  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  ses 
mineurs  de  degré  r  —  i,  le  quotient  de  la  division  contient  le  facteur/?  au 
moins  8^ —  5^,  fois.  Il  peut  arriver  qu'il  le  contienne  plus  de  6^ —  6^_,  fois, 
mais  lorsque  le  déterminant  M  est  régulier  cela  n'est  pas  possible;  le  quotient 
de  la  division  est  divisible  par /?*r-*r-i,  et  n'est  pas  divisible  par /j^r-^r-i-*-'. 

Théorème  VIII.  —  Si  l'on  divise  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous 
les  déterminants  de  degré  /*  qui  contiennent  un  même  mineur  L  dilVérent  de 
zéro,  de  degré  r  —  i,  par  ce  mineur  L,  et  si  l'on  réduit  le  quotient,  le  numé- 
rateur du  quotient  réduit  contient  le  facteur  p  au  maximum  8^ —  8^,  fois. 
Si  L  est  régulier,  ce  quotient  réduit  contient  p  exactement  8^ — 8^,  fois,  il 
est  divisible  par  p^r-^t^t. 

6.  Envisageons  maintenant  deux  systèmes  S'  et  S"  formés,  le  premier  par 
les  éléments  a^  ^,  le  second  par  les  éléments  b^o,  où  les  indices  a  et  [i  prennent 
toutes  les  valeurs  1,2,  . . .,  /i.  Composons  ces  deux  systèmes;  soit  S  le  système 
composé,  c^p  ses  éléments,  de  sorte  que  l'on  a 

c^  ù=  a-  ,0.  a-h  a„  jOj  a-\-. .  .-h  a„  ^0„  a         (  «  1  • 

Le  système  composé  S  jouit  de  la  propriété  fondamentale  que  voici  : 

Théorème  IX.  —  Le  r'*""  diviseur  élémentaire  de  S  est  divisible  par  le  r'*"* 
diviseur  élémentaire  de  chacun  des  systèmes  composants  S'  et  S'. 

7.  Soient  p,  r,  «,  n  des  entiers  positifs  tels  que  l'on  ait 

p  1  r  £  *^  /i, 

où  n  est  un  entier  que  l'on  peut  supposer  plus  grand  que  2. 

Envisageons  le  système  S  formé  par  les  éléments  a  (  |i  =  i,  2,  . ..,  /i; 
V  =  I,  2,  . . .,  /i)  et  désignons  par  T  le  système  formé  par  les  éléments  a^  \ 

\  A    —  I,    3,    ••«,#,    A  —    I,   2,    «••,   r  f» 

Nous  dirons  de  deux  déterminants 

^9=l^«,pl»  *  =  «p    3tj»    •••1    «^î       ?  =   ?l>    ?2*    •  -M    ?p> 

de  degrés  p  et  n  —  p  du  système  S,  qu'ils  sont  complémentaires,  lorsque 
et  ^       ^ 

désignent  deux  permutations  des  indices  1,  2,  ...,  /i,   toutes  deux  paires  ou 
toutes  deux  impaires. 
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9  flublit  le  llléorime  9 


t  concernant  les  lUtermiiunls  A» 


Théorème  X.  —  Si  l'on  mvisuge  tous  les  dét«rreiin*nlï 
de  cicgriï  ^  du  sjrslânic 

où  l'indice  »  prend  p  quelconque  des  valeurs  i,  a r,  Und»  que  l'indice  ^ 

prend  p  quelronquea  des  valeurs  i,  %,  ...,  a,  ci  D^  d<isigoe  1«>  délerrninjnli 
complémcDUirei  de  ces  délennioaais  D^,  si  enlin  l'on  désigne  par  1),  le 
nombre  i  cl  pur  D^  le  détcrniinunt 


en  a,  pour  tons  les  clioii  posei 
lilis  p  1  f  £  <  <  n,  U  relation 


"), 


P=«L  Uf  J 


8.  On  peutrempiscer  les  démonslralions  algébriques  de  CCS  divers  tbAortnm. 
douniCB  par  H.   Frobenius   dans  1e  Mémoire   que   nous  ausljiofls,   par  des 

diinionslra lions  a^anl  un  caraclire  pun-nicnl  arilliiii^liijue.  Celles  de  ces 
démoDstralions  qui  ont  été  données  par  M.  Smith  et  celle*  de  H.  Probenins 
lui-miline  peuvent  être  considérablemeDl  simpliGèes,  comme  le  fait  voir 
M.  Frobenius  en  prenant  pour  exemple  le  théorème  IX. 

M.  Henjci,  à  qui  M.  Frobenius  avait  communiqué  tes  déntonstruioiis  «Igé- 
briques  des  tliéorémes  précédents,  a  donné,  de  son  c6té,  une  démonstntiaa 
d'un  caractère  purement  aritbmétiquc  du  théorème  IV,  qui  esl  celui  qai  sert 
de  base  à  toutes  ces  recherches.  C'est  par  la  reproduction  de  la  démonstratioa 
de  M.  Hensel  que  M.  Frobenius  termine  son  Mémoire. 

Vogel(C^.  —  Sur  le  speclre  de  ^  de  la  Lyre,  (i  i5-i3a). 

Pour  expliquer  les  variations  du  double  spectre  de  cette  étoile,  BclopoUkif 
suppose  qu'elle  est  formée  de  deux  corps  mobiles  l'un  par  rapport  A  l'autre,  le 
plus  obscur  passant  pour  nous  alternativement  devant  et  derrière  le  plus 
brillant.  Les  obscrvatiuiia  de  M.  Vogei  et  de  M.  Witsing  moDlreol  que  cette 
bypotbÉse  De  permet  pas  de  se  rendre  compte  des  phénomèoes  observés. 

Frobenius  {G.).  —  Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques. 
Deux  Mémoires.  (24'-256  et  4o7-43i). 
1.  Deux  funiieâ   quadratiques   à   coellîcients   réels   sont  dites   éqnivalcntcs 
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lorsqu'on  peul  les  transformer  l'une  dans  l'autre  au  moyen  d'une  substitution 
linéaire  à  coefficients  réels.  Toutes  les  formes  équivalentes  font  partie  d'une 
même  classe  de  formes.  Chaque  classe  de  formes  contient  des  formes  <p  dans 
lesquelles  ne  figurent  que  les  carrés  des  variables;  dans  toutes  ces  formes  9, 
il  y  a  un  même  nombre  n,  de  coefficients  positifs  et  un  môme  nombre  ^i,  de 
coefficients  négatifs;  on  appelle  rang  de  la  classe,  ou  encore  de  chacune  des 
formes  de  la  classe,  la  somme  n^-^ n^)  on  appelle  signature  de  la  classe,  ou 
encore  de  chacune  des  formes  de  la  classe,  la  différence  n^—  n^. 
Soit 

n        n 

une  forme  quadratique.  Pour  trouver  son  rang,  formons  le  déterminant 

A,=  ^  ±a„a„...a„„ 

de  ses  coefficients.  Si  tous  les  mineurs  de  degré  r  h-i  de  ce  déterminant  A„ 
sont  nuls  tandis  que  l'un  au  moins  de  ses  mineurs  de  degré  r  est  différent  de 
zéro,  le  rang  de  la  forme  quadratique  envisagée  est  égal  à  r. 

Pour  trouver  la  signature  de  la  forme  quadratique,  formons  la  suite 
des  r  -t- 1  mineurs 

A,  =  1,        A,  =  a,,,        Aj  =  a,,a22  — aj,,        ...,        A^=  ^^  dr  g,,  o^  . . .  g,^. 

Si  aucun  de  ces  mineurs  ne  s'annule,  la  signature  s  de  la  forme  quadratique 
envisagée  est  égale  à  la  différence  du  nombre  des  permanences  de  signe  et  du 
nombre  des  variations  de  signe  dans  cette  suite  A^,  A,,  A,,  ...,  A^. 

Si  un  ou  plusieurs  des  termes  de  celte  suite  s'annnle,  il  suffit  souvent  de 
ranger  les  variables  â;,,  ar,,  ...,  x^  dans  un  autre  ordre  pour  qu'aucun  des 
mineurs  de  la  nouvelle  suite,  formée  suivant  la  même  régie,  ne  s'annule.  On 
démontre  d'ailleurs  aisément  que  dans  chaque  classe  il  y  a  des  formes  pour 
lesquelles  on  peut  ranger  les  variables  de  façou  qu'il  en  soit  ainsi.  Si  donc, 
après  avoir  rangé  les  n  variables  a:,,  x^,  ...,  â7„  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, on  s'aperçoit  que  dans  chacune  des  suites  Ag,  A,,  ...,  A^  correspondant 
à  ces  arrangements  il  y  a  au  moins  un  terme  nul,  il  suffit,  pour  trouver  la 
signature  s  de  la  forme  quadratique,  d'envisager  une  de  ses  formes  équiva- 
lentes convenablement  choisie  et  de  lui  appliquer  la  régie  donnée  plus  haut; 
ce  cas  se  présente,  par  exemple,  quand  on  a 

«11  =  «w  =  •••=««,»  =0- 

On  peut  toutefois  se  proposer  de  déterminer  la  signature  s  d'une  forme  qua- 
dratique, sans  passer  à  une  forme  équivalente,  même  quand  un  terme  de  cha- 
cune des  suites  A^,  Ap  ...,  A^  correspondant  aux  divers  arrangements  des 
variables  a:,,  iTj,  ,..,  a:^  s'annule.  Cette  recherche  offre  un  grand  intérêt  parce 
qu'elle  se  rattache  à  un  ensemble  d'identités  remarquables  établies  par  Sylvester 
et  Kroncckcr;  c'est  elle  qui  fait  l'objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Frobenius. 

2.  I<e  point  de  départ  de  toutes  ces  recherches  est  le  théorème  suivant  énoncé 
sans  démonstration   par  Sylvester  en    i85i,  et    démontré   par   M.    Frobenius 
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dans  le  tome  8G  du  Journal  de  C relie  :  «  Si  Ton  envisage  une  forme  btlinéairc 

quelconque 

n         n 

el  si  l'on  pose 


B 


«? 


a, 


a. 


a 


at 


«ir     «r«? 


on  a,  entre  les  déterminants 


la  relation 


A  =  A^A?-'*-»  ». 


De  ce  théorème  de  Sylvcster  on  déduit  immédiatement  le  théorème  démontré 
par  Kronecker  dans  le  tome  72  du  Journal  de  Crelle  :  Si  les  déterminants  B,^ 
de  degré  r  +  i  sont  tous  nuls,  tous  les  mineurs  de  degré  r-+-i  du  déterminant 
A„  de  la  forme  bilinéaire  sont  nuls. 

On  en  déduit  aussi  le  théorème  démontré  par  M.  Frobenius  dans  le  tome  82 
du  Journal  de  Crelle  :  «  Si  les  déterminants  B^^  de  degré  r  -+-  i  sont  tous 
nuls,  on  a,  en  désignant  par  /?,/?2,  "",Pr  et  par  ^,,  q^^  ...,7,,  r  quelconques 
(les  nombres  1,2,  ...,  /i,  la  relation 

On  on  (l«Mhiit  cndri  que,  qiiîuul  le  mineur  A^  est  dilTéront  de  zéro,  la  sigria- 
lurc,  ou  le  ran;^,  «le  la  forme  (juadratique 

n         n 

a  -^  1  3  ^  1 


est  «'^'alc  à   la   somme  des  signatures,  ou  des  rangs,  des  deux    formes  quadia 
t  i(|ues 


n 


n 


V  V  ,-,,^.,,,,,,  .,  {-  i^    y^  K. 


d'^'il'^5 


a-1   ,S     1 


a-:/  -i  1  fi^r-f  I 


ohfemies,  la  première  en  faisant  x^^^--  x^^  .— 
s;ii:(<j  1,1  '^(■i  r»nile  en   >    i. usant 


.r„  —  odiins  la  forme  envi 


t)r,        «}u'. 


rr   o. 
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3.  Dans  le  tome  91  du  Journal  de  Crelle,  GuiulcIfinKcr  a  dômonlrô  que  si  r 
csl  le  rang  d'un  déterminant  A^  de  degré  Hj  il  existe  au  moins  un  mineur 
principal  (c'est-à-dire  tel  que  ses  termes  diagonaux  soient  pris  parmi  les  termes 
diagonaux  de  A^)  de  degré  /*  qui  soit  diirérent  de  zéro.  Il  a  également  montré 
que  l'on  peut  toujours  ranger  les  variables  Xj.vT,,  ...,  ar„  d'une  forme  quadra- 
tique quelconque 

n  n 

de  rang  /%  de  façon  que,  dans  la  suite 
A^  =  i,        A,  =  a,,,        A2  =  «,,«22— ajj,        ...,        A^  =  2^ 


a,, «32. .  .a^^f 


il  n'y  ait  pas  deux  termes  consécutifs  qui  soient  nuls,  et  que  le  dernier  terme  A^ 
de  la  suite  soit  différent  de  zéro. 

Le  premier  de  ces  deux  théorèmes  avait  déjà  été  démontré  par  M.  Frobenius, 
dans  le  tome  82  du  Journal  de  Crelle.  Il  les  démontre  maintenant  tous  deux 
à  nouveau  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Sylvesler  du  n°  1. 

Mais  alors,  comme  l'a  montré  (iundelfinger,  on  a  l'expression  suivante  de  la 
signature  s  de  la  forme  quadratique  'f  quelconque  envisagée 

*==2]  ^8n(A^_,A^). 
p  =  i 

où  sgn(3)  désigne  Tu-nité  positive  quand  s  est  positif,  l'unité  négative  quand  a 
csl  négatif,  et  zéro  quand  a  est  nul. 

4.  M.  Frobenius  recherche  ensuite  si,  quand  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  Aj,  A,,  ...,  A^  correspondant  à  un  certain  arrangement  des  variables 
;r,,X3,  ...,  JJ„  sont  nuls,  on  peut  encore  déterminer  la  signature  s  de  la  forme 
envisagée  ?  au  moyen  des  permanences  et  des  variations  des  signes  des  termes 
de  cette  suite.  Il  montre  (|uc,  si  les  deux  termes  consécutifs  A^,  et  A  ,  de 
celte  suite  sont  nuls,  il  suffit  de  remplacer  dans  la  formule  précédente  de  Gun- 
delfinger  la  somme  des  trois  termes 

SKn(A,^A^^,)H-  sgn(  A^^,A^,;)-+-  sgn(  A,.;  \^^,). 

qui  est  nulle,  par  le  terme 

—  ^g»(AjA^^3), 

qui  ne  Test  pas,  et  d'appliquer  la  formule  ainsi  modifiée  pour  obtenir  la  signa- 
ture s  de  la  forme  quadratique  9  envisagée.  S'il  y  a  plusieurs  fois,  dans  la 
suite  Aq,  a,,  .  .,  A^,  deux  termes  consécutifs  qui  sont  nuls,  il  faudra  faire 
plusieurs  fois  le  même  changement  dans  la  formule  de  Gundelfinger. 

5.  Mais  si  trois  termes  consécutifs  <le  la  suile  A^,  A,.  ...,  A^  sont  nuls,  la 
signature  s  de  la  forme  ({uadrali(|ue  '^  dépend,  en  général,  d'autres  circon- 
stances (|ue  des  permanences  et  des  variations  de  signes  de  celle  ^uile.  On  s'en 
aperçoit  sur  un  exemple.  IMenons  pour  z  la  forme 

5  =  «22*^2  "•"  ^33*^ j  "^  'j«,;,J72Xj-f-  ^flnj:,a:,, 
Bull,  des  Sciences  mathcni.,  a**  série,  t.  \\I.  (Octobre  1897.)  H.i'i 
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doni  le»  cucMcictiis  suieni  des  noulircs  réels  quelcanque»  ick  tfot  rtM  aH 
<in<iu~<'ili  >(>■  !'<■  »ign*iure>  de  celle  ToriDe  de  rang  j  csL^'galc  A  i  •fn{tt^); 
(ir,  la  siiil«  A,.  A|i  A,.  A„  A,  es!  ici 


iiiuicfois  des  t'iTmc»  qii»dni\<\ut^  pBrticiilicrc«  uA.  iiifmc  qaand 
ie  irais  [erniM  rnnsèeulirs  de  lu  suite  A„  A,,  ...,  A,  sant  nuls. 
I  ne  d£]iGnd  qui:  des  permaaeiicc»  cl  rurialioas  rfe  iJgoct  d« 
e  suïle.  Telles  siint.  [lAr  excm|ilc,  les  (orinrs  quadratiques  donl 


Ces  systèmes  ( 


t  ilÉ  audits  piir  Kronci-ker.  M.  Friiticn 


i   les 


bîmpllliéi;s,  si  l'un  utilise  une  relation  Imjarr 
duris  le»  SUsunfitbei-iclile  àe  iHEIa,  et  ijui  r 
Bymilriquc,  récurrent  ou  noa. 

*..  ■^ "t-y-'J- };■■  =  déligna. 

d'ubiird  ridciilitif  ftindamuntalK 


I  (■Irtr  aiiIatilL'in 
rliMic  par  Kniiicckrj-  Iiii-iiiri 
lie  les  mineurs  <lc   loal  tysii 

.  dc«  vAri«lile«  qocicanquet,  o 


r,  I 


.i,  pour  une  Viileur  dûlerminér  de  p,  le  délerminanl  .' 
lis  que  ll„  ,  =  II,,  =..,=  »,,,^,  =  o.  les  délermiiian 
-i)  formeiil  un  tystémc  reluirent,  de  Surle  que 


l'nur   celle   raison   aa   désignera,  dans  Ce  qui   suit,  par   A.  j^„   les  détermi- 
n;inl9  11,,^  dont  la  somme  des  indices  a,  p  est  égale  à  a~i. 

Il«  rc  ll..>or.'-ine  on  déduil  aisiimenl  la  ]iruposilion  élablio  par  Krnnecker  dans 
l.s  MoïKilshcrirlile  .U:  i«Si  :  Si  A,  est  diirérenl  de  i^iro,  ut  si 
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i<V 


u  aussi 


et 


"0,0  --    ''u,l    —  •  .  .  —    1^0.9-2  —   **> 


<If  1  — 1  » 


a-l 


A-     A-._  =  (— 1)       *       A,  ,^^. 

On  déduit  aussi  du  même  théorème  cette  autre  proposition  établie  par  Kro- 
necker  dans  les  Monatsberichie  de  1881  :  Si  r  est  le  rang  d'un  système  récur- 
rent illimité,  le  déterminant  A^  est  nécessairement  différent  de  zéro. 

On  sait  que  cette  dernière  proposition  de  Kronecker  n'est  plus  exacte,  en 
général,  lorsque  le  système  récurrent,  au  lieu  d'être  illimité,  est  limité.  M.  Fro- 
bcnius  montre  que  l'on  peut,  dans  ce  cas,  le  remplacer  par  le  théorème  suivant  : 

«  Si  r  est  le  rang  d'un  système  récurrent  limité,  ««^.5(2,  f  =  0,  1,  . .  ,  /i  —  i), 
le  déterminant 


a;  = 


a„ 


a. 


-1 


a. 


a. 


«>S-2 


a 


«— <T+f  — I 


a 


n~tt 


^n-HT+Ç-l  ^in-'itt 


a. 


^H-^^-2  ^2i.-<T-l 


a 


«-I 


rt 


n-*-^—i 


a 


2n— <r-l 


a 


2m- 2 


formé  par  les  p  premières  lignes  et  colonnes,  et  par  les  a  dernières  lignes  et 
colonnes  du  déterminant  du  système  récurrent,  est  difTérent  de  zéro;  p  désigne 
le  plus  grand  entier  plus  petit  ou  égal  à  /*  pour  lequel  A.  est  diil'érent  de  zéro, 
et  9  =  r  —  p.  » 

Ceci  posé,  pour  évaluer  la  signature  .v  d'une  forme  quadratique  récurrente 
quelconque 

n—l  n— 1 

a  =  o  p=o 
nous  formerons  la  suite 

d'après  la  règle   donnée  au    n"    1   pour  une   forme   quadrali(]uo   quelconque  , 

soient  A„,  A^,,  A^,  A^ A^,  A-^,  . . .,  A^,  V,^,  où  o  <  a  <  p  <  y  <. .  .<  p,  les 

termes  de  celte  suite  qui  sont  différents  de  zéro  ;  si  p  est  <  /*,  on  y  joindra  \',. 
qui,  on  l'a  démontré,  est  différent  de  zéro.  Nous  envisagerons,  parmi  les  diffé- 
rences 

celles  qui  s«)nt  impaires.  Soit,  par  exemple,  X  —  A  une  de  ces  différences  im- 
paires ;  nous  formerons  le  nombre 

(_,)j''-*-''sgn(,VA.J; 
nous  aurons  alors,  pour  la  signature  .v  lie  la  forme  récurienlc  f ,  lexprc^Nion 


,,.-.y(-.) 


1  ).  «-. 


-r"(  VV.). 


SUr.OSDIi  PAHTlli. 


I 

I 


s  qu'il  j  a  lie  diniéreneo»  iiD|wtrt* 
Bsl  impuîr,  le  deruier  icnnc  ilr  la 


(-1)1         ''        ïgn{A  a;.). 


''=2  y.i'-^?^-" i-'.^». 


5  (lÉsigQc  une  laimliU'  i 


au  nns  r,  comnu)  ^Imit  une  |i«i*tip  d'un  système  r^curi'ent  indéfini  de  mitât 
riing  i;  cL  que  le  itéteriilintint  A,  suit  ililTrreni  de  tira.  I)i!si|nuiis  pur  F,  Ir  i*- 


e'cal  an  puljnomc  du  degri  p  un  x,  dans  lequel  te  coerCcicoi  de  xt  esi  te*^ 
lA,. 
Si  l'on  exclut  In  vskars  de  x  paar  lesquelles  un  de»  polynômes  F,  s'annn- 

lie  1.1  lumie  rcrurruotc  «nviBa^i^c  s  pour  "ne  valeur  parliculiire  df  3:  par  U  for- 
.->]sgn(K,..,K-,>- Vsgn(A,A,,i}, 

ciii  la  pi-L-iiii'i^-  '■aiiinii:  eil  éteniluc  i 
furent  do  trio,  ().;-o|,  tandis  qii. 


ir    Icsqutia  lii   difïéreiici:   >,  —  A  du  deux   indices  conscculifs  eal    un   iiumbrc 

tiiis  c"i''t  Mirlout  la  différence  4i  des  signatures  s'  et  J  de  la  forme  récur- 
fc  =,  liirsiinon  y  donnr  â  j:  deux  valeurs  particulières  quelconques  x' 
V  qu'il  iiupoite  de  déterminer.  Si  x'  et  x  sont  dcui  des  valeurs  non  cvclut- 
la  variablu  i.  celle  dilK-renrc  is  est  doiiuée  par  la  dilTêrcnce  des  valeurs  de 


^ 
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cl  X  ;  dans  cette  expression,  la  somme  est  étendue  aux  valeurs  de  X  pour  les- 
quelles le  déterminant  A^  est  différent  de  zéro  (X  >  o).  (On  montre  d'ailleurs 
qu'on  peut,  sans  rien  changer  au  résultai,  l'étendre  à  tous  les  in<lices  X  =  1, 
:>,  . . .,  /4  —  i).  On  a  aussi 

2]  sgn  (  F,_.  K, )  -  2]  '^"  ^  ^>  ""'^^  '''»  **'-^  ^- 
Si,  en  particulier,  x'  —  -\-  x.y  x  =  —  x,  on  a 

^A*  =  2]sgn(A^A4^J, 

où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  termes  de  la  suite 

A(l  ^^   '  »  -^«1        -^{J»        •••♦        '*i'        •'*]!,»         •••1       '^r» 

pour  lesquels  X  —  k  est  impair. 

8.  L'expression  générale  de  A*  trouvée  au  numéro  précédent  est  encore  exacte 
lorsqu'on  donne  à  x  l'une  ou  l'autre  des  valeurs,  excluesjusqu'ici,  qui  annulent 
l'un  ou  l'autre  des  polynômes  F..  Pour  le  démontrer,  M.  Frobenius  établit 
entre  ces  polynômes  une  relation  linéaire  qui  est  une  généralisation  d'une 
relation  déjà  obtenue  par  Jacobi  {Œuvres,  t.  III,  p.  319);  cette  relation  linéaire 
lui  permet  de  démontrer  que,  pour  une  même  valeur  de  x^  il  est  impossible 
que,  parmi  les  polynômes 

F  -  I       F        F        F  F.       F-       F  F 

■0  —  *i       'a'       ^»       'y'       •••1       »4»       »x'  I**       •••♦       'r» 

ayant  mêmes  indices  que  les  termes  Aj,  A.,  A^,  ...,  A^  de  la  suite  V^,  A,, 
Aj,  ...,  A,  qui  sont  différents  de  zéro,  il  y  en  ait  deux  consécutifs  qui  soient 
nuls  ;  puis  il  montre  que  la  formule  du  n**  7, 

\s^.y^  sgn  (  F,_,  F,  )  =  V  sgn  (  A,  A»,,  \\  V\  ), 

continue  à  avoir  lieu  quand  on  remplace  x  ou  x'  par  Tune  des  racines  de  Viin 
des  polynômes  F  ;  elle  a  donc  lieu  dans  tous  les  ras. 

9.  Si  maintenant  on  suppose  que  la  variable  réelle  x  varie  d'une  façon  con- 
tinue dans  un  certain  intervalle,  par  valeurs  croissantes  par  exemple,  l'expres- 
sion trouvée  pour  Is  reste  manifestement  la  même  tant  que  x  n'atteint  aucune 
des  racines  du  polynôme  F^;  si  x  traverse  une  de  ces  racines.  A*  augmente 
de  -4-  2,  —  a  ou  o  unités.  Convenons  de  donner  à  chaque  racine  de  F^  la  carac- 
téristique -+-I,  — 1,  ou  o,  suivant  que,  quand  x  traverse  celle  racine  en  crois- 
sant, le  produit  F^_,F^  passe  du  négatif  au  posilif,  du  positif  au  négatif,  ou 

conserve  son  signe;  alors,  si  x'  ">  x^  l'expression  -  A5  sera   égale  à   la  somme 

des  caractéristiques  des  racines  de  F^  — o  comprises  entre  x  t\.  x' '.  \s  esl  donc 
déterminée  par  les  deux  polynômes  F^..,  et  F^  seulement. 

Kronerker  a  montré  {Gôttinger  Nachrichten^  1881)  comment  on  peut  carac- 
tériser chacune  des  racines  réelles  d'une  équation  algél)ri(|U(>  quelconque  <|ui 
sont   comprises  dans   un   intervalle  donné.  A  cet  effet,  il   envisage,  nuire  les 


SRr.oNrui  PAmiiî. 


M.  FroW 


iiis  montre  nae.  en  s'aiiiiiiyunt  «iir  les  iliéovcmcs  prdri^deiiti,  (in  pci 
u  ni<<Rie  Hiultit  en  nVmîMgesnL  luc  k-a  runcllont  P^  seulcmcnl  ; 

IviR  gagne  iiinii  beauvuuji  en  ntttïti'. 


I  .Tiloni!  p.ir/orniM  rfc  Bésout  li 


■.,•  p.- 

'lûliniï  pur  t'idcntité  c 


I 


IlHIlHiîHfc 


-V  v=„^--^- 


iiti  yf, p,,  7 t]^  dtiïignpnt   a  n  -i-  J  paraniitir»  iiiilCprinUnt*  les  unt 

dn  autres.  Ces  coKfGclenli  d,_,  uint  donc  ubtenus  en  ëtiniinint,  «uintnt  U  mé- 
ihodc  de  Béioui,  unr  varinble  entre  deuK  é4|U4tians  iilgtLriqD«a. 

M.  Frobcnius  monlr*-  ((nr  la  wcnaliin-  des  fornii'»  ilu  Bi'riiut  se  d^tcrminr 
rxiictrment  par  le;  mêmes  formules  qup  celles  que  nous  avons  obtenues  dins 
k's  numéro!  priJcédcnls  pour  les  formes  ntcurrontes.  On  peut  en  lioduirc. 
comme  conséquences  de  relations  identiques  fnlrc  des  d^lceniirianls,  les  propu- 
siliona  de  Kroneckir  sur  les  fonctions  de  Slurni. 


IfVf/i  (ir.).  —  De  l'influence  du  venl  sur  la  forme  dei 

(5o9-5a5). 


pnr  M.  Wien  sont  relies  faites  par  Hclmbolli  dans  s..n 
L'uienls  atini>tpbcriqnes  ISiCiingsberic/ile,  iWij)  :  Iv 
lides  est  permanent;  il  est  piimllil-le  «u  plan  de»  \Y  du 
I  reclanKuhiires  OXYZ,  dnnl  l'ave  des  -t- \  est  diri^r 
*r  a   pas  de  tourbillons;  il  n'y  a  pas  de  frotti 


itici  des  vitesses  et  si  le  (luide  se  meut 
m  sait  que  les  cquation-i  de  l'HjrdriHlyna: 


para 


L 
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que  le  problème  soit  détermine.  M.  Wicn  en  développe  la  solution  dans  le  cas 
où  l'un  des  fluides  est  la  mer  et  l'autre  Tair  atmosphérique. 

Sturm  (/?.).  —  Sur  le  complexe  général  du  second  degré.  (697- 
704). 

M.  Sturm  communique  à  l'Académie  quelques-uns  des  théorèmes  et  résultats 
auxquels  il  est  parvenu  et  qu'il  a  puhliés  dans  la  troisième  Partie  de  son  Traité 
sur  la  Géométrie  des  formes  réglées  du  premier  et  du  second  degré. 

Mangoldt  {IL  von),  —  Extrait  du  Mémoire  :  Contribution  au 
Mémoire  de  liiemann  sur  le  nombre  des  nombres  premiers 
plus  petits  qu'un  nombre  donné,  (883-896). 

Dans  son  Mémoire  sur  le  nombre  des  nombres  premiers  plus  petits  qu'un 
nombre  donné  {Moiialsberichte,  1859)  et  {^Œuvres,  2*  édition,  p.  i54),  Riemann 
a  énoncé  les  deux  théorèmes  suivants  r 

1.  «  Le  nombre  des  racines  de  l'équation  Ç(/)~o,  dont  la  partie  réelle  est 

T           T          T 
comprise  entre  o  et  T,  est  égal  à  -   -  log •   Il  est  très  probable  que 

'^  itz         "xi:        27: 

toutes  CCS  racines  sont  réelles.  » 

2.  «  La  série 


s'[r.i(x«"»')+LiU-*')J. 


dont  les  termes  sont  supposés  ordonnés  suivant  les  a  croissants,  converge  vers 
la  même  limite  que  l'expression 


/•""'" ''I-,  4('~0']1 

2i7rlogx  J^,_^^.     ds\s      ^         Ç(o) 


Le  lecteur  ti^ouvera  dans  le  iMémoire  de  Riemann  la  signification  des  diffé- 
rentes lettres  qui  figurent  dans  l'énoncé  de  ces  deux  théorèmes. 

M.  Mangoldt  démontre  le  second  théorème;  en  ce  qui  concerne  le   premier 

théorème,  il  montre  seulement  que  le  nombre  des  racines  de  l'écjuation  \{t)  =  o 

dont  la   partie  réelle  est   comprise  entre  o  et  T  est  égal,  à  des  termes  i>rès 

T  T  T 

eVordre  inférieur^  à  —  log On  ne  voit    pas  si  toutes  ces  racines 

•^  2r         iTt        2  7:  ' 

sont  réelles.  C'est  en  s'appuyant  sur  les  résultats  obtenus  par  M.  Hadamard, 
c1an9  son  Mémoire  sur  les  propriétés  des  fondions  entières  {^Journal  de  Ma- 
thématiques, 4*^**-^*''^,  t.  I\),  qu'il  parvient  à  ces  résultats  par  une  voie  qui  est 
d'ailleurs  toute  semblable  à  celle  suivie,  en  i8H|,  par  M.  Piltz  dans  sa  thèse 
ioauguralc  (léna,  1884). 

Kanigsberger  (L.).  —  Sur  rexislenc(.'  d'équalions  aux  dérivées 
partielles  irréductibles  (f)89-i {)•>.-). 


i;^  SKCONDIi  PAKTIK. 

Envisageons  l'équation  aux  dérivées  partielles,  d'ordre  m, 

'^'"w  __  p/       .  ^  au  ou  <)•"-•  w        ô'^Ui  à^u  &^u  «♦^n 

OÙ  2p  ^2,  ••'*  ^^  désignent  des  variahlos  indépendantes,  u  une  fonction  de  ces  va- 
riables et  F  une  fonction  algéhri(|ue  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité 
formé  par  les  quantités  écrites  dans  la  parenthèse.  On  dit  que  celte  équation 
au\  dérivées  partielles  est  irréductible,  lorsqu>llen'a  aucune  intégrale  commune 
avc(*  une  <{Uclconque  des  équations  aux  dérivées  partielles  analogues,  d'ordre 
quelconque,  où  V  désigne  encore  une  fonction  algébrique  et  où  les  dérivées 
partielles,  prises  par  rapport  à  z,,  sont  d'ordres  inférieurs  à  m,  tandis  que  les  dé- 
rivées partielles  prises  par  rapport  aux  autres  variables  sont  de  l'ordre  que 
Ton  veut. 

Soit,  par  exemple,   Téquation   aux  dérivées  partielles  du   premier  onb-e.  à 
deux  variables  indépendantes  c,,  z^^ 

au  [  fiu  \ 

'i —  =  r  I  c,,  ^,,  M,     —  I» 
f>c,  \  Oz^/ 

où  P  désigne  une  fonction  algébrique  irréductible.  Cette  é(|ua(ion  aux  déri\iVs 
partielles  sera  dite  irréductible  lorsqu'elle  n'a  aucune  intégrale  commune  uv<*c 
une  ({uelcon<iue  des  équations  différentielles  ordinaires  de  la  forme 


/  ()u     â'U  /i-wN 


où /désigne  une  fonction  algébrique  quelconque,  m  unentier  positif  quelconqur 

et  <iù  c,  est  envisagé  comme  un  paramétre. 

Il    faut   avant    tout   montrer  qu'il   existe  de  telles  é(|uations  aux   dérivées 

partielles,  irréductibles.  Dans  une  premièi-e  Partie  de  son  Mém<M're,  M.   Kopnigx- 

berger  démontre  <|uc  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires,  de 

la  forme 

ou  Oif 

sont  irré(iuclil)les,  lorsque  F  est  une  fonction   algébrique  uréduetible  de  r,,  r 

(P  1' 
pour  laciuelle    — -  est  dllférent  de  zért»  et  telle  que  pour  aucun  entier  poMtil  v 

<n\    m.   p<»ur   auenn    ncmibre    \,   pour   au(  un    entier   positif  nul   ou    nr;;alif  y, 
réi|iiation  aux  dérivée>  partielles 

!±  _  y  '^v  ^  ,;.  "!!'  _..  ^fJi^  ...  i!L 

ira<liiiollr   nue   irit«'*};rale  qui    ><>it   une   funrlinn   ralioniielle  de   c.  c.   I'.  m-  <»♦• 

irjiiiisant   |)a><  à  nue  mu^tantc  ou  à  zéro.    I>an<    la   dernière   é(|uatioii,  a  «'«I   nu 

«jnele<Mi(jue  <le«»    iioinbies    3,    .'|,    ...,///        i ,    /;<  ;    N \„,    ,.    N,,,   sont    r»s- 

;;;  (  m  —  i  ) 
ixMt  ixeinenl  ej;au\  a  v ou  «» v ///  <>u  <>,  v  <»n  o. 

11  s'ii:;il  «iniir  de  siivoii    >'ii  e\i^te  de*»  rnn<'tion>  I'  vérifiaiil  reH  dixer^c*»  <  "n- 
dili<i|i>. 
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/  -' 


Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Kœnigsbcrger  munlre  que,  si  l'on 
suppose  que  F (2,,  ^2)  ^^i^  ^^  ^^  forme 

où  A'>3  et  où/,,/2,  .-.^/fc  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  -s,»  toutes 
différentes  de  zéro,  et  telles  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  homogène 
à  coefficients  constants  soit  entre  /,,  /2,  soit  entre  /,,  /,  et  une  des  autres 
fonctions /^,  -..j/jk,  l'équation 

()u        „ ,  ,  au 

est  toujours  irréductible,  lorsque  les  équations 

au  -  du  ,        .      -        .     .  au  j,       ,^    *       r»    ^ 

^  =  P"/.»        ;^,-  =  Pi  w/i  -+-  '^2/2  -+-  A,  A,        -,-  =  «/,  -f-  \\fs  +  Hj/)^, 

n'ont  pas  d'intégrale  qui  soit  une  fonction  ralionnrilo  de -,,  aulre  qu'une  con- 
stante ou    zéro,  quels  que   soient   les  entiers   positifs  nuls  ou  négatifs  p  et  p,, 
quelles   que   soient   les   constantes   A,,  Aj,  Bj,  H3  et  quel    que  soit  celui  des 
nombres  3,  4»  . ..,  k  que  Ton  choisisse  pour  >. 
Si  donc  l'on  peut  déterminer  des  fonctions  ralionnelles  de  -,, 

/,(-,),    ....   .A(-.)      (A:- 3), 

telles  que  l'équation 

dans  laquelle  c,  désigne  une  constante  quelconque  différente  de  zéro,  et  c^^  r^ 
des  constantes  quelconques,  n'admet  aucune  intégrale  qui  soit  une  fonction 
rationnelle  de  5,  ne  se  réduisant  pas  à  une  constante  ou  à  zéro,  on  est  certain 
que  l'équation 

f)u   _  ,  f  -,  r     k\  '^" 


est  irréductible.  Or  il  est  aisé  de  déterminer  de  diverses  manières  des  fonc- 
tions /,,  "  ",  f^  vérifiant  ces  conditions.  On  n'a,  par  exemple,  qu'à  prendre 
pour  /,,  /21  '  '  •"  fi  <i^s  p<>I> nomes  en  c,,  dont  les  degrés  n'augmentent  pas  avec 
l'indice  de  /.  L'existence  d'équations  aux  dérivées  partielles  irréductibles  est 
donc  établie. 

jM.  Kœnigsbcrger  démontre  ensuite  la  proposition  fondamentale  : 
Si  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  type  général  envisagé  au  «lébut 
est  irréductible  et  si  elle  a  une  intégrale  commune  avec  une  autre  équation 
aux  dérivées  partielles  du  même  ly[)e  et  d'un  ordre  quelconque  égal  ou  plus 
grand  que  le  nombre  p  des  variables  indépendantes,  elle  a  toutes  ses  intégrales 
communes  avec  celte  dernière  équation. 

Il  en  résulte  que  tous  les  théorèmes  (jue  M.  Kœnifjsberger  avait  déduits  de 
celle  proposition  fondamentale  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations 
diffirentielles,  peuvent  être  étendus  aux  équati<»ns  aux  dérivées  partielles. 
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.SliCOMîli  l'AllllE. 
-  Sitr  les  éqiialiniis  difTt'ircnlieKce 


impaires  «ui- 
qucllcs  correspondent  des  (îroiijies  de  substttuLuns  îiidi^peii- 
[Jantes  de  ccrlains  paramêlrcii.  (iii^-iiay). 


•  Si  P,>  Pi P„  àiiigneni  de*  faaeiioi 

iniiigritei  île  l'i^iiRlina  ilHIihrflticllu 


nt^IlM  (le  X  telle*  « 


toicnl  parlout  délMniiné»;  «'il  e 


àt 


,A.,*»,S*...*A._ 


nb  (  di^igne  iin  |>ar«RiL^tfc  n^cimiit  dan*  Pi.  p, p,  et  où  A,,  A A^, 

diUigiieiil  Ji»  fuiirliuns  rflliunnEll»  de  j;  >i  enfin  eiicuiip  de»  difflrtri"'"  "tt 
vfIIcs  di-«  rudnrs  de  l'i^^naiioD  fuDdarncntate  délcrniianntc,  upparUnuit  i  ua 
)>oinC  iingnlj<?i'  a,  qnj  roruieiit  un  groupe,  n'cit  in  Viilfur  absolue  pit»  imoiJc 
i|u(!  Il  —  i.  le  HQcfficUnt  A,_,  ê'annuU,  au  moin*  une  /oit,  pour  x  =  a.  Qmwi 
R  »t  plus  grand  (|ue  ),  il  est  iadiUéivtit  que  a  dipeade  uu  non  du  pamaiélnt; 
ponr  n  ^  1,  a  est  supposé  imlépcndant  de  t.  • 

Ce  laitne  tUtOTimt  rdsultcriiit  bumI  des  ciin*idjraiiuas  déreloppéo  pu 
M.  Fuclit  dan»  Il  preatfère  Partit  do  ton  Miinoiie  { SHiungibsrkkU,  189J  ).iniit 
icnlrnient  «nn»  rhypoihé«r.  iin'aux  rnndiiion»  iiue  nous  venons  d'fnuniértt 
vienne  encore  s'ajouter  la  ilernièrc  du  n'  5  {  voir  liulletin,  1897,  p.  i56  )  qui  con- 
eunie  tes  ripreHsions  lo;i;iirïlliriii(iues  de  cliacune  des  ïnlégrates  t[  du  sjtléniie 
rnndKinentnl  d'inlé);rale$  rrlalif  A  n;  la  déinonslration  actuelle  montre  qu'il 
n'est  pis  ni!Ce»«iirc  de  (aire  celle  dernière  hypolliésc.  Elle  permet  aussi  de 
trouver  des  conditions  sufli^anles  pour  que  A^,  s'annule  pour  x  =  a.  mttne 
quund  les  diirérences  de  celles  des  racine*  de  l'équation  fondainentate  déter- 
niiniinte.  iippurlcnanl  A  un  puint  singulier  a,  qui  forment  ou  groupe,  sont  en 
valeur  absolue  plus  grandes  que  »  —  i. 


.  I).ni 


is  les  SilzimutOerkhtc  de  iSgs,  M.  Fuclis  s  inoni 
rniiclanienlal  d'intégrales  de  Tt^quation  difTéienli 
in  (a),  les  coetlii-icnis  A,.  A A.,.,   de  l'équa 


iste  u 


'  ijstcme  d'équations  linéaires. 
lamentai  quelconque  d'inlégra 
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leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  j:;  en  a,  en  particulier,  5^0  =  0,  quand 
a-f-  ?</i —  I,  cl  j„  ^=(  — i)?,  quand  an-  ^  =  /i  —  i.  En  désignant  par  PC^')  le 
premier  membre  de  réquation  (i),  formons  enfin  les  expressions 

n 

les  équations  difTércntielIcs  linéaires  cherchées  que  vérifient  les  fonctions  A^, 
A,,  ...»  A^_,  de  X  seront  alors  les  n  équations 

Q,.(Ao)-HQ^(A,)^-...4-Qj,(A_,)H-   -^5,_,^^-4-^*,..,^^  +  ...4--^*o,jx^ 

(  a  T-  o,  I,  a,  . . .,  «  —  i). 

Envisageons,  en  particulier,  le  cas  où  n  =  o.ion  peut  alors,  sans  restreindre 
la  généralité  des  recherches,  supposer  que />,  soit  nul;  en  posant />2  =  — />, 
réquatioQ  diiïérenliellc  (1)  prend  la  forme 

et  les  deux  équations  diiïéronlielles  linéaires  simultanées  que  nous  venons 
d'apprendre  à  former  pour  A^  et  A,  se  réduisent  k 

on  en  déduit  aisément  l'équation  difi'érentiellc  suivante  que  doit  vérifier  A,, 

(>\A.,        ,     dA,  dp  .  dp 

ôx^  '^  ()x  Ox     '  ()t 

M.  Fuchs  étudie  le  cas  où,  a,,  a,y  ...,  «,  désignant  les  points  singuliers  de 
l'équation  diiïérenlielle  (  3),  a,,  «j,  ...,«,.,  sont  indépendants  de  /,  tandis  que 
a.=t.  Il  montre,  par  exemple,  que,  si  la  fonction  rationnelle  A,  de  x  s'annule 
pour  j:  =  r7,,  a,,  ...,<7  ,  et  reste  finie  pour  J7  =  ri,,  A,  ne  peut  être  (|u'un  po- 
lynôme en  X.  Il  montre  aussi  que  les  rondilions  néces'^aires  et  suffisantes  pour 
que  le  groupe  de  substitutions  de  l'équation  dilTérenlielle 


r  ?.  +  P.  ^    '-■    +  _?»_  +  _«_  ..  _i_i 

Lx  X  {X  —  l)'         X~l  {X  —  t)'     '     x—tj 


dx'  -  -^  I  - 


soit  indépendant  du  paramètre  t  est  (jue  l'on  ait,  entre  les  (|uanlités  a,,  ]â,,  a^, 
^>,  2',  ,3',  qui  sont  supposées  indépendantes  de  x,  les  relations 

(a.-ua.  — a')r/— i)-4- aa, 
.-, ^ , 

(a'— a,  —  a.)  / -4- •>a3 

-« .  ■"  — » 

'^-  t       \ 

a,    -   2^.--  a'—  }%' t 
^     -        _  . 

/  (  /       i  ) 


Kœnigsbergfir  {/-..).  —  Sur  le  ihéorimie  d'Eîsenstein  conoenuol 
rirriiiIiicLiljititi!  des  équai.îons  algébriques.  (ii35-ii3g). 

1.  Toute  i^iuaiion  algébrique  de  ta  rortne 

f-;(  j:)r +(*-«)!'.(*)  r-'-^-'*-")  Pj(-f)r-'-^-.- 

dans  luqiiellc  F,(jt),  F,lx),  F,(«) F.„i(i).  P.{ir)  désignenl  d«  pnlj- 

iiome*  en  jr  dont  Ir  preiiiifr  el  le  dernier  F,(r)  ei  K,(«)  ne  i'mDuIrnt  p» 
(junnd  on  j  remplat-e  *  par  la  conslonie  a,  e*1  irredtKlitile. 

Les  solutions  de  ces  équations  irrMuctibles  sont  fomiiSes  et  ne  sont  fonnéti 
qwe  pur  les  fonctions  algébrique!^.  plnriToqucs  d'ordrrn,  puur  icsquellnx  =  i 
ïïl  un  point  de  ratiiincalion  d'ordre  n,  prenant  en  a:  =  i  une  *»lcur  délcmilMt, 
par  exemple ^"  =  0,  et  itaol  alors  représenlécs  aux  enWroi»»  du  point  x-ijMt 
un  driTeloppemenl  en  si^rie  proeédant  suivant  les  pui^uncet  eroiMtnltride^-i 

■liint  le  premier  ternie  est  {x  —  a)",  tfne snbetilutiun  linéaire  perniet d'iilleun 
de  pfisscr,  des  solutions  r>ii  la  valeur  de  y  qui  correspond  i  ar  =  a  «si  une  t>!ciii 
détertuinée  ditfiirente  de  rÀi-o,  aux  solutions  u(i  eile  est  nulle, 

A  re  tbtorénie  correspond,  dans  la  tbéorie  des  nombres  ulgébriqueslcih^- 
réme  bien  connu  d'Eiscnitein  ; 

0  Toute  équalion  algébrique  1  roctllrirnls  entiers  de  lu  forme 


I 


f  /)0,  ^1. 


dans  laquelle^  désigne 


m  nombre  premier  qucleoaqi 
lelconques  diial  le  premier  ci 
est  iriéducllble    o 


iim  alg^bri 

,.e  .1. 

"  '"'■" 

(x-^f 

Cl*' 

F,(x)y'- 

(X-i)'' 

('ih' 

r,ix)r 

(X-c/- 

[— .— 

>'.'.-,( 

■  l'„(,r).  1-,(j:),  l'\(:r),  . 


..  t\.,fx),  ''".(-i^)  désignent  de*  p"'!- 
er  l%(ir)  et  l-'.(x)   ne  s'annniilenl  ps^ 


■Kï)- 


.  est  irréduclibU,  lorjqi*  ' 


et  ne  sont  UiiKià^ 
'.  prenant  en  J  "  ' 


) 


/  / 
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environs  du  point   x  —  "x    par  un  développement  en   série,  procédant  suivant 

r 

les  puissances  croissantes  de  j;  —  a,  dont  le  premier  terme  est  {x  —  a)". 

A  ce  tliéorèrae  correspond,  dans  la  théorie  des  nombres  algébriques,  le  nou- 
veau théorème  que  voici  : 

«  Toute  équation  algébrique  à  coefiicients  entiers  de  la  forme 

a,x"-^p    L«J      a,J7'»-'-+-/?    L«J      rtjX"-' -}-...-+-/?    L    «     J      a^_^x-^-p'^a„  =  OJ 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  premier,  r  un  nombre  premier  relatif  à  n, 
et  où  a^,  a,,  a,,  ...,  a«_i,  a«  désignent  des  nombres  entiers  quelconques  dont 
le  premier  et  le  dernier  a^  et  a^  ne  sont  pas  divisibles  par  /?,  est  irréductible.  » 

3.  Le  théorème  2  peut  lui-même  être  généralisé  de  diverses  manières;  à 
chacune  de  ces  généralisations  correspond  un  théorème  analogue  concernant 
les  nombres  algébriques.  On  peut  démontrer,  par  exemple,  V irréductibilité 
de  toute  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  de  la  forme 

.0)    ,(0 
a^x** -^  pV' g'"  a^x'*-* 


dans  laquelle  tx  et  v  désignent  deux  nombres  premiers  relatifs  quelconques 
ïlont  le  produit  soit  égal  à  /i,  où  p  el^g  désignent  deux  nombres  premiers 
quelconques  inégaux,  où  ap,  a,,  a,^  •.•»  «^_i,  ««  désignent  des  nombres  entiers 
quelconques  dont  le  premier  et  le  dernier  a^  et  a^  ne  sont  divisibles  ni  par /?, 

ni  par  </  et  où  enfin,   pour  p  =  i,    2,  ...,  /i  —  i,  on   a  désigné  par  h^^  le  plus 

û  —  I 

grand  entier  contenu  dans    le   nombre y  augmenté  de  deux    ou   de  une 

unité  suivant  que  p  est  ou  n*est  pas  divisible   par  pi,  et  de  même  par  fi^^  le 

plus   grand  entier   contenu  dans   le   nombre  ^^ >  augmenté  de  deux    ou  de 

une  unité  suivant  que  p  est  ou   n'est  pas  divisible  par  v. 

Schwarz  {II. -A.).  —  Sur  la  représentation  analytique  des  fonc- 
tions elliptiques  au  moyen  d'un  nombre  illimité  de  fonctions 
rationnelles  d'une  exponentielle,  (i  i8j-i  197). 

1.  Dans  la  Note  sur  les  fonctions  elliptiques  que  M.  Ilermite  a  publiée  dans 
la  sixième  édition  du  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
de  Lacroix,  se  trouvent  deux  modes  de  représentation  analytique  particulière- 
ment simples  des  fonctions  doublement  périodiques,  au  moyen  de  fonctions 
simplement  périodiques;  dans  l'un,  les  fonctions  doublement  périodiques /(a) 
à  périodes  !io>,,  2(1)3,  sont  représentées  par  un  produit  infini  de  la  forme 

/(m)  =  TT  4»(m  -^  law,),        (JA  —  o,  •±\,  -±7. —  x): 

(Ui 


17» 
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■ 

^Ê 

0»n*r:.,.lr,-.  HlM«.nl 

eprdsfnldi^  pur  une  «^ne 

dp  la  lormr 

""'^1"' 

U-H!l).«,).             (P-...    + 

..-..      - 

^■*). 

<.ii  '[.(lO.  V(i>)   J.^sign 

lie  u  aaincltnnl  1»  péiiu 

M.  Scliwurx  rcclxrcbc- 

nt   des  fonction»  aiialjTirj 

«*  i.nipkn 

roi    piLodique. 

pour  que  Von  puisw  prendre  celle  tnaainn  F{jb), 
Uon  iIb  u.  soil  pour  1»  runction  *{ut,  soll  pour 
r*mt  lie  M.  Itcrmiie. 

rnf  isigéi!  twinmc  une  foor- 
U  fonction  <|-(u)  du  ibiS>- 

î.  Il  dinionlre   que  l'on   peut  rpprÉneuU-v.  à   une  Mmunie   nniItiplii-xiiTr           1 
pr<!».  d'une  inAnilé  df  maniitti,  «n   miiït-n   dp  («nclions  ralioiintUt*  K,(x) 
de  In  varialilc  *.  cluque  Tunctiuii  doublcnicnl  périodir|uo  /(u)  iIf  la  vori^lik 
a.  pai'  le  produit  inlîni  de  M.  llEruiitp  dans  tFqucI  on  Buppu»  >P{  u)  rtriii)>liiri'« 

Si  )W|,  )«,  foniicnt  un  coupk  de  p.'riodeî  primitive»  dc/(u).  on  aura,  en 

d.^*iSn.,.l  ,M,r  C,  un,,  c 

nslanlP,  Pt  par  7  la  quant 

U-  f  «1    de 

Jacnbi.                           j 

/(")  =  C,n 

r,CS,..).      ,„...- 

..:..... 

-  ë 

)  une:  quelconque  de»  fo 

étions  rationnelles  de  ^  dit, 

C-,^')(,-.'?) 

..L^:^) 

C-,ï')U -,-:?) 

..(,_;?) 

dans  hiqiii.-llc  <i„  a, n,  désif-ncnl  un  quelconque  des  systèmes  comportant 

un  représentant  et  un  sont  du  eliaquc  pôle  de  la  fonction  doublcmenl  pirin- 
dique  /(u),  d'onirc  v,  envisagée,  et  b,,h.,  .. .,  6,  un  quelconque  des  systèmes 
comportant  un  représentant  et  un  seul  de  chaque  léro  de  cette  même  fonetion 
douldenienl  péiiodique/{  II). 

I)n  sait  que  fi,  -1-  fc, +  ...+  6,  est  Conpruc,  modulis  lu,,  3ii>j,  à  «,  -t-a,  -l-...  +  (i  ; 
ni   l'on  l'iiuisil  U's  représentants  des  léros  et  des  pùles  de  façon  que  Tun  ait 

„^^„,-i-...-i-a,  =  b,  +  b:-h...-i-b.. 

.1  >\  C  dé'iKoe  la  eonslaiite  multiplicative   qui    figure  alors  dans   IVïpre^sion 

Ti,.-l,.):r{„-l,,)...T{,.-~bJ 


ySHÉÊIÊÊÊÊÊÊk 
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de  la  fonction  doublement  périodique  r{u)f  on  a 


-  r  ?^[''?-^*3-^-  •'*-^'-"?-"î- ■•-''0 


C,=  Ce 

3.  M-  Schwarz  démontre  aussi  que  Ton  peut  représenter,  à  une  constante 
additivc  près,  d'une  infinité  de  manières,  au  moyen  de  fonctions  ralionneiles 
h\{x)  de  la  variable  x,  chaque  fonction  doublement  périodique  /{u)  de  la 
variable  u,  par  la  série  de  xM.  Hermite  dans  laquelle  on  suppose  ^'(1/)  rem- 
placée par  F^{x). 

Si  2w,,  awj  forment  un  couple  de  périodes  primitives  de  ?(m),  on  aura,  en 

désignant  par  C^  une  constante,  et  par  q  la  quantité  e  (*>i     de  Jacobi, 

/  'JJ2J      \ 
/{u)  =  C,-r-^F,\e^,  72«J.        (/1--0,  rzi,  ±rQ,  ...,  itx). 

n 

si  Ton  prend  pour  h\{x)  une  quelconque  des  fonctions  rationnelles  de  x,  dé- 
finies par  régalilé 


m  =  i 


,..x-he  ^t  yi       Y^    (—1)*   d*-  Ix-^e  «»>, 


où  a,,  a^,  ..   ,  a^  désignent  encore  un  quelconque  des  systèmes  comportant  un 
représentant  et  un  seul  de  chaque  pôle  de  la  fonction  doublement  périodique 

y(M),   d'ordre  v,   envisagée,   et  où   les   constantes  A^*"),  A/"'  sont  celles  que 
Ton  obtient  en  développant  f{u)  aux  environs  du  p6le  a„  par  la  formule 

OÙ  P(/i)  désigne  une   série   entière  en  A,  et  où  D,  I)'^\  ...,  I)'«»n~'^    sont  des 
symboles  de  dérivation  par  rapport  à  h. 

Rappelons  que  la   somme   des  résidus   relatifs   aux  pôlrs  «,,  «.,  ...,  rf^  est 
nulle,  en  d*autres  termes  que  l'on  a 

A  '>-4-A^='-f-...-4-A(^^:-  i.: 

Tordre  àc  f{u)  étant  égal  à  v,  on  a  aussi 

a,  4-  a_,H-. . .-{-  a^=  v. 

En  désignant  par  C  la  constante  additive  qui  figure  dans  la  formule  de  décom- 
position de  /(m)  en  élémenls  sim|)les  on  a 

m  =  v 


in=z\ 


\.  Il  est  particulièrrmcnl  intéressant  «le  recln'relirr  direelemenl  sous  ({uelle^ 


SlXuMUi   l'AIlTII' 
!■  prajHii  infini  ei  la  «ériif  d»  M.  IIit 


M« 


qu 


ivi  \a\vnn  pour  l(r«qiiHUii  l'un  ilc*  fuMi-uriilii  jinidail  lalinl  driii'nl 
grand  iiu  colncid''  «v«ç  um;  di»  ïbIpum  pour  ir»qurlle«  quflii"'- 
alri-faclciir  dr  a-  produit  inlini  drvifQi  iDlinimcnl  priU,  «I  i|u'iuruKr  dn 
pleurs  pour  Iftqutllei  un  drs  irmr'*  d«  Ir  sitic  Urvifiit  lallnmeal  innil 
ic  colticidt  BVi^c  uav  dn  valeurs  piiur  K-squriIns  qurlqae  •uirc  tercor  i' 
File  iitit  dpvignl  inCnimtrDl  grand. 
0«n«  le»  rxprtssiunB  d«  /( u )  que  nuu»  «t»ns  tritlf»  *ui  n"  3  U  I,  I" 
k'ut  derniêri-i  cundiliuus  «uni  viirifii'c»  pur  »ut[i'  dr  1  inrciograitc,  niiiJulu 
hé),.IMj,  dca  pOlc»  a„aa  ■■•."■  ''  de»  tifrii»  6,,  6„  .-.,*.  ilc/(B),  *oil  mI" 
ux.  suit  Ici  unt  ivt<c  1r«  iiuti'i-<t.  M.  Scbwnr*  nnintrr  qur  la  riiadltlao 


t'.(«l- 


►•,(<■)  =  .. 


wt  d'.iillcurs   munifcilcincnl  «rili*p,   comm»   on  1*  ï"it  ïut  la   di>liinl>o«« 
F,  (  a'  ),  ru  iPHiini  cufflpte,  pour  T,  (  u  ),  de  I»  rclntiun 

a,  +  «j-.-. . .-»- a, -- 6, -«- i, -^. .  .-^  6,. 
Dam  nm  deraiiTc  putie  de  aaa  Mémoire,  M.  S«ii««ra  <l£mosiiv  diKcHonU 

sjii*  «'appuyer  siir  Ic!  pn>prit4i's  diinl  ji.iiissrnt   les    (oiirtMiiis  d.iubkqidil  l'" 


/(«)  ciiiTcsjH.nHiinl  iiu\  pi.k'î  a,,  a,.   ....  il,  ù,-  cette  fonction  c^t  nulle. 

Scinvnrz  ( //.-.  ( . )•  —  Sur  la  ihéoiie  des  surfaces minltiia limitée' 
par  des  segments  de  droites,  (i  237-1  atiC). 

lliiHS  son  Méiniiiic  sur  les  suifiici-s  niinima  limiU-es  piir  dt»  polygones  jaucli" 
■l'.iinOs  {Momrliil'crirhtede  l'Aenileniicdt  Berlin,  p.  fii?;  itimi)  el  Janils  V'i' 

i\ til^dis  i.Min'imint  les  rontlion»  dont  dépend    la    détemiinalion  aiiiliH»' 

de  i-c>  ><irfafrs.  M.  b.-liwarz  reprend  ces  reelierclies.  mais  en  se  plaçiul  " 
puioi  itr  Mil-  ili'  la  Ciiminuniciitirjn  qu'il  a  faite  Sur  la  delermînalîon  d'imt 
.tii,/,irc  i,iiii'„i.i  piirticutiiie,  en  iN(i-,  à  l'Académie  de  llerlin.  Il  ftfXU 
..iM-i,  |,;m    „iM-    ii..ii«lle    voie,    au    lli.'orè.iie    fondainentaj    de    « eiersln^M"' 


k. 
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nous  allons  rappeler  dans  un  instant,  et  il  montre,  d'autre  part,  qu'une  des 
propositions  énoncées  par  Hicmann  dans  son  Mémoire  posthume  sur  les  sur- 
faces  minima  {Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gottinguey 
t.  XIII),  proposition  que  nous  rappellerons  aussi  un  peu  plus  loin,  est  inexacte. 

M.  Schwarz  démontre  d'abord  que  toute  droite  située  sur  une  partie  de  sur- 
face minima  est  axe  de  symétrie  de  la  surface  minima  obtenue  par  continua- 
tion analytique  de  cette  partie  de  surface  minima.  En  s'appuyant  sur  ce 
théorème,  il  montre  comment  on  peut  se  représenter  la  continuation  d'une 
partie  (M)  de  surface  minima,  limitée  par  deux  segments  de  droite  OA,  OB  et 
l'arc  de  courbe  AB  intercepté  sur  la  surface  minima  par  la  surface  d'une 
sphère  de  centre  O  et  de  rayon  suffisamment  petit. 

Fixons  un  trièdre  trirectangle  OXYZ  de  la  manière  suivante  :  OX  suivant 
OA  prolongé;  OY  perpendiculaire  à  OX  dans  le  plan  déterminé  par  les  deux 
segments  OA  et  OB  dans  un  sens  tel  que  la  seconde  coordonnée  y  du  point  B 
soit  négative;  OZ  perpendiculaire  au  plan  OXY  dans  un  sens  tel  qu'un  ob- 
servateur traversé  des  pieds  à  la  tête  par  OZ  et  regardant  OX  voit  OY  à  sa 
gauche. 

Si  l'on  envisage,  dans  le  plan  de  la  variable  imaginaire  </,  le  demi-ccrclc  (E) 
image  dt  (M)  obtenue  par  représentation  conforme,  dont  le  centre  m  =  o 
soit  l'image  du  point  de  rencontre  O  des  deux  segments  OA  et  OB,  et  qui  est 
limité  par  le  diamètre  A' OB'  situé  sur  l'axe  des  quantités  réelles  et  joignant 
les  images  des  points  A  et  B,  les  coordonnées  jr,  y^  z  d'un  point  quelconque 
de  (M)  rapporté  au  trièdre  OXYZ  seront  représentées  par  les  parties  réelles 
de  trois  fonctions  de  u 

/(").    ^(").     /*(")» 

définies  pour  les  valeurs  de  u  comprises  dans  l'intérieur  du  demi-cercle  (E). 

A  la  continuation  de  la  partie  de  surface  minima  (M)  correspond  la  conti- 
nuation de  son  image  (E),  et  l'on  peut  ainsi  obtenir  la  continuation  analytique 
des  trois  fonctions /(u),  g{u)y  h{u)  aux  environs  du   point  singulier  u  =  o. 

Soit  (XTz,  où  o<a<i,  la  mesure  de  l'angle  que  font  les  deux  segments  OA 
et  OB.  Aux  environs  du  point  singulier  a  =  o,  on  obtient  pour  /(w),  g{u)y 
h{u)j  en  laissant  de  côté  des  constantes  additives  ayant  des  valeurs  purement 
imaginaires,  des  développements  de  la  forme 

/{u)=        m?-«[/„-4-/,m-+-/2m2h-...]-i- W«  [g^-i-g^U^g^u"'-^...], 

g{u)  =  — «V-«[/o-4-/,M-+-/ju5H-...]4-ia''[^o-+-5'i«-^-5'2"'  +  ---]» 
h{u)  =z  l'a [  Ap -h  A,  M  -t-  /ij a^ -h . . . ] , 

dans  lesquels /o, /,,/2,  ...,  g^f  gu  gi,  ..,  Ao»  A„  Aj,  ...  désignent  des  con- 
stantes réelles;  ces  fonctions /(m),  g{u)^  h{u)  sont  d'ailleurs  liées  parla 
relation  identique  en  u, 

de  sorte  que  les  constantes  réelles  /o,  /,,  /j,  • . .,  ^o,  gi,  g2t  • .  •  »  /*»>  Ap  A,,  ... 
ne  sont  pas  indépendantes. 

2.  Si,  dans  les  développements  précédents  de  /(m),  g{u),  A(m),  on  entend 
par  «'""•,  M*  les  déterminations  principales  de  ces  puissances  de  i/,  les  par- 

ffull.  des  Sciences  mathém.j  2*  série,  t.  XXI.  (Octobre  1897.)  R.i5 
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tics  réelles  de  ces  développements  représenteront,  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  de  |ii|,  les  coordonnées  x^  y,  z  des  points  d'une  partie  (  M  )  de  sur- 
face minima,  limitée  en  partie  par  les  deux  segments  OA  et  OB  se  rencontrant 
au  point  O  dont  le  point  m  =  o  est  l'image,  et  faisant  entre  eux  un  angle  me- 
suré par  le  nombre  ar.  où  o  <a  <  i.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  qui  doit 
ôtre  vérifiée  pour  qu'il  soit  possible  d'assigner  un  nombre  positif  N,  tel  qu'il 
n'y  ait  pas,  parmi  les  points  u  dont  les  affixes  sont  plus  petites  que  N  en  valeur 
absolue,  deux  points  différents  images  du  même  point  x,  y^  z  de  (M),  est  que 
l'on  n'ait  pas  à  la  fois 

On  obtient  d'ailleurs  des  parties  de  surfaces  minima  de  formes  différentes  sui- 
vant que  ni  /p  ni  g^  ne  sont  nuls,  ou  que/p  est  nul  sans  que  g^  ne  soil  dbI,  ou 
enfin  que  g^  soit  nul  sans  que  f^  ne  soit  nul. 

Dans  le  premier  cas  [/«^o,  g^ji.  o],  la  partie  de  surface  minima  qui  est 
située  aux  environs  du  point  O  est  tout  entière  du  même  côté  du  plan  déter- 
miné par  les  deux  segments  OA  et  OB.  On  est  toujours  dans  ce  premier  cas 
lorsque  la  ligne  donnée  L,  qui  doit  limiter  la  partie  de  surface  minima,  con- 
tient deux  segments  de  droite  concourants,  et  qu'elle  est  située  tout  entière 
du  même  côté  du  plan  déterminé  par  ces  deux  segments  concourants  :  donc, 
par  exemple,  lorsque  L  est  un  quadrilatère  gauche  quelconque. 

Dans  le  second  cas  [/«=  o,  g^^  o],  il  est  possible  de  mener  un  plan  par 
le  sommet  O  de  façon  que  la  partie  de  surface  minima  située  aux  environs 
■de  O  soit  située  tout  entière  d'un  même  côté  de  ce  plan.  Le  plan  déter- 
miné par  les  deux  segments  OA  et  OB  divise  la  partie  de  surface  minima 
située  aux  environs  du  sommet  O  en  autant  de  secteurs  que  l'indique  l'expo- 
sant de  u  dans  le  premier  terme  différent  de  zéro  du  développement  de  la 
fonction  h{u)  en  série  entière  en  u. 

Dans  le  troisième  cas,  [/o?^  o,^p=  o],  tout  plan  mené  par  le  sommet  O 
coupe  la  partie  de  surface  minima  située  aux  environs  de  ce  sommet  O.  Le 
plan  détermine  par  les  deux  segments  OA  et  OB  divise  encore  la  partie  de  sur- 
face minima  située  aux  environs  du  sommet  O  en  ji-f-i  secteurs,  si  le  premier 
terme  du  développement  de  A  (m)  en  série  entière  en  u  est  ih^u'^'*-^  où  h^^  o; 
ici  [X  -h  I  est  toujours  ^  a. 

Il        I.-       [<f/(fi)\'      [<ig{")V      \(ih{ii)T'  .    . 

3.  A  cause  do  la  relation     ~.—^     ^-      "   /  —     "^     — /—      =  *'   M"'    '»•* 

les  trois  fonctions /(  m),  g{u)f  /»("),  on  peut  définir  deux  fonctions  G(  «  )  cl 
H(  m)  par  les  relations 

ci/(u) 


du 

il  hiu) 

si  l'on  diisigae  par  s  la  fonction 


du     -'<^'(")-f-np(^/), 


-:   lij  {u  )\\{U)\ 


II.  r/) 

V      -    . , 

<  »  I   //   » 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i83 

et  si  l'on  pose 

ds 

on  définit  deax  nouvelles  fonctions  de  la  variable  u  qui  jouissent  de  propriétés 
remarquables. 

M.  Schwarz  montre  d'abord  qu'elles  ne  dépendent  aucunement  du  choix  du 
trièdre  OXYZ  auquel  on  a  rapporté  la  partie  (M)  de  surface  minima  envisagée; 
elles  ont  des  valeurs  réelles  pour  des  valeurs  réelles  de  la  variable  u;  aux  en- 
virons du  point  u  =  o,  elles  ont  le  caractère  de  fonctions  rationnelles  de  u;si 
Ton  pose 


(V 


=Js/^{u)du, 


on  définit  une  variable  imaginaire  w  dans  le  plan  de  laquelle  l'image  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  minima,  obtenue  par  représentation  conforme, 
est  formée  par  deux  systèmes  de  droites  orthogonales  et  où,  par  suite,  l'image 
de  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  minima  et  coupant  les  lignes  de  cour- 
bure de  cette  surface  minima  sous  un  angle  constant,  comme  c'est  le  cas  pour 
les  ligmes  asymptotiques,  par  exemple,  est  aussi  une  ligne  droite.  Cette  re- 
marque s'applique  en  particulier  aux  segments  du  contour  donné  L  de  la  sur- 
face minima. 

Les  développements  de  «,  de<&(M)  et  de  F(i/)  sont  différents  suivant  les  trois 
cas  que  nous  avons  été  amenés  à  distinguer  au  n<*  % 

Dans  le  premier  cas  (Z»?^  o,  ^«pé  o),  on  a 

Dans  le  second  cas  (/o  =  o,  ^^  7=  o),  on  a 

l({X-t-l)/* 


Dans  le  troisième  cas  (/o?^  *h  ffo~  o),  on  a 

/(|X-|-l)/t 
s  = — î—  M-^i'-'-^»)  -i-  .  .  . , 

<I>(m)  =  ^(îJi-M)(iJi-.i-ha)A^a>'-'-f-, 
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4.  Après  avoir  établi  ces  propositions  générales,  M.  Schwan  aborde  le  pro- 
blème de  la  détermination  des  fonctions  4>(£i)  et  ¥  {^u)  pour  une  partie  sim- 
plement connexe  (M)  d'une  surface  minima,  limitée  par  une  ligne  brisée 
donnée  L  dont  le  nombre  n  de  côtés  est  au  moins  égal  à  4* 

Soit  (E)  l'image  de  (M)  obtenue  par  représentation  conforme  sur  le  demi- 
plan  de  la  variable  imaginaire  Uf  limité  par  l'axe  des  quantités  réelles  et  situé 
du  côté  de  cet  axe  où  est  le  point  h-  i;  les  images  CtC^,  c^c^,  —»c^iC,  des  seg- 
ments OjOj,  O2O3,  ...,  0,_,0^  qui  forment  les  côtés  de  la  ligne  brisée  L  sont 
alors  situées  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  et  les  abscisses  des  points  Ci,Ci,  .... 
c„  croissent  avec  l'indice  de  ces  points. 

M.  Schwarz  démontre  que  la  fonction  *(  w),  dont  la  définition  peut  être 
étendue  à  toutes  les  valeurs  de  u,  est  une  fonction  rationnelle  de  u  de  la 
forme 

ÎP  (  M  )    =. - y 

(  M  —  C,  )  (  M  —  C;  )  .  .  .  (  U  —  C„  ) 

où  T(a)  est  un  polynôme  en  u  dont  le  degré  est  en  général  égal  à  /i  —  4t  mais 
peut  être  plus  petit  dans  des  cas  particuliers.  Les  coefficients  du  polynôme 
T{u)  sont  des  nombres  réels;  les  zéros  de  ce  polynôme  sont  donc  des  nombres 
réels  ou  imaginaires  conjugués.  Riemann  a  désigné  par  a  une  quelconque  des 
racines  imaginaires  pour  lesquelles  le  coefficient  de  1  est  positif,  par  a'  sa 
conjuguée,  par  b  une  quelconque  des  racines  réelles  de  T(ii);  en  adoptant 
celte  notation,  on  pourra  donc  mettre  la  fonction  *P{u),  sous  la  forme 

U{u^a)U{u^a')U(u-b) 

(M-C,)(a  —  Cj)...(M-C.) 

OÙ  les  produits  sont  étendus  aux  (/t  — 4)  racines  a,  a',  6  de  T(ii),  et  où  Q 
désigne  une  constante. 

En  général,  les  nombres  b  sont  différents  de  chacun  des  nombres  c,,  r,,  ..., 
c„;  mais,  dans  des  cas  particuliers,  il  peut  arriver  que  la  fraction  qui  reprè- 
scnle  <t>(i^)  se  simplifie;  la  surface  minima  (M)  correspondante  admet  alors  au 
sommet  O^,  dont  l'image  est  le  point  à  affixe  c^  ne  figurant  plus  au  dénomi- 
nateur de  *l*{u),  une  singularité  plus  grande  que  dans  le  cas  général. 

M.  Schwarz  démontre  ensuite  que  la  fonction  F(i/),  dont  la  définition  peut 
également  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  m,  est,  elle  aussi,  une  fonction 
rationnelle  de  u.  Si  l'on  se  place  dans  le  cas  général  où  tous  les  facteurs  li- 
néaires de  T(m)  sont  inégaux  et  où  aucun  d'eux  n'est  égal  à  l'un  des  fac- 
teurs u  —  c^  du  dénominateur  de  *l>(a),  on  a  pour  V{u)  une  expression  de  la 
forme 

-  '-  y  _i-_  +  y    »   _  ■  V  isz^i^ii^  ^  V  _^-^ . 

.»  ^^    {il  —  0  )■  ^   u  —  O  2   ^1^        {u  —  C^  )•  émd    u    —  C^ 

V-^l  V-l 

f)ii  \i'<  doux  prcmitTcs  «.ommes  sont  étendues  à  toutes  les  paires  <t,  a'  do  r.«- 
cines  iin«j|îiiiairo>  roiijuf;uéo>  de  T(//),  tandis  que  les  deux  sommes  suivanto* 
sont  éteruiuos  à  toutes  les  racines  réollos  b  do  T  ( // )  ;  les  \  et  les  V  snni  d«s 
constaules  iina;;iudires  eonjuguées,  les  H  s(»nt  dos  constantes  n'elles,  les  <-,  d«> 
constantes  réelles,  correspondant  respectivement  aux  racines  a,(i\0.  r,  du  nu- 
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mérateur  et  du  dénominateur  de  4>(  u)  ;  ces  constantes  sont  en  général  inégales; 
enfin  a^it,  où  o  <  a^<i,  est  la  mesure  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux 
segments  du  polygone  gauche  L  qui  se  rencontrent  en  O^. 
Dans  réquation  différentielle  du  n*  3,  concernant  le  problème  actuel, 


F(w)=  - 


du^  2  |_         du         J  ' 


figurent  donc  5/t  —  8  constantes,  à  savoir  les  n  constantes  a^,  les  3/t  —  4  con- 

suntes  a,  a',  A,  c^,  enfin  les  2/1  —  4  constantes  A,  A',  B,  C^.  Mais  ces  5  «  —  8 

constantes  ne  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  elles  ne  dépendent  dans  le 

problème  actuel  que  de  3/i  —  7  paramètres^  comme  le  montre   M.  Schwarz. 

Comme  on  peut  adjoindre  à  ces  3n — 7  paramètres  7  constaiHes  arbitraires, 

la  solution  du  problème  actuel  contiendra  3/i  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire 

précisément  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires  que  celui  par  lequel  le 

polygone  gauche  L  donné  est  déterminé.  Le  problème  est  résolu  quand  on  con- 

ds 
naît  5  en  fonction  de  1/,  car  la  relation  (  n*  3)  <I>(t/)  =  iG^(m)  y-  permet  alors 

de  déterminer  G(u),  puis  H{u)  =  sG{u);  enfin,  connaissant  G{u)  et  H('K), 
les  trois  premières  relations  du  n*"  3  donnent/(u),  ^(u),  h{u). 

Il  resterait  à  démontrer  que,  dans  chacun  des  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
on  peut  satisfaire,  au  moins  d'une  manière,  à  toutes  les  conditions  du  pco- 
blême. 

5.  On  démontre  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentiel  le 


(T)  F(u)  = 


du^  2  L        du        J 


est  une  fonction  linéaire  rationnelle  d'une  quelconque  des  intégrales  particu- 
lières de  cette  équation  différentielle.  On  s'assure  aussi  que  le  quotient  de  deux 
solutions  Xi  et  X3>  linéairement  indépendantes  de  l'équation  différentielle  homo- 
gène linéaire  du  second  ordre 

(S)  S+i'('')S  +  Q(")/.  =  °. 

dans  laquelle  P(u)  et  i){u)  désignent  des  fonctions  quelconques  de  u,  vérifie 
nécessairement  l'équation 

Pourvu  donc  que  l'on  choisisse  P(ii)  et  Q{u)  de  façon  que  l'on  ait 

aQ(u)-ÎPM«)-^^=F(«), 

ce  qui  est  possible  d'une  infinité  de  manières,  et  Ton  pourra  exprimer  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  différentielle  (7)  par  une  fonction  linéaire  ration- 
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ndk  homogjnc  de  Jeux  inUgrali^s  lin 
tion  diïïi>rciit>ell<!  (£}- 
Si,  p«r  eiooiplc,  on  prend 


V    du 


i}(u)  les  [onrlions  rJlionpipIlr!  <\e  ii  Me 


Z.=  G(«), 


D  iSr  lu  pKipnsili 


On  a  DJn»  unr  noiivclle  <t<.^n 
ecrnani  li<s  funclioni  (l|u),  il[n)i  ilérouverie  par  Wciersirass  {«ttiml'ti' 
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Ce  résultat  est  contraire  à  ruffirmation  de  Riemann.  Pour  n  —  ^^  cette 
erreur  n'influe  en  rien  sur  ses  résultats;  mais  pour  /i  =  5  et  pour  n  =  6,  il  en 
résulte  que  les  formules  données  par  Hicmann  sont  inexactes.  Ce  passage  du 
Mémoire  de  Riemann  a  été  supprimé  dans  les  réimpressions  de  ses  Œuvres 
posthumes. 

7.  M.  Scliwarz  démontre  enfîn  que  si  L  est  un  quadrilatère  gauche,  on  ne 
peut  déterminer  que  d^une  seule  manière  des  fonctions  analytiques  représen- 
tant une  partie  (M)  de  surface  minima  limitée  par  le  quadrilatère  L  et  ne 
contenant  à  l'intérieur  de  L  aucun  point  singulier. 

J.  M. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous  LES  AUSPICES  DU  MINISTRE  DE  l'InSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAR    UN  CoMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE. 

3»  série,  t.  XII,  1895  (»). 

Borel.  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions.  (9- 
dd). 

La  notion  de  fonction  prolongée  analytiquement,  obtenue  à  l'aide  de  la 
série  de  Taylor,  a  joué  un  grand  rôle  en  Analyse. 

Mais,  dans  le  cas  où  une  fonction  admet  une  ligne  singulière  essentielle 
fermée,  on  ne  sait  ce  que  l'on  doit  appeler  prolongement  analytique  de  la 
fonction  au  delà  de  cette  ligne,  M.  Poincaré  avait  môme  cru  pouvoir  affir- 
lucr  que  cette  expression  est  nécessairement  dénuée  de  sens. 

M.  Borel  reprend  la  question  à  un  point  de  vue  un  peu  différent  et  il  montre 
qu'il  est  possible,  dans  certains  cas,  de  donner  du  prolongement  analytique  au 
delà  d'une  ligne  essentielle  fermée  une  définition  qui  ne  soit  contradictoire  ni 
avec  elle-même  ni  avec  les  notions  antérieurement  acquises.  Il  fait  voir  com- 
ment les  difficultés  signalées  par  M.  Poincaré  tiennent  à  la  définition  que  l'on 
donne  ordinairement  de  l'uniformité  des  fondions. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  travail,  M.  Borel  indique  comment  la  consi- 
dération de  certaines  fonctions  à  espace  lacunaire  signalées  par  M.  Poincaré 
Ta  conduit  à  un  important  théorème  sur  les  fonctions  d'une  variable  réelle, 
qui  dans  un  intervalle  donné  ont  toutes  leurs  dérivées  finies  et  qui,  cependant, 
ne  sont  développabics  en  série  de  Tayk)r  pour  aucun  point  de  l'intervalle'.  Il 
donne  pour  ces  fonctions  une  expression  analytique  (la  somme  d'une  série  de 
puissances  et  d'une  série  de  Fourier),  telle  que  les  expressions  analytiques  des 
dérivées  de  tous  les  ordres  de  la  fonction  s'en  déduisent  immédiatement  par 
la  diiïérentiation  des  séries  terme  à  terme. 

Pour  obtenir  ce  résultat^   Tauleur  a  dû   compléter  sur  quelques  points  lu 
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applique  ces  considérations  préliminaires  à  l'étude  des  lignes  de  courbure  des 
surfaces  réglées  et  des  surfaces  cerclées. 

Dans  la  seconde  Partie,  en  supposant  que  Féquation  (i)  définisse  une  des 
familles  de  lignes  énumérées  ci-dessus,  l'auteur  expose  une  méthode  générale 
pour  rechercher  les  conditions  générales  d'existence  sur  la  surface  S  d'un  lieu 
t  =  <f{u)  tel  que  9(u)  soit  racine  commune  des  coefficients  de  l'équation  (i), 
ou  racine  multiple  de  son  discriminant  ou  solution  singulière.  Il  applique 
cette  méthode  à  l'équation  des  conjuguées  des  génératrices  G  et  à  celle  des 
asymptotiques  de  la  surface  S  qu'elles  engendrent. 

La  troisième  Partie  est  consacrée  à  l'application  des  résultats  précédents,  à 
la  recherche  des  familles  de  lignes  unicursales  planes  et  de  cubiques  gauches 
divisées  homographiquement  par  leurs  conjuguées  et  à  l'étude  des  lignes 
asymptotiques  de  la  surface  S  correspondante.  Dans  le  cas  où  les  lignes  G  sont 
planes,  la  transformation  de  Laplace  permet  de  rapporter  immédiatement  la 
surface  S  aux  lignes  G  et  à  leurs  conjuguées,  et  son  application  répétée 
donne  des  solutions  du  même  problème,  dans  le  cas  où  la  génératrice  G  est 
gauche. 

JiciJ/y  {L.).  —  Sur  les  spirales  harmoniques.  (i44-ï96). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  la  détermination  de  tous  les  éléments  linéaires 
harmoniques  qui  conviennent  à  des  surfaces  spirales. 

Au  début  du  Chapitre  I,  l'auteur  indique  les  premières  solutions  du  pro- 
blème fournies  par  le  théorème  de  M.  Maurice  Lévy  :  «  Tout  élément  linéaire 
homogène,  de  degré  autre  que  —  2,  appartient  à  une  infinité  de  spirales  ». 
Tel  est  le  cas  de  l'élément  linéaire  suivant 

(m)  ds^  —  {au'^  —  bv'^){du^-^  dv^)^ 

qui  est  visiblement  harmonique.  En  faisant  croître  ou  décroître  m  indéfini- 
ment, on  en  déduit  ces  deux  autres  : 

{e)  ds^-  (c-"— c''*)(rfa'-i-rfv''), 

(/)  rfj^  =  (logaa  —  log6v)(rfM^-+- dv^), 

qui  conviennent  également  à  des  spirales.  Ces  solutions  une  fois  signalées,  le 
problème  est  posé  dans  toute  sa  généralité.  Il  s'agit  de  trouve  toutes  les 
fonctions  T  de  x  -\-  y  qui  vérifient j  conjointement  avec  deux  autres  fonc- 
tions inconnues  \{x)  et  Y(j'),  la  relation 

l  aX(T'4-r-2ïT-  ,)-2Y(T'4-r4-2/T-i) 
^    ^  I  -+-3X'(T-/)-3Y'(T-+-i)-+-X"-Y''r:zo, 

où  les  accents  désignent  des  dérivées  et  i  l'unité  imaginaire.  Il  faut  en  outre 
distinguer,  parmi  les  éléments  linéaires  cherchés,  ceux  qui  sont  doublement 
harmoniques  et  ceux  qui  ne  le  sont  point. 

Avant  de  discuter  l'équation  (S),  l'auteur  montre  que  pour  les  spirales  sim- 
plement liarmoniques  les  fonctions  \  et  \  sont  nécessairement  de  la  forme 
X  =  Ac'*'',  Y  =  Bc--'"/,  A,  B  et  r  étant  trois  constantes  dont  la  dernière  peut 
être  nulle,  puis  il  résout  l'cquation  (S),  d'abord  on  réduisant  X  et  Y  à  des 
constantes,  ce  qui   donne  rélénicnt  linéaire  (e),  ensuite  en  prenant  pour  X 


igo  Seconde;  pautik. 

cl  Y  les  exponentielles,  ce  qui  conduit  aux  deux  éléments  linéaires  (m)  et 
(/).  Le  Chapitre  se  termine  par  la  recherche  des  éléments  linéaires  qui  con- 
viennent à  la  fois  à  des  spirales  et  à  des  surfaces  de  révolution;  ils  reotreot 
tous  dans  le  type  {x  -i-y)*^  dxdy. 

Au  Chapitre  II,  M.  RafTy  traite  complètement  Téquation  (S).  II  rencontre 
d'abord  les  spirales  à  courbure  totale  constante,  qui  sont  forcément  des  dé- 
vcloppables,  puis  les  spirales  applicables  sur  les  surfaces  de  réToIution.  Ces 
deux  cas  particuliers  une  fois  écartés,  Péquation  (S),  convenablement  diffé- 
rentiéc,  permet  d'exprimer  X'  et  Y'  en  fonction  linéaire  de  X  et  Y,  et  comme 
ses  coefficients  ne  dépendent  que  de  T  et  de  T',  on  a 

(T)  X'=T,Xh-T,Y,        Y'=T3X-f-T^Y, 

les  lettres  T,-  désignant  des  fondions  rationnelles  de  T  et  de  ses  quatre  pre- 
mières dérivées.  II  suit  de  là  que  la  fonction  Tdoit  satisfaire  à  deux  équations 
différentielles  du  cinquième  ordre,  réductibles,  il  est  vrai,  au  quatrième,  la  va- 
riable indépendante  n'y  figurant  pas.  Mais  telle  serait  la  complication  de  ces 
équations,  que,  loin  de  pouvoir  les  discuter,  on  serait  presque  dans  Timpossi- 
bilité  de  les  écrire  explicitement.  C'est  pourquoi  l'auteur  procède  d'une  tout 
autre  façon.  Laissant  provisoirement  de  cûté  la  recherche  de  T,  il  considère 
les  T,-  comme  quatre  fonctions  inconnues,  sans  relations  entre  elles,  et  démontre 
que  le  système  (t)  admet  deux  solutions  et  deux  seulement,  qui  sont  déter- 
minées, à  des  coefficients  arbitraires  près.  Les  expressions  de  X,  Y  et  des  T, 
qui  forment  ces  deux  solutions,  étant  substituées  dans  l'équation  (S),  la  dé- 
composent en  deux  équations  de  Riccati,  dont  la  discussion  comporte  Fexamcn 
de  cas  assez  nombreux.  La  conclusion  finale  est  que  le  type  (m),  avec  ses 
formes  dégénérées  (e)  et  {l),  comprend  tous  les  éléments  linéaires  cherches, 
mais  qu'il  ne  les  représente  pas  sous  leur  forme  harmonique  la  plus  générale. 
L'analyse  qui  mène  à  celte  conclusion  permet  de  distinguer  les  éléments  li- 
néaires de  spirales  (au  nombre  de  quatre)  qui  sont  doublement  harmoniques. 

Iiiquiei\  —  Sur  les  notions  de  limite  et  de  continuité  cl  sur 
quelques  propriétés  f;;énéralcs  des  fonctions  coiilinues  d\n> 
nombre  quelconque  de  variables,  (ly^-^iio). 

Les  définitions  de  lu  limite  et  de  la  continuité  donuccs  jusqu'à  présent  ne 
paraissent  pas  à  M.  Hi(]uier  cnliérenicnt  satisfaisantes;  il  indique  les  aniélin- 
raticms  dont  elles  lui  semblent  susceptibles. 

Ces  notions  de  limite  et  de  continuité  se  rattachant  par  un  lien  immédiat 
à  celle  <le  fjuantitéy  Tauteur  donne  sur  cette  dernière  quelques  indications 
sommaires  (]ui  permettent  de  concevoir  comment  on  peut,  a\ec  le  seul  r«»iioe[)i 
(le  nombre  entier  et  sans  faire  intervenir  la  moindre  considération  relative  aux 
grandeurs  concrètes,  définir  tour  à  tour  les  fractions,  les  quantités  néj;ati\e'> 
et  les  nombres  incommensurables. 

f.c  Roux,  —  Sur  les  inléj^ralcs  des  é(|ualioiis  linéaires  an\  dt'- 
rivées  parlielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dauU's.  (  .1  K~-\)  \i)  ). 

<)<•  Iravaii  a  pom   objet   lélude  de  (jueltjue?  prn|aiéU>  de.*-  fi»nfhnrj«'  dclinie^ 
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par  une  équation  linéaire  et  homogène  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
(équations  de  Laplace). 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  établit  l'existence  d'une  infinité  d'inté- 
grales particulières  dont  on  peut  déduire  des  solutions  plus  générales  par  des 
quadratures  à  limites  variables,  portant  sur  une  fonction  arbitraire.  Il  étudie 
les  développements  en  série  des  intégrales  principales  et  de  quelques-unes 
des  intégrales  qui  s'en  déduisent. 

La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  lieux  de  points  singuliers 
accidentels,  c'est-à-dire  des  points  qui  dérivent  des  données  initiales  défînis- 
sant  les  intégrales  et  non  de  la  forme  particulière  des  coefficients  de  l'équa- 
tion. M.  Le  Roux  définit  les  intégrales  normales  et  démontre  qu'elles  ne 
peuvent  admettre  d'autres  courbes  singulières  accidentelles  que  des  caracté- 
ristiques. Après  avoir  étudié  la  forme  des  intégrales  dans  le  voisinage  des 
points  critiques,  il  montre  comment  on  peut  intégrer  l'équation  en  partant  de 
solutions  particulières  qui  admettent  des  caractéristiques  singulières  mobiles. 

Dans  la  troisième  Partie,  il  fait  l'application  des  théories  précédentes  à 
quelques  équations  simples. 

Dans  tout  le  cours  de  son  travail,  l'auteur  s'attache  à  déduire  les  différents 
résultats  qu'il  obtient  d'une  méthode  générale  et  uniforme. 

Bourlet,  —  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  d'AIemberl, 
par  M.  Weierstrass  (Exposition  française).  (3i7-335). 

Démonstration  qui  s'appuie  exclusivement  sur  l'emploi  des  séries  entières  et 
donne  en  même  temps  un  procédé  de  calcul  numérique  des  racines. 

Brioschi,  —  Sur  une  classe  d'équations  du  cinquième  degré. 
(337-342). 

L'auteur  signale  une  classe  étendue  d'équations  du  cinquième  degré  ré- 
solubles algébriquement. 

Brioschi.  —  Sur  Téquation  du  sixième  degré.  (343-35o). 

Lerch,  —  Sur  la  différenliation  d'une  classe  de  séries  trigono- 
métriques.  (35i-36i). 

Résolution  du  problème,  proposé  par  M.  Ilermitc,  d'obtenir  la  dérivée  de 
la  série  de  Kumnier  et  des  séries  trigonométriques  analogues,  pour  lesquelles 
la  règle  ordinaire  conduit  à  des  séries  divergentes. 

Vogt.  —  Sur  les  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  une  qua- 
drique  et  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  autre  quadriquc. 
(363-389). 

Pour  que  deux  quadriqucs  soient  telles  qu'il  existe  un  tétraèdre  conjugué 
par  rapport  à  Tune  cl  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  Tautrc,  il  est  nécessaire, 
comme  on  sait,  que  l'invariant  <1>  de  Sulmon  soit  égal  à  zéro. 

Jugeant  les  démonstrations  (|u'on  a  données  de  ce  théorème  peu  satisfaisantes 
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à  divers  égards,  M.  Vogt  reprend  la  question  d*an  autre  point  de  vue.  Il  fait 
voir  que  <1>  =  o  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  eiListe  un 
télra<ydrc  au  moins  jouissant  de  la  propriété  énoncée,  que  ces  tétraèdres  for- 
ment une  infinité  simple  et  que  le  lieu  de  leurs  sommets  est  une  courbe 
gauche  du  huitième  ordre;  les  coordonnées  des  points  de  cette  courbe,  ainsi 
que  les  éléments  des  tétraèdres,  s'expriment  au  moyen  d'un  paramétre  va- 
riable. I^*équation  qui  existe  entre  les  paramétres  relatifs  à  deux  sommets  dif- 
férents d'un  même  tétraèdre  étant  de  genre  deux,  on  est  appelé  à  les  exprimer 
en  fonction  quadruplement  périodique  de  deux  variables,  reliées  par  une 
«équation    particulière. 

I/ôtiidc  «les  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  une  quadrique,  faite  par 
M.  Vo^t  u  u  moyen  des  fonctions  hyperelliptiques,  semble  être  une  généralisation 
iIcH  ri*o\ioroh(*s  de  Halphen  sur  les  relations  biquadratiques  entre  deux  variables 
et  »ur  les  polygones  de  Poncelet  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à 
une  uiitiH^.  llttlphcn  montre  qu'une  relation  biquadratique  exprime  la  relation 
qui  oNÎï^tc  entre /( II)  et  /{u  +  !/«),  où  /  est  une  fonction  doublement  pério- 
dique et  !«•  ^>i^c  constante.  M.  Vogt  rencontre  une  relation  bicubique  qui  est  la 
K^iu^ralis^tttion  de  celle-là  et  que  l'on  peut  interpréter  d'une  manière  analogue. 

Supplément. 

l^ticour.         ^"ï*  ^l^s  fonctions  d'un  point  analytique  à  multipli- 
rttltuirs  oxponenliels  ou  à  périodes  rationnelles.  (3-5 1). 

|>anH   U   pivmière  Partie  de  son  travail,  Tauteur  étudie  des  fonctions  d'un 
point    tuiul>(i<pie  qui  comprennent  comme  cas  particulier  les  fonctions  intro- 
(luîtes  pur  M.  \ppoll  et  qui  sont  analogues  aux  fonctions  doublement  pério- 
»h«p»«*'*  •*'*  lroi>ioinc  espèce.  Les  fonctions  de  M.  Appell  se  comportent  comme 
|o<«  iminHaiicrs  de  lu  fonction  B[w'')(d7,  ^)]  qu'on  obtient  en  prenant  une  fonc- 
tion H  ^'^  /'  >»«i*ii»hh's  cl  en  y  remplaçant  les  variables  par  les  intégrales  abé- 
|i(MUM''«   uoiiuiilos  de  première  espèce  correspondant  à  une  courbe  algébrique 
\\c  K«M«n'  /'.   Si   l'on  cousidèrc  la  surface  de  Hiemann  rendue  simplement  con- 
110 \»'   1**N. •  *'"'  fondions  admettent  le  long   de  chacune  des  p  coupures  b  un 
ninlli|»l»«  •»!«'»•»*  do   la   forme   c-**»"'''  '»/),   m   désignant   un    nombre   entier   cl 
M  'U-'*«.*'^  l'inlrgralc  normale  de  première  espèce  correspondant  à  la  courburo 
ii;i\oi-ôo. 

|)4«n'»  lï***  f«>iuMions  plus  générales  envisagées  par  M.   Lacour,  à  chacune  des 
%  ft  roiipurrs  ourrosptnul  un  mulliplicatcur  cxponenlicl,  et   l'exposant,  au  lieu 
,1,.  o«»nlrnir  uno  seule  intégrale  de  première  espèce,  esl  une  fonction   linéaire 
,1,'  ooH  /»  inlégraloN. 

l.rH  «  oflliriiMiis  (lo  ers  fondions  linéaires  ne  peuvent  èlre  pris  arbilraire- 
iiii*ni  ;  -•  !'«*'»  «»  ramoné  à  runitc  les  multiplicaleurs  relatifs  aux  coupures  a, 
,|j,n*  rh.HMinr  ilcs  p  fondions  linéaires  reslanles  l'un  des  coeffirienls  doit  être 
1,11  n»»inl»re  riUn  r.  Ce  sont  ces  entiers  qui  interviermenl  dans  la  recherche  «le 
I  ,.^,  r-  «lu  nomlu-e  ih»;  /vvo^  mit  celui  des  pôles  dv,  la  fonction. 

I  n  ilM«h.»nl  1,1  manière  dont  la  fonction  se  eoniporlc  à  l'égard  des  intégrales 
,,Im  II»  nne>  .iII.h  héts  à  la  surface,  l'auteur  obtient  une  suite  de  propositions 
,|(ii  n'l»»«"  eulii'  ru\  les  théorèmes  d'Abel  sur  les  zéros  cl  les  inlinis  des  fonc- 
i,,iM-i    .«!»;«  bi  hjurs.    |i>    théorèmes   similaires  de  M.    \ppell  sur  les  fondions  .« 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  193 

multiplicateurs  et,  d'autre  part,  le  théorème  de  Riemann  sur  les  zéros  d'une 
fonction  B [«(•)( a:, ^)  —  G,],  dans  laquelle  figurent  p  constantes  arbitraires  G,. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Lacour  étudie  des  fonctions  qui  comprennent 
comme  cas  particulier  les  dérivées  logarithmiques  des  précédentes  et  qui, 
elles-mêmes,  se  rattachent  à  des  fonctions  très  générales  introduites  dans  la 
Science  par  M,  Picard.  Les  nouvelles  fonctions  considérées  par  M.  Lacour  re- 
çoivent, quand  la  variable  traverse  une  des  coupures  a  ou  6,  un  accroissement 
qui  dépend  du  point  de  passage  et  qui  est  exprimé  par  une  fonction  ration- 
nelle du  point  analytique  correspondant. 

L*auteur  montre  d'abord  qu'on  peut  supposer  nulles  les  périodes  relatives 
aux  coupures  a.  En  supposant  que  la  fonction  n'admet  d'autres  points  singu- 
liers que  des  pôles,  on  trouve  entre  ces  pôles  et  les  résidus  p  relations  qui, 
dans  certains  cas  particuliers,  peuvent  se  réduire  à  des  identités. 

M.  Lacour  obtient  ensuite  une  relation  qui  donne  l'expression  de  la  fonction 
quand  on  connaît  les  pôles  avec  les  résidus  correspondants  et  les  périodes. 
Dans  cette  expression  se  présentent  des  intégrales  définies  contenant  la  va- 
riable sous  le  signe  somme  et  admettant  comme  ligne  de  discontinuité  une 
des  coupures  h. 

Mais  existe-t'il  une  fonction  jouissant  des  propriétés  énoncées,  quand  on  se 
donne  à  l'avance  les  fonctions  rationnelles  d'un  point  analytique  qui  doivent 
servir  de  périodes,  les  pôles  et  les  résidus  correspondants,  pourvu  que  les  p 
relations  entre  les  pôles  et  les  résidus  soient  vérifiées  par  les  données?  La  for- 
mule qui  donne  la  solution  de  cette  question  se  réduit,  dans  le  cas  où  les  pé- 
riodes deviennent  nulles,  à  la  formule  de  Riemann-Roch.  On  peut  encore  com- 
poser avec  des  intégrales  abéliennes  et  des  fonctions  rationnelles  une  fonction 
répondant  à  la  question. 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  M.  Lacour  vérifie  que  les  fonctions 
considérées  en  dernier  lieu  satisfont  à  une  équation  difl'érentielle  linéaire  avec 
second  membre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  point 
analytique. 

Délassas,  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à 
caractéristiques  réelles.  (52-123). 

Étant  donnée  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  coefficients  ana- 
lytiques (réels),  le  problème  de  l'intégration  pourra  être  considéré  comme 
presque  résolu  si,  sans  former  l'intégrale  correspondant  à  des  conditions  ana- 
lytiques données,  on  peut  dire  dans  quel  domaine  elle  sera  analytique.  La  re- 
cherche de  ce  domaine  est  identique  à  celui  des  lignes  singulières  essentielles 
de  l'intégrale. 

M.  Delassus  s'est  proposé  de  déterminer  la  nature  de  ces  lignes  singulières, 
et  les  résultats  généraux  auxquels  il  est  parvenu  permettent,  dans  certains 
cas  particuliers,  de  déterminer  ces  lignes  elles-mêmes. 

Tout  d'abord  se  présente  la  séparation  des  équations  linéaires  en  deux 
groupes,  suivant  que  les  caractéristiques  sont  ou  ne  sont  pas  toutes  réelles, 
une  même  équation  pouvant  appartenir  aux  deux  groupes  dans  des  portions 
distinctes  du  plan  des  xy. 

Les  intégrales  analytiques  des  équations  du  second  groupe  (ex.  l'équation 
de  Laplace  AV  =  o)  peuvent  avoir  des  lignes  singulières  absolument  quel- 
conques. 
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L'ofaiet  principal  du  Mémoire  de  M.  Dclassus  est  l'élude  des  équations  du 
second  groupe  (ei.  ^^  =  o). 

Les  recherches  de  Tautcur  Tont  conduity  pour  ces  équations,  à  la  notion  ca- 
ractéristique du  domaine  d*un  arc. 

Soit  9  un  arc  analytique  régulier  :  on  peut  lai  faire  correspondre  no  do- 
maine p  l'entourant  complètement  et  jouissant  de  celte  propriété  que,  quelles 
que  soient  les  fonctions  analytiques  initiales  sur  tout  Tare  a,  Tiatégrale  cor- 
respondante est  analytique  dans  tout  le  domaine  p.  Cette  région  p  esi  le  do- 
maine de  l'arc  9.  De  là  résulte  ce  théorème  fondamental  :  «  Les  lignes  sisgu- 
lières  essentielles  des  intégrales  analytiques  des  équations  du  premier  groupe 
ne  peuvent  être  que  certaines  lignes  fixes  ou  des  caractéristiques  ». 

L'auteur  montre  qu'il  existe  des  équations  à  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables qui  peuvent  être  considérées  comme[généralisant  les  équations  à  deux 
variables  à  caractéristiques  réelles  et  auxquelles  s'étendent  les  propriétés  fon- 
damentales qui  viennent  d'être  énoncées. 

Il  étend  ensuite  à  toute  une  clasne  d'équations  d'ordre  quelconque  et  à  ca- 
ractéristiques réelles  la  méthode  de  Riemann  exposée  par  M.  Darboux  dans  sa 
Théorie  des  sur/aces  (II*  Partie,  Chap.  IV).  En  appliquant  la  méthode  des 
approximations  successives  due  à  M.  Picard,  M.  Delassus  parvient  à  retrouver 
tous  les  résultats  obtenus  pour  le  second  ordre  et,  en  particulier,  l'intégration 
simultanée  de  l'équation  et  de  son  adjointe  au  moyen  d'une  seule  fonction  de 
quatre  variables. 


ATTI  DELLi  R.  AccADEMiA  DELLE  SciENZE  Di  ToRiNO.  In-8*.  Tofino,  E.  Lœ- 

schcr. 

Tome  XXllï,  1887-88  (ï). 

Jiasso  (0.).  —   [^^^]  tl"  commémoration  de  Ci.- II.    Kircliliod'. 

(2-4). 

Zanotti   Bianro  {().),  —  [IITi^a]  Qiiel(|iics  théorèmes  sur  les 
coenîcienls  (hî  Legcndrc.  (5-:^:*)). 

Dclcrminalion  de  la  valeur  des  intégrales 

,■»  4- 1  m 

/         {X-  X')i\\{x)dT, 
/        {\  —  x'')tx'  \\{x)  dx. 


.t  t   1  tn 

I        {t  -x')-^  V„{x)V^,{x)...dj-. 


(  ')   Noir  iJullctin,  Mil  .  I».   17(1. 
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Jadanza  (JV.),  —  [UIO]  Sur  le  calcul  des  azimuts  au  moyen 
des  coordonnées  rectilignes.  (8g- 106). 

Porro  {F.).  —  [U]  Sur  l'éclipsé  totale  de  Lune  du  28  janvier 
1888.  (262-265). 

Jadanza  (JV.).  —  [UIO,  T3]  Sur  le  déplacement  de  la  lentille 
anallactiquc  et  sur  la  verticalité  de  la  stadia.  (294-302). 

Ovazza  {E,).  —  [Rl<?]  Sur  le  calcul  des  déformations  des  sys- 
tèmes articulés.  (384-4oi,  I  pi.). 

Morera  (G.).  —  [T2c]  Sur  le  problème  de  la  corde  vibrante. 
(402-417). 

Les  formules  finales  ne  sont  pas  modifiées  dans  le  cas  où  la  corde  vibrante  a 
des  sommets.  Comme  application  de  la  série  de  Bernoulli,  l'auteur  démontre 
aussi  que  la  force  vive  d'une  corde  vibrant  transversalement  est  à  chaque  in- 
stant la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vibrations  simples  composantes. 

Si'acci  (Z'.).  —  [UIO]  Sur  la  compensation  des  polygonales  ser- 
vant de  base  aux  relèvements  topographiques.  (43o-432,  i  pi.). 

Pizzetti  (P.).   —  [UIO]  Les  azimuts  réciproques  d'un  arc  de 
géodésique  (433-448). 

Jadanza  {N,),  —  [T3a]  Une  nouvelle  forme  de  lunette.  (5 70- 

573). 

Ovazza  {E,),  —  [T2a]  Sur  le  calcul  des  flèches  élastiques  des 
poutres  réticulaires.  (625-636,  1  pi.). 

TomoXXIV;  1888-89. 

Basso  (G,).  —  [V9]  En  commémoration  de  R.  Clausius.  (3-4). 

Castelnuovo  {G,),   —  [M' 2]  Géométrie  sur  les   courbes  ellip- 
tiques. (4-22). 

Étude  des  involutions  ralionncllcs,  des  involutions  elliptiques  et  de  quelques 
séries  non  involutivcs  sur  une  courbe  elliptique. 

Porro  (/'.).  —  [UJ  Ephémcridcs  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  l'anucc  1889.  (36-57). 


ii)G  SECONDE  PARTIE. 

lyOi'idio  (/s.).  —   [B7rf]  Le  covaria.nl  slcinérien  d*une  forme 
binaire  du  G*'  ordre.  (1G4-17G). 

Calcul  du  stcinéricn  S  qui  est  donné  par 

33S=-3=5^A^-2.32.j=AÂA-3^5A'A-2 

—  (23.3A5+  2*.3'B)//-i-  a^VIl  4-  2*.3=A/m  -h  2*,Vfn. 

Jadanza  (iV.).  —  [UIO]   Sur  la  mesure  directe  et  indirecte  des 
côtés  d'une  polygonale  topographique.  (i-7-i()4)- 

IJasso  (C).  —  [^^^]  Commémoration  du  comlc  Paul  Ballada  de 
Saint-Robert  (235-?.44)« 

Castelniiovo  (O.),  —  [-^^'2]  Recherclies  de  Géométrie  sur  les 
courbes  algébriques.  ('d/\6''S''i), 

L'auteur  ne  limite  pas  dans  ses  reclierches  le  nombre  de  dimensions  de  l'es- 
pare,  et  traite  la  Géométrie  sur  une  courbe  sans  se  servir  du  Bestsaiz,  et  en 
déterminant  les  séries  au  moyen  d'espaces  de  formes  fondamentales.  Dans  la 
dernière  Partie  du  travail,  il  résout  la  question  suivante  :  Déterminer  le 
genre  maximum  d'une  courbe  qui  doit  renfermer  une  série  donnée  de  groupes 
de  points,  c'est-à-dire  une  série  ^[p  dont  on  connaît  les  nombres  n,  r. 

l'a  lie  (G,).  —  [F06]  L'équation  modulaire  dans  la  transforma- 
lion  des  fonctions  elliptiques.  (374-389). 

Démonstration  de  l'existence  et  détermination  du  degré  de  cette  é(|uation, 
sans  supposer  que  l'ordre  de  la  transformation  soit  un  nombre  premier. 

jYoi'aresc    (E.).  —   [Ri  A]    Ktude  sur  Taccélération    d'ordre    // 
dans  le  mouvement  d'une  droile.  (4o(>-4*^0- 

Il  y  a  (les  propriétés  semblables  à  celles  des  vitesses  et  des  areélération«i 
onliiiaires.  Par  exemple,  il  y  a  un  paraboloYde  hyperbolique  contenant  tonte<^ 
les  directions  des  accélérations  d'ordre  n. 

Pif* ri  (}[.).  —  [M-(K'a,  IM)]   Sur  les   tanj^enles   triples  i\c  cer- 
taines surfaces  du  (i^*  ordre.  (  j  1  4-.V>.()  ). 

L'auteur  établit  une  transformation  double  do  l'espace  de  la  manière  sui- 
vante. Il  i)rend  une  courbe  ^iauclie  du  '|"  ordre  r'^  de  prcniière  e>pécc,  et  cinq 
points  A'j,  Al,,  ...,  \'-  '^m*  un  plan  H'  tels  (pie  ces  iiièines  points  ot  les  inlcr- 
si'ciion-»  (le  H'  avec  r',  puisNenl  former  la  ba-^e  d'un  faisceau  de  cnbiijues.  (les 
éléments  (b'ierrnincnt  un  s\^lème  linéaire  y:-^  de  surfaces  générales  du  iroi- 
si«'nie  ordre  «P-j,  dont   trois  ont  en  rommun  deuT  p(»inls  variables. 

La  surface  limite  de  celte  transformation  e^t  du  <i*  ordre,  à  droile  quadruple 
ri    div  points  doubles  situés  par  couples  sur  ciiK]   plans  doubles  passant  par 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  197 

la  droite.  Ses  tangentes  triples  forment  seize  surfaces  gauches  elliptiques  du 
8*  degré  ayant  la  même  droite  quadruple  et  les  mômes  points  doubles. 

Des  particularités  dans  la  transformation  donnent  des  surfaces  limites  ayant 
un  plus  grand  nombre  de  points  doubles,  et  l'auteur  trouve  aussi  pour  ces 
surfaces  les  propriétés  relatives  à  la  distribution  des  points  doubles  et  des  tan- 
gentes triples. 

Segre  (C).   —   [M*  2]  Les  correspondances  univoques  sur  les 
courbes  elliptiques.  (734-706). 

Étant  u  Tinlégrale  de  i**  espèce  relative  à  une  courbe  elliptiquCi  les  corres- 
pondances algébriques  ordinaires  sont  données  par 

w'r3±:a-hC        (modc«),(i>2). 

Mais  il  y  a  aussi  d'autres  correspondances  algébriques  (singulières)  ayant 
lieu  seulement  pour  des  courbes  spéciales,  et  qui  sont  données  les  unes  par 

a'  =  =h  iu  4-  C, 
les  autres  par 

m'  =- ±  au  -^  C, 

3  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  L'auteur  fait  une  étude  des 
correspondances  algébriques,  et  particulièrement  des  singulières. 


Tome  XXV,  1889-90. 

Porro  {F,).  —  [U]  Sur  la  différence  de  longitude  entre  les  ob- 
servatoires astronomiques  de  Milan  et  de  Turin.  (38-44)- 

Aschieri  (T,),  —  [U]  Ephéniéridcs  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
rhorizon  de  Turin  et  pour  1890  (44"37). 

Jadanza  {N,).  —  [UIO]  Sur  la  manière  d'employer  les  éléments 
géodésiques  de  l'Inslilut  géographique  militaire  italien.  (90- 
loo). 

Pizzetti  {P')'  —  [T3Z^]  Sur  le  calcul  de  la  réfraction  terrestre, 
(loi-i  i3). 

Valle  {G.).  —  [F^>]  Sur  les  équations  différentielles  auxquelles 
satisfont  le  module  et  le  multiplicateur  dans  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques  (1 14-126). 

Démonstration  du  théorème  de  Jacobi.  Si  l'on  a  la  relation 

dx  dy 


sl{x-x'-){x-k'X^-)        '    ^/(7=:v=)(i-V>'=)' 
DuU.  des  Sciences  matlicm.,  2*  série,  t.  \\I.  (No>on)brc  18^7.)         |{.i^) 


i()H  SECONDIi:  l'AUTIK. 

il  sera 

HrfFJ  -'TÏÏdp-^  \dl)  [\r^T^)  -  \T^0  \dk)  J  ^  ^• 

Jadanza  (A^).  —  [U]  Influence  des  erreurs  instrumentales  du 
théodolite  sur  les  mesures  des  distances  zénithales  (i 48-1  Sa). 

Segrc  (C).  —  [K6c,  L'8i]  Sur  un  champ  nouveau  de  recher- 
ches {géométriques.  (îî^()-3oi).  Note  II  (43o-45^).  Noie  III 
(59'>.-()i'î). 

En  considérant  les  éléments  réels  et  imaginaires 

(  X,  -h  ijc\ ,  J7,  +  ix'^,  jTj  -+-  lOTj,  x^'h  i.r\  ) 

de  l'espace,  on  a  une  inultiplicilé  x^  Une  équation  à  coefficicnis  réels  entre 
les  parties  réelles  et  les  coenicients  des  imaginaires  de  ces  coordonnées  peut 

élre  réduite  à  une  relation  entre  les  coordonnées  x  cl  leurs  conjuguées  x 

/(x,  x)  =  0, 

qui  n'est  pas  nécessairement  du  même  degré  en  x  et  x.  Une  telle  équation 
équivaut  à  deux  équations  entre  des  variables  réelles  et  détermine,  par  consé- 
quent, une  variété  x*  de  points;  en  des  cas  particuliers  peut  en  déterminer 
une  oc*.  Au  moyen  de  plusieurs  équations,  on  peut  avoir  des  variétés  a',  x*, 
x'.  Les  recherches  de  l'auteur  sont  principalement  relatives  à  une  géométrie 
prr>jective  de  ces  formes  géométriques.  Il  commence  par  établir  un  mode  de 
correspondance  (ju'il  appelle  antiprojectivîtéy  qui  peut  se  présenter  à  c«*»té  de 
la  projcclivilé  lorsqu'on  considère  en  deux  f(»rmes  de  |)romièrc  e^ipèce  tous 
les  élouionls  réels  el  imaginaires.  CHetle  corn'spondance  a  en  cr»inniun  avec  la 
projcclivilé  la  projuiélé  de  traiisf(»riner  (juatre  éléments  harmoniques  en 
quatre  éléments  harmoniques,  niais  les  rapports  anharmonitjues  des  groupes 
correspondants  ont  des  \aleurs  complexes  conjiiyiuées.  On  en  déduit  lu  ma- 
nière d'établir  une  nnticollincation  et  une  (infùcciptocitc  culvc  deux  f«)rmes 
de  deuxi«-nie  ou  de  troisiêni(;  espèce.  L'auteur  examine  les  cas  <{ui  peuvent  se 
présenter  relalivemenl  aux  éléirieiils  unis  el  aux  éléments  ini'oiuti/s.  INiis  il 
<lonne  la  repnrsenlalioii  aiial\  li(i(ie  de  l'anliprojet  livilé,  i\ui  esl  une  relation 
linéain'  entre  les  coordonnées  d'un  élément  et  les  ronjujiuées  des  coordonnées 
<le  réléinenl  correspondant. 

Acte  IL  —  t  ne  anli  involittion  (c'esl-à-diie  une  antiprojeclivilé  (|ui  c.»ni- 
eide  avt-e  son  invcr'>e)  sur  une  forme  i\v  /•*•"*•  esjiérc  ri  dans  laquelle  il  y  ail 
au  moins  /•-;-,{  élémonls  unis  indépendants  n'a  pas  sruleuirnl  res  /• -•- a  élé- 
ni<iit>  uni-»,  mais  fWv.  vu  a  un  nnfubre  x**.  T.ol  JMiNrmhle  e>l  appelé  une  r/itit'nr 
(le /•'•""*  ,'<jM'<(',  ou  r/tai/tc  f'^^'  i /t>n(/a/nrntn/('  i\v  \';ti\\'\  iiivojulion  ).  SiiixrnJ  !«.•< 
propiich's  drs  rli.iiiirs  ri  h'iir  r«'prr<(*nlatioii  aiial\  t  iqur.  Des  propi  n'-iè»;  Jr< 
rlialiM's,  l'iiiilfur  lait  niu'  appli<alion  aux  éh  iimiiI<  laiiL'rnls.  \.u  <  tiidiiint  le»» 
«lialiicN  tl  les  .iiili-in\olulious  pour  les  |<»inies  (|r>  dilIV-renles  es|M<  is.  l'auteur 
liMiiNe  .|uc  :    |.Mur  les   furmes  <le  première  «sprrr.  un»'  iiiili  iii\  ojui  jun.  ou    ii'.i 
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pas  (l'cléments  unis  ou  bien  elle  en  a  une  clialnc;  deux  couples  d'éléments  ho- 
mologues d'une  anti-involution  appartiennent  à  une  cliatnc,  condition  qui  est 
aussi  suffisante;  il  existe  des  anti-involutions  sans  éléments  unis.  Dans  les 
formes  de  deuxième  espèce,  toute  anti-involutiun  a  pour  éléments  unis  ceux 
d'une  chaîne  de  deuxième  espèce;  toute  chaîne  plane  de  points  peut  être  en- 
gendrée par  deux  faisceaux  antiprospectifs  de  rayons,  c'est-à-dire  antiprojectifs 
et  ayant  le  rayon  commun  pour  rayon  uni,  pourvu  que  les  centres  des  deux 
faisceaux  aient  entre  eux  une  relation  particulière  par  rapport  à  la  chaîne 
(soient  harmoniques  par  rapport  à  celle-ci).  Pour  les  formes  de  troisième 
espèce,  si  l'anti-involution  a  un  élément  uni,  elle  en  a  une  chaîne  de  troi- 
sième espèce.  Il  existe  des  anti-involutions  sans  éléments  unis.  Les  propriétés 
trouvées  pour  une  forme  de  première  espèce  sont  appliquées  aux  anti-involu- 
tions et  aux  chaînes  qui  peuvent  se  présenter  entre  les  points  d'une  conique, 
ou  d'une  cubique  gauche.  La  Note  se  termine  par  l'examen  de  certaines  cor- 
respondances que  l'on  obtient  par  la  projection  d'une  chaîne  plane. 

Note  III.  —  Une  antiréciprocité  involutive  est  appelée  une  antipolarité.  Une 
antipolarité  plane  ayant  uo  point  uni  en  a  un  nombre  oo^  qui  forment  ce 
qu'on  appelle  une  hy perconique  {fondamentale  de  l'antipolarité).  Une  anti- 
polarité de  Tespacc  ayant  un  point  uni  en  a  un  nombre  qo^  qui  constituent  une 
hyperquadrique  {fondamentale).  L'auteur  après  avoir  établi  ces  notions 
donne  des  propriétés  des  antipolarités,  principalement  par  rapport  à  leur  per- 
mutabilité  avec  les  anti-involutions,  et  des  propriétés  des  hyperconiques  et 
hyperquadriques,  ainsi  que  leur  représentation  analytique.  Dans  une  Note, 
l'auteur  cite  un  Travail  de  Juel  {Acta  math.,  t.  XIV)  où  étaient  traitées  quelques- 
unes  des  questions  qui  ont  été  l'objet  du  présent  Mémoire. 

Gerbaldi  (/^'.).  —  [BlOc^]  Sur  les  combinants  de  trois  formes 
ternaires  quadrati(|ues.  (390-39()). 

Leur  expression  au  moyen  des  invariants  fondamentaux. 

Os?azza{E .),  —  [Il3i]  Le  polygone  funiculaire  en  Cinématique. 
(4o6-4ï3,  I  |)l.). 

Une  construction  relative  à  la  composition  des  rotations  autour  d'axes  pa- 
rallèles, qui  est  identique  à  celle  pour  la  composition  des  forces  parallèles 
quelconques  dans  l'espace  (construction  au  moyen  du  rabattement  et  du  po- 
lygone funiculaire)  est  ici   interprétée  d'une  manière  purement  cinématique. 

Jadanza  (A^.).  —  [^10]  Encore  sur  le  moyen  d'employer  les 
éléments  géodésiques  de  Tlnslilut  géographique  militaire  ita- 
lien.   [.\\^-^'?X)). 

Ferria  (O.).  —  [  A^]  Sur  la  stabilité  des  voûles  chargées  sui- 
vant la  règle  de  Schwedier  (5io-5i8). 

Porro  (F.).  —  [U]  Sur  les  délerminalions  de  latitude  faites  en 
1888,  i88(),  1890  II  Tobservatoire  do  Turin.  (619-630). 


M)0 


SECONDE  PARTIE. 


Fabri{C  ^^-  —  [^]  Sur  quelques  propriétés  générales  des  fonc- 
tions  cfiii  dépendent  d'antres  fonctions  et  de  lignes.  (654-674)- 

Extension  îles  rcrhorchcs  <le  M.  Vollcrra  {/iendiconti  dei  Lincei,  t.  III)  re- 
latives ait^   fonctions  qui  ilépemlenl  de  toutes  les  valeurs  d'nne  autre  fonction 

Ici  1*011  suppose  que  la  fonction  considérée  dépend  de  toutes  les  valeurs  de 
plusieurs    fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Porro    ( /*^-)-  "~  [^]  ^""^  l'étoile  variable  1/  Orionis  (Chandier 
2100)  (67^-^:î)^  '  P'O- 

Castclniiovo  (G.).  —  [M-8c,  Q2]  Sur  les  surfaces  algébriques 
donl  les  sections  sont  des  courbes  de  genre  3.  (CgS-^iS). 

Les  surfaces  sont  considérées  dans  un  espace  quelconques^.  L'auteur  trouve 
toutes  les  familles  <lo  surfaces  dont  les  sections  sont  des  courbes  de  genre  3,  cl 
contiennent  un    Mstènic    (y)    (au  moins  ac-)  de  courbes  du  quatrième  ordrr, 
qui   déterminent  sur  la  section  générale  de  la  surface  la  série  spéciale  ^^''.  La 
recherche  analogue  pour   le   cas  des   sections   hyperelliptiques  avait  été  faite 
par    Fauteur   même  dans   un   autre  travail    {/tend,  del  Circolo  mat,  di  Pa- 
Icrnio^  l.  IV).  Les  surfaces  F"   en   question  se  divisent  en  quatre  espèces  sui- 
vant que  dans  le  svslème  (f)  est  contenu  un  système  x-  de  courbes  du  qua- 
trième ordre  et 

,0  de  {;enre  o; 
2»  de  genre  1  au  moins; 
3«  »         j  » 

/.<•  »         H  » 

Il  y   a  enfui  deux  cas  spéciaux  lorsque  la  courbe  générale  de  ("j-)  <e  décnni- 
pose 

(t.  en  deux  «■oni(|ucs; 
b.  en  quatre  drollrs. 

Os   cas   sonl  examinés  successivernenl,  principalement  par  rapport  à  la  n*- 
préscnlalion  de  ces  surfaces  sur  le  plan. 


Toino  XXVI;    i8t)o-()i. 

iyO\'iili'>  {h\).  —  [^  'M  ^'  ^*^sorali.  Notice  nécrolo^nque.  (•)-!}. 

Asrliicri  {T.).    —  |l    |    Kphéniérldos    du    Soleil    et    de    la    Luin» 
pour  riiori/.oii  (!«'    Turin  et  pour  i«S()i.  (j-ij)). 

Chiin  (.)/.).  --  I  ()  4  :,»"  I   Sur  rorlaines  dt-forinalious  des  >urf;u<^s 
r<*j;K'ît's  ('>()-.^  j  ). 

Soirul  0  r.iii;;lc  qi.r  la  dircdiim   positive  de  la  :;<'nrralrice  fait  avec    celle  «!«• 
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la  directrice,  et  9  Tangle  que  le  plan  langent  à  la  surface  fait  avec  le  plan 
osculatcur  à  la  directrice,  p  et  T  les  deux  rayons  de  courbure  de  la  directrice. 
Si  Ton  connaît  ces  quatre  quantités  en  fonction  de  l'arc  v  de  directrice,  la  sur* 
face  est  déterminée.  On  aura  toutes  les  surfaces  réglées  que  l'on  peut  obtenir 
au  moyen  de  déformations  de  la  surface  (p,  T,  9,  0),  en  prenant  des  valeurs 
Piv  T,,  ç,,  0,  liées  aux  premières  par  les  équations 

C0S9,        C0S9 

■        =  » 


P 


6,  =  0. 
Suivent  les  applications  à  des  déformations  particulières. 

Segre  {C),  —  [K6c,  L*86]  Un  champ  nouveau  de  recherches 
géométriques.  Note  IV  {voir  Tome  précédent).  (35-7 1). 

L'équation 

sous  la  condition  que  les  X,  (x,  ...»  soient  réels,  représente  un  système  li- 
néaire d* antipolarités,  et  l'équation 

un  système  linéaire  d'hyperconiques  ou  d'hypcrquadriques  (fondamentales 
des  antipolaritcs).  Dans  le  plan,  on  a  que  les  hyperconiques  forment  un 
système  ex*;  dans  l'espace  les  liypcrquadriqucs  en  forment  un  x*^.  Propriétés 
des  faisceaux  (systèmes  00*),  principalement  par  rapport  à  leurs  éléments  de 
base.  Réseaux  (systèmes  œ^).  Un  réseau  détermine  une  cubique  y  et  deux  cer- 
taines correspondances  liypcralgébriques  Q  et  II  entre  ses  points.  Les  points 
unis  d'û,  lorsqu'il  y  en  a,  sont  les  points  bases  du  réseau,  et  forment  sur  la 
cubique  Y  une  variété  x'  que  l'auteur  appelle  un  fil  cubique,  qui  peut  être 
constitué  d'une  seule  branche  ou  de  deux.  La  correspondance  II  a  toujours  un 
fil  de  points  unis.  Pour  les  (ils  cubiques,  on  a  des  propriétés  analogues  à 
celles  des  correspondances  univoqucs  entre  deux  cubiques  planes,  et  la  raison 
de  cette  analogie  se  trouve  dans  le  fait  que  toute  antiprojcctivité,  composée 
avec  une  antiprojcctivilé  fixe,  donne  lieu  à  une  projectivité.  L'auteur  déter- 
mine aussi  tous  les  fils  cubiques  qui  sont  sur  une  cubique  plane  donnée,  ayant 
un  invariant  absolu  réel;  c'est-à-dire  qu'il  trouve  les  conditions  qui  doivent 
être  satisfaites  par  la  correspondance  û.  Knsuite  il  fait  l'application  des  résul- 
tats précédents  aux  cubicjues  elliptiques  et  aux  cubiques  rationnelles. 

Pastore  (C).  —  [Rl^]  La  loi  de  lloberts  sur  le  quadrilatère 
articulé.  (84-101,  i   pi). 

Démonstration  du  théorème  de  Roberts  :  la  courbe  décrite  par  un  point  lié 
invariablement  à  la  bielle  peut  se  décrire  au  mo^'cn  de  trois  quadrilatères  ar- 
ticulés différents.  Applications  et  obs<^rvations  sur  des  mécanismes  à  point 
fixe. 


>.oi  SKCON'DH  PAiniR. 

Bertini  (E,),  —  [IVI'2]  Sur  quelques  ihéorcmcs  de  la  Géométrie 
sur  une  courbe  algébrique,  (i  18-1 3o). 

Dans  ces  Atti^  t.  XX[V\  M.  Caslelnuovo  trouve  le  genre  maximum  p  d'une 
courbe,  étant  connus  les  nombres  fit  r  d'une  série  g^  (série  x**  de  groupes  de 
n  points  de  la  courbe,  déterminée  par  un  système  linéaire  de  courbes). 
M.  Bertini  après  quelques  propositions  préliminaires,  dont  le  but  est  d*ccartcr 
un  cas  particulier,  donne  une  généralisation  des  propriétés  employées  par 
M.  Castelnuovo  dans  sa  détermination.  Knsuite,  il  applique  les  propriétés  ainsi 
généralisées  pour  obtenir  d'une  manière  plus  simple  le  résultat  de  M.  Castel- 
nuovo et,  pour  faire  l'extension  aux  hyperespaces  de  quelques  théorèmes  de 
M.  Nœtlier  [  Zur  Grundlegung  dcr  Théorie  der  algebraischen  liaumcurven 
{Acad.  des  Se.  de  Berlin^  188a)]. 

D'Ovidio{E,).  —  [Bla]  Nouvelle  addition  à  la  Note  :  Sur  les 
détenu inan Is  de  déterminan /5.(i3i-i33). 

Rétablissement  de  priorité  relatif  à  des  théorèmes  donnés  par  M.  Barbier 
(Comptes  rendus,  etc. y  p.  1845,  t.  XCVI;  iH83)  et  par  M.  Picquet  (/6<J., 
p.  3m,  t.  LXWM;  1X78  et  Journ.  de  lÉc.  Polytechn.,  XLV  Cahier;  1H7H). 

Ovazza  (E,).  —  [Il9c]  Sur  la  résistance  de  frottement  entre  vis 
et  écrou.  ('2i5-'>.35,  1  pi.). 

Valle  {G.).  —  [Fo^]  Sur  un  cas  particulier  de  transformation 
des  fondions  elliptiques.  (:436-f>..'{3). 

i/aulcur  ajoute  quatre  tran>formalions  du  ■^*  ordre  aux  dix-huit  données 
par  A  bel. 

Lovia  {(t.).  —  ['^^A*^!  ^"'^  '^^"^  Iransformalions  rationnelles  de 
It'space  dôlerniinoes  par  une  surface  |j:énérale  du  Iroisirnir 
ordre.   (  '>-.')-y.n()  ). 

iVmr  Iromer  loul<'<  ro««  Ir.insfnrmalions,  rjulour  pa<-io  en  revue  les  roiirl»e> 
«'S^cnlielioinonl  di>liiii;lr«i  OMiiti-iiiif.'-i  il,iii<i  lj  <urface,  qui  p«;u\enl  *er\  ir  roinrnr 
Ci»urbo>  fiMt<ianiiMit.iic>  il'uii  >N^(('ii)e  li<>iiial«'iiiiquo.  Il  tiiuive  .iiii<^i.  <'ii  indi- 
<|uant  par  \  ;jl.  vi  une  lr.iii^r<>nM.ition  il«irit  lc<  >>'>loiiic^  lit»nKiI«ihliquo>  >oiil 
ro-ipootiNonirril  il«*«i  ••r.!:«s  u.-,  : 

L  Ml*  traii'^toi  iiiatiori  r.ili-'iiii'll''  '.  i  •!;•  :,;'iii''  i  avaiil  «l.in^  l'nn  i^l  tlai-.'» 
l'autio  ^■*.[^^.^■   inu-  «  oiii  !•  '  t<>ii  iaiii*  lii.t!-.-   iiiii>]iii- <l:i  "ixu  uiv  •■rill'*  «l  di*  iit-nrc    '•. 

l  i\v  (  '.  I  I  rail  »mKil<-  <!■*  «■  ir-  i,  L'*-  <uili'i«'  •lu  |«r«Minor  -^n-I' m»  ont  vu 
r>iiiuiU!i  uiii*  .  "lî  II  •  ,  .M  j-.  il  .  !i  ;ii'  i.i  ■  "1  !: .'  1  î  >\.-  ^'-ui  ■•  i .  «  î  un  j>-.ir!l 
li\i'  .  I  I  1,'-^  lin   ^'     •■.    (  ^\  *  ■.•.■■::    j-;    .   -l:!..      i      ■;  i    l  ■ '".;  .c^.   ■  l   uii.    •.   lUi  In/ 

ilii   •  I II  ji:i-  III'    «'i   ij  I    I  '.   ■  ,■    «    I  :  •     I 

l   II'-         .  i .  '  I    î,:i    '  ■  «  ■      î.       ;  :     •  ;      :    -  \  ^'     i:  •    ,.   «  :i  <■    in'iiii  ii    n  :l■ 

■^  i.:i  I .  ;  ■..      ^  .  i-  ■.•     1    .  ■   *     •  1        '.'i     '        ...:•'  .1  -l'-'iii'- :   i- 

«•   .      .  :  .       .  ■       :  ■  .•..:■        r  !i  ..:■  ni  '• 
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Une  autre  (3,  5)  rationnelle  de  genre  i.  Le  premier  système  a  en  commun 
une  droile,  une  cubique  gauche  et  deux  points;  le  second  une  droite  triple, 
deux  droites  doubles  et  une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre. 

Une  (3,  6)  rationnelle  de  genre  i.  Les  surfaces  du  premier  système  ont  en 
commun  une  cubique  gauche  et  ont  avec  un  plan  donné  en  un  point  donné, 
un  contact  du  deuxième  ordre.  Les  surfaces  du  système  inverse  ont  en  commun 
une  droite  triple  et  une  courbe  double  du  sixième  ordre. 

Autres  deux  (3,  6)  rationnelles  de  genre  i.  Dans  Tune,  les  surfaces  du  pre- 
mier système  passent  par  trois  droites,  gauches  entre  elles,  et  par  un  point 
fixe,  et  touchent  un  plan  donné  en  un  point  donné;  celles  du  système  inverse 
ont  en  commun  une  conique  triple,  trois  droites  doubles  et  une  cubique 
gauche.  Dans  l'autre,  les  surfaces  du  premier  système  se  touchent  suivant  une 
droite  fixe  et  passent  par  une  autre,  gauche  avec  la  première,  et  par  trois 
points  fixes.  Celles  du  second  ont  en  commun  une  droite  quadruple,  trois 
droites  doubles  et  une  courbe  rationnelle  du  cinquième  ordre. 

Il  n'existe  pas  de  transformations  rationnelles  (3,  v),  v  étant  >  6. 

Peano  (6?.).  —  [02-3]  Sur  certaines  courbes  singulières.  (299- 
3o2). 

• 

Certaines  propositions  de  Staudt  {Geom.  der  LagCy  §  11  )  sur  les  tangentes 
et  les  plans  osculateurs  envisagés  comme  limites  ne  sont  pas  vraies  absolu- 
ment; il  faut  y  introduire  des  restrictions  qui,  dans  le  champ  analytique,  se 
traduisent  par  la  possibilité  du  développement  en  série  de  Taylor.  L'auteur 
donne  trois  exemples  de  courbes  planes  en  traitant  la  question  analytique- 
ment. 

Novarese  {E.),  —  ['^1^]  Sur  raccéléralion  du  2*^  ordre  dans  le 
mouvemenl  rolaloire  autour  d'un  point.  (3o2-3o9). 

DOvidio  (£*.)•  —  L^**^]  ^^^  |3ropriélés  focales  des  coniques 
dans  la  métrique  projeclive.  (339-36d). 

rfOvidio  (£'.).  —  [L*19]  Sur  les  coniques  confocales  dans  la 
métrique  projective.  (42G-437). 

nOvidio  (E,),  —  ['-•*3]  Théorèmes  sur  les  coniques  dans  la 
métrique  projeclive.  (5:>.5-535). 

Jadanza  (yV.).  —  [\8,  T3]  Influence  de  Texcentricité  de  Tali- 
dade  sur  les  vernicrs.  Un  microscope  à  grossissemenl  constant. 
(53G-540). 

UoUi*^Ua(^A.).  —  [Il9c/]  Sur  les  vitessses  de  rondement  maxi- 
mum et  à  vide  des  lurhines.  (;")ii-55o). 
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Ainodeo  (/'.).  —  [Q^]-  Q'iels  [jcuvenl  èlre  les  postulats  funda- 
mcnlaiix  clo  la  Géométrie  projeclîve  d'un  Sr-  {74i-77o)- 

Les  postulats  de  l'auieiir  sonl  de  deu\  cspète».  Il  y  en  a  /■  -1-  1  qui  senenl  i 
ensendrcr  l'espace  S,,  et  trois  i  établir  Id  eoircspondance  entre  les  poinls 
d'une  droite  (dans  <c  sens  pnijeclif  eilncral  )  et  iiiic  variable  Dumêriquc.  Ln 
premiers  sonl  relatifs  !t  l'cxisleiicc  des  points  (éléments  généraui  ).  i:t  1  1' 
délei'tiiïnatîon  de  la  druitc  au  moyen  de  deux  points,  et  du  plan  au  muyen  de 
trois.  Les  trois  derniers  sont  les  suivants  :  l'un  d'eux  c^t  relatif  à  la  formelle 
la  droite  et  dit  qu'un  point  d'une  droite  peut  passer  de  sa  propre  poiitioa  1 
celle  d'un  autre  point  quelconque  de  la  même  droite,  et  cela  en  dcui  dicc^' 
lions  opposées;  dans  l'une  ou  dans  l'autre  direction,  un  puinl  peut  pasfcr  vue 
fois  Cl  une  seule  par  toutes  le»  posiiious  des  points  de  la  droite  et  wïcnif 
au  point  de  départ. 

L'nulrc  correspond  i  celui  d'Archimédc  el  c'est  le  suîviinl  :  Si  l'on  prend  sur 
la  droite  Iniis  points  arbitraires  a,  b„  6,  et  si  l'un  construit  les  groupes  hir- 
ui'iniqucs  ab,b,b.,  ab;b,lri,  ...,  suceessi veinent,  on  a  une  série  de  points 

b,Osbj..., 


^ 
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y   a   toujours  dans  la  série  b^b^b^,..,  un  point  compris  entre/?  et  a  dans  le 
segment  b^pOt  même  si  p  n'appartient  pas  à  la  série. 

Le  dernier  est  le  postulat  de  la  continuité,  qui  sert  pour  compléter  la  cor- 
respondance entre  nombres  et  points  lorsque  les  nombres  sont  des  irrationnels. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Matiiématiquks,  3*  série  (»). 

Tome  XV;  1896. 

Klein  (F,)  (Traduction  L.  Laugel),  —  [V9]  (^)  L'œuvre  géo- 
métrique de  Sophus  l^ie.  (1-20). 

Extrait  de  l'Ouvrage  :  The  Evanslon  CoUoquium;  conférences  sur  les  Ma- 
thématiques faites  au  Congrès  des  Mathématiciens  à  l'Exposition  de  Chicago 
en  1893. 

Cet  article  est  un  lumineux  exposé  de  la  grande  conception  de  Sophus  Lie, 
de  la  théorie  des  transformations  de  contact.  Associé  à  M.  Lie  au  début  de 
ses  recherches,  M.  Klein  était  mieux  préparé  que  tout  autre  à  en  parler  avec 
autorité,  car  il  les  a  suivies  à  un  moment  où  les  idées  étaient,  dit-il,  à  l'état 
naissant. 

Goursat  (E.),  —  [M*5/i]  Sur  le  théorème  de  Salinon.  (20-22). 

Soient  A,  A'  deux  points  quelconques  d'une  cubique  n'ayant  pas  de  point 
double;  par  chacun  de  ces  points  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe, 
non  compris  celle  qui  a  son  point  de  contact  au  point  lui-même.  Soient  P,  Q, 
H,  S  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  A,  P',  Q',  U',  S',  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  A'.  Le  rapport  anharmonique 
des  quatre  droites  AP,  AQ,  AU,  AS  est  le  même  que  celui  des  quatre  droites 
A'P',  A'Q',  A'rt',  A' S',  prises  diins  un  certain  ordre. 

Laurent  (//.).  —  [B3c/]  Sur  les  fonctions  entières.  (23-28). 

Emploi,  au  calcul  des  solutions  communes  à  plusieurs  équations  algébriques, 
d'une  classe  de  polynômes  dont  l'auteur  a  montré  l'importance  dans  la  théorie 
de  l'élimination. 

Pelrovilch  (^V.).  —  [D2ia]  Uu  problème  sur  les  séries.   (58- 
63). 


(')  Voir  Bulletin,  XVII,,  p.  io\\  XIX,,  p.  117;  XX,,  p.  47  et  209. 
(^)  Les  indications  entre  crociicts  sont  celles  de  V Index  du  Itcper toi re  biblio- 
graphique des  Sciences  niathcniatit/ucs. 
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Connaissant  lu  somme  l*{x)  d'une  série 

F{x)  =  9(i)j7-i-9(-2)jr--h...-i-  y(/i)x"-h... 

en  déduire  la  somme  de  la  série 

.,     V       ?(0-^        ''?(:^)j:'        9(3)jr'                   o{n)x'' 
*P{x)- h  I — H  ^'    \-  -h... -h  -"-— y-.'f 

ù  l'aide  des  intégrales  définies. 

Calinon  {A,),  —  [O^y^]  '-«c  ihcorèrac  de  Gauss  sur  la  courbure 
(63-65). 

Simplification  de  détail  dans  la  démonstration  d'un  théorème  classique. 

Balilrand  (F,),  —  [Klo6]  Déicrminalion  des  points  d'înnexion 
dans  le  développement  de  la  section  plane  d'un  cône.  (05-68). 

L'auteur  propose  ici  deux  <lémonstrations  qui  lui  ont  semblé  exemples  de< 
défauts  signalés  par  M.  Carvallo  {Xouv.  AnnateSy  p.  42|;-.'|3 î  ;  i8cj4)  dans  les 
démonstrations  géométriques  données  pour  la  recherche  des  points  d'inflexion 
dans  le  développement  de  la  section  plane  d'un  cône. 

Cojvcociis  DES  «  Nouvelles  Aivnales  »   pou  a  189(5.  —  (loj-ioj). 

Innovation  excellente  à  tous  égards  et  de  nature  à  stimuler  le  zèle  des  étu- 
diants. Le  Concours,  ouvert  exclusivement  aux  abonnés,  donnera  dr(»it  au  lau- 
réat à  un  choix  important  d*<)uvrages. 

La  question  de  ce  premier  Concours  se  rapporte  à  des  propriétés  du  poly- 
nôme l''(.r)  du  '{'  degré  el  do  sa  dérivée  F'(J')  et  du  quotient  V'-\  V, 

Ces  propriétt's  ont,  depuis,  élé  généralisées  tians  r//i/t'/'meV/£rti/*f  des  Afathi- 
maticieiis  pour  iSc^fi  (i^Uiesl.  I)i8). 

Ilunvitz  (^1.)  (Tradurlion  L.  Lau:::^!).  —  [A3f*]  Sur  les  condi- 
tions sous  lc.s(|u<'llc.s  une  ('([nation  n'adni(!l  que  des  racines  à 
parlic  r(!'cll(;  ni''<;alivc.  (  io<S-i •>()). 

La  ^é•^<>l^lioll  de  celle  <|iir<li»Mi  d'.iprès  les  niiHlKiiles  de  Sturni,  LinuNilli-, 
(Àiii(*hy  et  lleniiite,  ne  préseiile  aueuiie  diflieuilé  de  principe,  mais  l'auteur  a 
dt'.siré  exposer  hr  reMillal  de  ses  reelierehes,  parce  (jue,  s(»u-i  ^a  f«>ime  >iiiiplf 
el  eonnnode  dans  les  a|)pli<Mlioi)S,    il  olVie  peut  être  un  certain  intérêt. 

Appell  (/^.).  —  ['-1  ^^ucl(|ucs  exemples  de  s(  ries  donhlenieiil 
p(''^io(ll(pIe«^.   (  I  •>.()-  I  •>()  ). 

L'aiih'iii'  doiiin'  de*.  e\iin|>li'>  de  ec>  s  nlo  d«'  ^  lie-  <|iii  "nul,  nu  n»-  -«ml  pas, 
d(  s  l'oiM  t  loi)»  elli|)(i<|ii(  ». 

(loiiiii..siM)M>\.N<  I. .  -  M.  M ;i 1 1 lii id  I  j'Allai I  d  iim*  Lellre|:  Noie  mj!" 
I  inl(';L;ralio!i    d  iinr   ecil.iiiH'  («pialioii    diilt  ri-nlirilc.  i  i  jo- i  J  i  •. 
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Laisant  (C-A,).  —  La  Bibliothèque  malliémalique  des  Iravail- 
leurs.  (142-145). 

L'idée  première  de  cette  utile  collection  est  due  à  M.  Lémeray  qui  l'a  pro- 
posée au  Congrès  de  Caen  (iSg'i).  Accueillie  avec  la  plus  vive  sympathie  par 
les  mathématiciens,  la  Bibliothèque  s'est  rapidement  organisée,  sous  la  dircr- 
tien  de  M.  le  D'  Hulmann,  à  Paris,  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  Tinstalla- 
lion  à  son  domicile,  4»  rue  de  la  Cure. 

En  juillet  iHgS,  elle  comprenait  déjà  63o  volumes;  elle  en  compte  aujourd'hui 
plus  de  mille,  provenant  surtout  de  dons  volontaires. 

Cette  Bibliothèque  rend  journellement  les  plus  précieux  services  à  nombre 
de  ses  correspondants. 

Andoyer{U,),  —  [L^lTa]  Sur  l'intersection  de  deux  quadriques. 
(153-173). 

Résolution  complète  de  celte  question,  exposée  ici  en  tous  détails  à  l'inten- 
tion des  candidats  à  l'Agrégation. 

Sée  (^.).  —  [08rf]  Théorème  de  Géométrie  cinématique.  (lyS- 
>74). 

Un  plan  se  déplace  en  restant  tangent  à  une  surface;  pour  une  quelconque 
de  ses  positions,  sa  caractéristique  passe  par  le  point  où  il  touche  celte  sur- 
face. 

Tannenberg  (  W.  de),  —  [R7ap]  Équation  du  mouvement  d'un 
point  matériel  sur  une  surface  quand  on  tient  compte  du  frotte- 
ment. (201-207). 

L'auteur  vérifie  ses  résultats  sur  une  application  traitée  par  M.  A.  de  Saint- 
Germain  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  {Recherche  du  mou- 
vement d* un  point  matériel  sur  une  surface  dépolie,  p.  223-229;  1892). 

Fouché  (Af-)'  —  [C2A]  Sur  la  définition  de  l'intégrale  définie. 
(207-215). 

L'auteur,  s'appuyant  sur  la  considération  des  ensembles,  parvient  à  établir 
qu'une  fonction  est  intégrable  si  l'on  peut  parlaj;er  l'intervalle  de  variation 
en  un  nombre  fini  d'intervalles  dans  chacun  des<|uels  la  fonction  est:  1°  tou- 
jours croissante  ou  toujours  décroissante;  2"  ou  finie  et  continue. 

D^Ocagne{M,),  —  [L'9a]  Sur  les  segments  de  coniques  limités 
à  une  normale.  (21 5-2  17). 

Dans  l'ellipse,  une  corde  MV,  normale  en  M,  limite  avec  la  courbe  une  aire 
minimum  lorsque  la  corde  rencontre  le  grand  a\c  sous  un  angle  de  4V'- 

Klein  (F.)  (Traduction  L.  Laurel).  —  [h8r[ï]  Sur  le  mouve- 
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ment  dUin  corps  grave  de  révolution  suspendu  par  un  point  de 

son  axe  (der  Krclscl)  (2i8-2'>>o). 

Simple  remarque  ayant  Irait  à  la  si mpl incation  des  formules  de  repn'scnla- 
tion  du  mouvement  do  rotation  par  l'emploi  de  substitutions  linéaires  uninio- 
dulaires. 

Cette  courte  observation  est  suivie  d'une  addition  bibliographique  (a2o-a-jj) 
sur  la  littérature  du  sujet. 

Bickmore  (C.-E.),  —  [II]  Sur  les  fractions  décimales  pério- 
diques. (222-227). 

RectiHcations  et  compléments  à  un  Tableau  des  facteurs  de  10"—  1  ôr'jk 
publié  en  i855  dans  les  Aouv.  Annales  par  le  D'  Looff.  L'auteur  y  a  décou- 
vert quelques  erreurs  et  il  résume  ici  le  fait  de  ses  propres  rechcrcbos  el  de 
celles  de  divers  autres  calculateurs,  Kcuschie,  Slianks,  Kcssicr.  La  question,  Irés 
difficile,  est  encore  très  incomplète,  car  il  y  a  dans  la  liste  des  nombres  10"— 1. 
de  71  =  I  à  /i  =  100,  une  grande  quantité  de  termes  de  plus  de  ij  ou  i5  rliiirrc<. 
dont  il  est  actuellement  impossible  de  dire  s'ils  sont  ou  non  premiers. 

Astor  (A.).  —  fl^'^o]  Sur  le  nombre  des  périodes  d'une  ibnc- 
liou  uniforme  (227-232). 

Démonstration  basée  sur  celle  du  théorème  ainsi  énoncé  :  «  fc)tant  données 
n  —  I  fonctions  linéaires  de  n  variables  a:,,  x,,  ...,  a:„,  on  peut  rendir  *iépa- 
rément  chaque  fonction  inférieure  en  valeur  absolue  à  une  quantité  quel- 
conque dcmnée  par  des  systèmes  de  valeurs  entières  des  variables  ne  s'annu- 
lant  pas  toutes  en  même  temps. 

Aiitonne  (A..).  —  [CW^]  Sur  une  diirérciiliclle  exacte.  ^'i.>>- 
2:56]. 

DéNoloppcmciU  d'un  exercice  sur  l'emploi  des  co«»nloniiccs  homogènes  daij> 
l'espace. 

Bord  (/-.).  —  [K7A'i|  rtcrnarcjue  sur  les  problùiurs  do  forces 
ce u l ra les.  (  •.> . W i- :>. . > 8  ) . 

L'aulciir  iiionlrc  |)nuri|uoi  l«'S  cquîilioiis  (ir>  prolilèim'-*  de  foict-s  ceiilrairs 
sont  cil  (léfaiil  duti>  le  cas  où  le  rnouvenieiit  a  lieu  >ur  un  ccrcl»-. 

C(>iiur.siM).M)\.N<;i:.  —  M.  Maiinliciiii  [l'extrait  (riinc  Lt'llrc  |  :  Wr- 
claiiialion  do  priorili'  au  sujet  de  la  |)i()j>rirh't  des  c('iilr<'>  <ir 
courhuiT  (ruiic  ('j)i('Ncl()ï(l<'  roulaiil  >\\v  une  dioilc.  (  ».  \.)  •. 

lui Jfy  [  [j.\.  —  |(]tî/|  l  ne  Leçon  sur  la  niélliodc  de  <|uadialiire 
de  (iaus>.  1   >.  j«)-  >.<)  >  1. 

<aI  ariicle,  .1  piujn»^  trmn-  i{iie>li<>ii  de    (luiviHir*-   d' \:;ii  .;.ilif«i.  c-l  iji-luir  .1 
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présenter  avec  détails  la  méthode  de  Gauss  pour  le  calcul  d'une  intégrale  dé- 
finie, et  à  traiter,  d'après  l'analyse  de  M.  Markoff,  une  question  importante, 
laissée  de  côté  par  Gauss,  de  trouver  la  limite  supérieure  de  l'erreur  commise 
quand  on  applique  sa  méthode. 

Stoujff  {^')-  —  [F8/]  Sur  une  applîcalion  des  fonctions  ellip- 
tiques. (262-266). 

Dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  on  suppose  que  a&'  =  a'+c^.  On 
demande  de  trouver  les  lignes  de  cette  surface  qui,  en  chacun  de  leurs  points, 
sont  tangentes  aux  diagonales  du  rectangle  des  axes  de  Tindicatrice  de  ce 
point. 

Duporcq  {E,),  —  [M'66]  Quelques  propriétés  des  biquartiqucs 
gauches.  (266-2^0). 

On  «ait  que  toutes  les  quadriqucs,  qui  passent  par  sept  points  quelconques 
de  l'espace,  renferment  un  huitième  point  fixe.  Il  en  résulte  que,  à  sept  points 
arbitraires  d'une  biquartiquc  gauche,  correspond  un  huitième  point  de  cette 
courbe.  L'auteur  se  propose  de  mettre  en  évidence  quelques  propriétés  de  ces 
groupes  de  huit  points  réciproques. 

Teixeira  (C).  —  [D16]  Sur  le  développement  de  »r*  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  du  sinus  de  la  variable.  (270- 

274). 

Vérifîcation,  par  une  méthode  élémentaire,  des  formules  que  l'auteur  a  éta- 
blies dans  un  article  sur  le  même  sujet,  public  dans  le  Journal  de  Crelle^ 
fuchs  (t.  CWI,  p.  i4),  mais  basé  sur  la  théorie  des  intégrales  prises  entre  des 
limites  imaginaires. 

D'Ocaf^ne{M.).  —  [L'  106,  c]  Sur  les  cordes  normales  à  la  pa- 
rabole. (274-281). 

Solution  de  divers  problèmes  relatifs  aux  cordes  normales  à  la  parabole. 
Rappel  d'un  résultat  déjà  énoncé,  p.  ai5. 

(^ORREsro^DA:NCE.  —  M.  M.  (Paris)  [flxtrail  d'une  Lettre]  :   Note 
additionnelle  à  Tarticle  de  M.  d*Ocagne  (p.  21 5).  (281-282). 

Bourlet  (C).  —  [ISof^]  Sur  les  nombres  parfaits.  (297-312). 

Le  présent  Travail  ne  renferme  pas  de  résultats  absolument  nouveaux,  mais 
les  démonstrations  de  l'auteur  empruntent  un  certain  intérêt  à  la  C(»rrélation 
qu'il  a  eu  soin  d'établir  entre  les  propriétés  des  nombres  parfaits,  des  nombres 
abondants  et  des  nombres  délicients.  L'importante  question  de  Icxistenee  non 
encore  démontrée  de  nombres  parfaits  impairs  est  iii  examinée  avec  quelques 
détails. 

Dumont  (A'.).  —  [M'-!^/]  Théorème  sur  la  détermination  d'une 
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surface  du  Iroisiènic   ordre  générale   par  sa   licssienoe.  (3i2- 

3.7). 

Étude  (le  la  question  ainsi  énoncée  :  Une  surface  du  4*  ordre  à  dix  points 
doubles,  sommets  d'un  pcntaèdrc,  étant  donnée,  peut-elle  être  la  hcssienoc 
d'une  surface  ou  de  plusieurs  surfaces  du  troisième  ordre? 

Damant  (F,),  —  [M-3/>]  Sur  la  représealation  de  la  surface  cii- 
biqiic  générale  sur  un  plan.  (3i8-325). 

Si  JT,  Xj  -,  /  dêsigncnl  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface,  X,  Y,  Z  le* 
coordonnées  homogènes  du  point  correspondant  du  plan,  les  formules 

0?  _  ^  __   z  __   t 
F  ~  Ô  "■  Û  ~  S  ' 


où  P,  Q,  H,  S  représentent  des  fonctions  homogènes  en  \,  Y,  Z,  traduisent 
deux  modes  de  représentation  (c,  1),  celui  de  Reye  si  elles  sont  du  3*  degrr, 
celui  de  Salmon  si  elles  sont  du  4*. 

L'uuteur  montre  qu'il  existe  des  modes  de  représentation  (i,  1)  de  la  surface 
cubique  dans  lesquels  les  fonctions  F,  Q,  R,  S  sont  d'un  degré  supérieur  à  '\  et 
qui,  cefteiulunl,  ont  une  définition  géométrique  simple. 

Lémeray  {E,-M.).  —  [01a,  H12aa]  Sur  la  dérivée  des  fonc- 
lions  inlerpolécs.  (3i43-3i>.-). 

Expression  de  celte  dérivée  mise  sous  forme  symlndique,  en  utilisant  une 
relation  que  Tauleur  a  fait  connaître  dans  V Intermédiaire  des  Mathémati- 
ciens, Question  7SS. 

Klein  (F.)  (Traduction  L.  Lait  gel).  —  [D2^/]  Sur  une  rrpn'*- 
senUiliou  géométrique  du  dévcloppeuienl  en  Iraclion  continue 
ordiuain;.  (3:>.7-.^3 1  ). 

Description  vl  ron«.lrurli(m  de  ronl<uirs  ou  cnradrements  polygonaux  qui 
rcpn'senteiil  les  rétluilcs  successives  d'une  fraction  continue  et  peuvent  ser\ir 
à  illustrer  cl  à  >iniplilicr  la  llicorio  des  formes  (|uadruli(|ues  du  type 

dont  le  (iis<  riiniiiaiil  h-  —  \(ic  n'est  pas  un  nombre  carré  parfait. 

ihicdifi  {  IL).  —  [Kli<'/]  Sur  une  c|ueslion  d(î  (iéomélrie,  rela- 
li\(' aux  pol  vrdrcs.  (^.>.)  1-.).)  |  j. 

I/.iiih'iir  SCSI  jn(>|i(i<i(-  l«'  probiriiir  ^cncial  >ui>,inl  :  <»  l'.tanl  donnes  diiiv 
[iuI\r(|i('N  ctiiii valciilo,  p»Mit-on  loujours  d<coinj»o"»(r  l'un  d'eux  on  nn  nombre 
fini  «le  poix  nlrr-.  <jui,  a-^einblés  (rime  nianii  re  dilVérenle.  rer«»nslituenl  le  sc- 

rnllM     [im|\  ttllT?    •> 

La  r(|'"»n-('  f-^t   iici^al  l^  <".  «"1   «'nir.ilni'  i.i  n<ci»".||r  i|c  \,\  <|«'i  ■•nipiisii  inn  rn  »lc 
nniilv   iiiliiiiiiH  lit    ixlil-.. 
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Concours  de  iSqG.  —  Ecole  Normale  supérieure;  Ecole  Polylech- 
nique.  (SS^-SSq). 

Laurent  {II»)'  —  [1^2]  Exposé  d'une  lliéorie  nouvelle  des  substi- 
tutions linéaires.  (345-365). 

Préliminaires.  —  Des  fonctions  de  subslilulions.  —  Décomposition  d'une 
substitution  en  facteurs  primaires.  —  Equation  caractéristique.  —  Fonctions 
rationnelles  (Fune  substitution.  —  Substitutions  de  déterminant  nul.  —  Pivots 
d'une  substitution.  —  Substitutions  échangeables.  —  Substitutions  quasi-échan- 
geables. —  Forme  remarquable  que  peut  prendre  une  substitution  quelconque. 

Gutzmcr  {A.)  (Traduction   L.   Laugel).   —   [Fie/]  Remarque 
sur  la  formule  tliêta  de  Jacobi.  (365-36y). 

Simplification  à  la  démonstration  de  la  relation  fondamentale  qui  a  lieu 
entre  les  produits  de  quatre  fonctions  thêta. 

Fontené  (G.).  —  [r*6/]  Sur  un  cas  remarquable  de  la  projection 
gauche.  (369-372). 

Commentaire  à  des  articles  de  Transon  et  de  Hirst  précédemment  publiés 
dans  les  Nouvelles  Annales  (iSGj  et  1866). 

Jamct  (  F.).  —  [Eo]  Sur  les  intégrales  de  Fresnel.  (374-376). 

Examen  et  résolution  d'une  difficulté  qui  se  présente  habituellement  dans 
les  démonstrations  relatives  à  la  détermination  des  intégrales 


'      sin-i-f/v,  /      cos-v^cfv. 

0  '^  7o  2 


Boulanger  (/!•).  —   [K23rt]   Sur  la    perspective    des  arcades. 

(376-377). 

Note  sur  une  propriété  des  cordes  communes  aux  perspectives  de  deux  co- 
niques situées  sur  un  môme  cùne  du  second  degré. 

Co^couRs  DK  1896.  —  Concours  général;  Agrégation  des  Sciences 
mathématiques;  Ecole  centrale.  (38i-388). 

Mînkowski  {11.)^  —  [Illf>]  Sur  les  propriétés  des  nombres  en- 
tiers qui  sont  dérivées  de  Tintuition  de  l'espace.  (393-4o3). 

L'au'.eur  s'est  proposé  de  parler  de  la  configuration  géométrique  qui  a  avec 
les  nombres  entiers  la  relation  la  |)lus  simple,  c'est-à-dire  le  réseau  des 
nombres,  formé  de  renscmbic  des  points  jf,  y%  z  de  l'espace  pour  lesquels  x^ 
y\  z  sont  des  nombres  entiers,  x^  y,  z  désignant  des  coordonnées  rectangu- 
laires habituelles.  La  substance  de  relte  (-(uiiniunication  au  Congrès  mathéma- 


aiï  SECONDE  CAHIIE. 

liqae  de  Cbifaga  til  U  rcproduciion,  ea  kurs  puriii^t  priacipatM,  de  i|««1q>n 
TiUatuti  dr.  rOurrage  du  mtme  «utear  :  Geameirù  der  Zahlen,  dool  il  a  l'i' 
rendu  cumpic  ici  (p.  aS-So,  >^7). 

Mangeot  {S.).  —  [M'^f,  M'2/]  lïtude  analytique  de  la  ^vrn,'- 
Irie.  (4o.1-4aG). 

Ri'gic;  pmiqiii^  IHinr  la  recUi-rclir  des  *xcx  de;  rourWi  |>l*ne«  al^^briqnH. 
—  Rikluctïon  ifir  l'tqDltïon  d'une  cuurbe  qui  a  des  i\ci.  —  Sur  f>  ûHamnU'vit 
des  ptio;  de  «yiiiËtrie  de;  «urfio»  algébriques.  —  Mélhtidet  praliqun  pour  II 
recherche  des  plans  de  sjriniïlrîe  dei  surfaces  du  3*  et  du  ï*  ordre.  —  Sur  un 
moyen  do  reconnallre  si  une  surface  du  J*,  du  4'  on  du  h'  onire  c;t  di:  rc<"* 


iti 


r 


Brocard  (G.).  —  [1*^/]  Sur  la    Lraiisrarmauon   liomograplit(]( 
tics  propriétés  métriques  ilcs  Heures  pluncs.  {^■Àfi-ii:i). 

ï>imoùavat\on  et  application  dr  la  prnpoMiioa  snÎTnale  : 

Si  par  le  snmmet  C  d'un  triangle  AltC,  on  m«nc  une  droite  isoir 

droite  isotiiiniqiie  de  l'autre  droite  isotrope,  oes  droites  forment,  avn;  ItscAléi 

du  Irisnglc  issu»  du  sommet  C,  un  r^isteau  dont  te  rapport  anbannoniqur  c<i 

CojuiEspOKDiaKE.  —  M.  M.  (Paris),  [txlrail  d'une  Lcllre].  {ih- 
434). 
D£moiist»lio)i  géoHitlriqiie  de  quelques  pFOfMHitions  établies  analtti'iiK- 


Voî:1  (//.).  —  [BlOi]  lléduclîon  simultanée  de  deux  forme* 
quadratiques  de  trois  varialiles  à  des  formeâ  canoniques.  Aj>- 
plicnlion  à  l'éinde  d'un  svslème  de  deux  coniques.  (44'-4''9,'- 

Les  méthodes  exposées  par  M.  Darboux  {/.  de  Liouville,  iS~\)  pour  le  ci» 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  se  simptilient  par  l'application  d'un  Kiil 
d^  t«uïi  principes  l'irt'^u'it  s'agit  de  deux  formes  quadratiques  à  lroi«  i'- 
riahles.  C'est  l'objet  du'  présent  Travail  où  il  est  fait  emploi  de  la  mcibiidr 
liBsce  sur  les  propriéléa  de  la  forme  adjointe  d'une  forme  quadratique. 

I'remif.h  Cnacorns  des  «   INouvelles  Ansales    »  rouR    1897.  — 
(,j8ç,-4[|.). 
Le  sujet  '■j:  rapporte  i  l'établissement  des  prupricLés  fondamcntatei  des  l«a^ 

Apppll  (P.).  —  [M'8/']  Exercice  sur  les  courbes  de  direction. 
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Laguerre  a  appelé  courbes  de  direction  les  courbes  algébriques /(x,  y)  =  o 
telles  que  les  cosinus  directeurs  de  la  langenle  en  un  poiiil  {x^  y)  puissent 
cire  exprimés  rationnellement  en  fonction  de  x  cl  y. 

L'auteur  se  propose  d'indiquer  un  moyen  de  déduire  d'une  courbe  de  direc- 
tion une  infinité  d'autres  courbes  de  direction. 

Burali-Forti  (C).  —  [C'^A]  Sur  la  définilion  de  rinlégrale  dé- 
lin  ie.  (/jgrVjOii). 

Reprenant  la  méthode  employée  dans  un  précédent  article  (p.  207)  par 
M.  Fouclié,  pour  la  démonstration  de  deux  théorèmes  connus  sur  l'existence 
de  l'intégrale  dénnie,  l'auteur  se  propose  de  la  simplilier  encore  et  de  la  géné- 
raliser, ainsi  que  d'ailleurs  l'a  fait  connaître  M.  G.  Peano. 

Lognon.   —    ['36]    Généralisation     de    la    formule  de  Wilson. 

(5o3). 

La  formule  «le  Wilson  c>t  /i  !  -h  1  =:  ( /i  -+-  i)e,,  si  /i  -4-  1  est  premier  La  gé- 
néralisation ici  établie  est  (/i  !  )*"^' -h  (— i)*"^^  =  (/i -h  i  )e4^,. 

Fabry  (^t! ,),  —  [''^^'^]  Sur  les  intégrales  de  Fresnel.  (5o4-5o5). 

Simplification  de  la  démonstration  exposée  (p.  S^i)  par  M.  Jamet. 

Gravé  {D.),  —  [t)3]  Sur  le  problème  des  trois  corps.  (53--547). 

L'auteur  considère  le  système  classique  de  douze  équations  fondamentales 
du  premier  ordre,  puis  la  transformation  proposée  par  M.  J.  Bertrand,  et  il 
cherche  ensuite  à  résoudre  la  question  de  trouver  toutes  les  intégrales  des 
é(]uations  de  M.  Bertrand  indépendantes  de  la  loi  des  forces.  Il  arrive,  en  dé- 
finitive, à  reconnaître  que  les  équations  de  M.  Bertrand  n'admettent  pas  d'in- 
tégrales indépendantes  de  la  loi  des  forces  autres  ({ue  celles  qui  sont  déjà 
connues. 

Lémeray  {E ,'i\l ,).  —   [A3/,  G6r]  Sur  les  racines  de  Téquation 
X  =^  a^  (5^8-556). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  les  racines  de  l'équation  x  —  a'  sont 
les  valeurs  vers  les(|uelles  convergent  certaines  e\|>ressions  <léjà  étudiées  dans 
sa  communication  au  Congrès  de  Hoi'd«*aux  (>^^tp)  «ïur  les  fonctions  itératives. 

Delix  {P')'  —  Concours  d'admission    à    TEcoIe   Polytechnique 
en  1896.  Solution  de  la  qtiestion  de  Mathématiques.  (556-56()). 

Propriétés  de  l'intersection  d'un  rône  et  d'un  certain  conoïdc. 

Duporcq  (E.).   —   Solution   du   problème   proposé  en   1896  au 
Concours  général  de  Mathémaliques  spéciales.  (566-5- 1). 
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9t4  SECONDS 

A  partir  de  i8g6,  le  Jenrael  ■  publié  les  i^nonci^<i  des  i|iie«ti«n«  d'AMiVM, 
de  Héetniqae  et  d'AatroDomie  proposées  aiii  extoncns  de  Licence  i-s  SrirncF* 
mitliématiqne*  i  Parti  et  dtn«  dilTArenlct  Univcrsilés  de»  d^jiitrienicMil*,  > 
qnelqaei  iodleellMi* MunmaiiM  ponr  It  rÉaoluiian  de  la  plupart  desquntioiUÉ  . 

CelU  partie  do  Jonrnel  ae  tient  p«l  moins  de  i3i  pages. 

Le*  iDoocii  eont  ccuk  de*  Scmioh  de  juilfel  1895,  novembre 
1896. 

Vme  place  étendue  a  égnlemeot  été  iltribnée  à  ta  paUtaMlm diqi 
retondre  et  t  l'inieition  de  lenrt  aolntioni. 

Voici  donc  le»  f/ouinille*  AntiaUt  da  KatkémaUqmi  nitmam»  ■■  jaw—l 
de  problèmes,  eomne  an  tenipt  de  Terques,  et  Jaaqao  tbti  ifKS,  OII  U  pro- 
'  blême  fat  abiolnroeal  délaitsé;  mali  actuellement  ellM  pntnlMMt  •«•if  t^ 
pgné  le  lernio  perds  et  avoir  r^ri»  le*  tradliiou  qal  anlMt  Mt  tmt  vSlé- 
brité.  Il  cet  i  prévoir  que  cette  ntile  isBovation  exercera  la  pln«  heiewae 
laBnence  lur  le  progréa  de»  éiadei  qui  le  rapportent  t  la  préparation  det  ean* 
didau. 

ExBKaCBS. 

Brocard  (//•}•  —  Solution  de  U  qneation  1406'  (g^-g^)- 

Développemenii  amenant  t  prétnmer  qna  o,  1,  6  font  let  aesia  oombran 
triangnlaire»  dont  le*  carré*  taleat  triangutaîret. 

Gallucci.  —  SolutîoD  de  la  queslion  1554.  (96-97). 

x,j',  •  étant  troll  nombrei  poiilib)  ù  m+y  +  B^i,ii»* 

Foucart  {£.)•  —  Solution  de  la  queslion  1635.  (97-98). 

Propriété  de  la  lemniscate  de  Beraoulli. 
Foucart  (£*.).  —   Solutions  des  questions  1638  el  1639.  (i45- 
i46). 

\%a  de  cardiulde».  Propriété  d'une 

Foucart  {£.).  —  Solution  de  la  question  16ii.  (146-147)' 

Prupriéiè  de  l'iotersectioa  d'une  hyperbole  équilatére  el  d'uoe  circonférence 

particulière. 
M.  Mannlieim  en  a  doané  (p.  ago-igi)   une  démonstration  géométriqne,  et 

M.  Servais  (p.  37ij-38o)  une  généralisation. 

Foucart  {E.).  —  Solution  de  la  queslion  164i.  {t^'j)- 

Proprliïié  des  angles  suus  lesquels  une  normate  à  U  parabole  rcoconire  cette 
courbe  ei  son  axe. 

Voir  aujsi,  p.  3if,  une  remarque  relative  à  cctle  inieslion. 
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Foucart  {£.).  —  Solution  de  la  question  1645.  (i48). 

Propriété  de  la  lemniscate  de  Bernouili  et  d'une  certaine  hyperbole  équila- 
lére. 

DroZ'Farny  (/!.).  —   Solution  de  la  question  1658.  (i48-i5o). 

Propriété  du    triangle.   Construction    d*une   certaine   circonférence  qui  est 
tangente  au  cercle  des  neuf  points. 

Droz-Farny  {A,),  —  Solution  de  la  question  1659.  (i5o). 

Propriété  d'une  conique  et  du  cercle  orthoptique  de  cette  conique. 

DroZ'Farny  {A.),  —  Solution  de  la  question  1665.  (i5o-i5i). 

Propriété  d'un  certain  triangle,  d'être  homologique  à  un  triangle  donné. 

DroZ'Farny  (A ,).  —  Solution  de  la  question  1668,  (196-197), 
Propriété  d'une  corde  focale  dans  la  parabole. 

DroZ'Farny  {A.).  —  Solution  de  la  question   1669.  (»97-i98). 

Autre  propriété  d'une  corde  focale  dans  la  parabole.   Voir  aussi  p.  4*^7-439* 

Tzitzéica  (C).  —  Solution  de  la  question  1670.  (198-199). 

Question  de  limite  ayant  trait  à  la  construction  du  cercle  osculateur  en  un 
point  d'une  courbe. 

Tzitzéica  (G.),  —  Solution  de  la  question  1671  (247  248). 

Propriété  des  coordonnées  des  centres  de  courbure  des  développées  succès- 
sites  en  un  point  d'une  courbe. 

Brocard  {U.).  —  Solution  de  la  question  662.  (284-288). 

Démonstration  de  formules  dues  à  Grunert,  exprimant  le  sinus  et  le  cosinus 
du  quart  de  la  surface  d'un  quadrilatère  sphérique  inscrit,  ayant  a,  6,  c,  d 
pour  côtés. 

Brocard  {H,).  —  Solution  de  la  question  1032.  (288-290). 

Question  d'Analyse  indéterminée  qui  revient  à  proposer  de  rendre  carrés  à 
la  fois  j;  -t- 1,  xy  h-i,  xy"^-^  i. 

Mannheim  (A,)  et  Barisien  (E.-N,). —  Solution  de  la  ques- 
tion 1674.  (292-293). 

Problème  sur  tes  cercles  tangents  en  un  même  point  à  une  conique  donnée. 


2i6  SFCONDIî  PAKTIK. 

IJarisien  (/i.-j\,).  —  Solution  de  la  queslion  1701.  (•Mji), 
Lieu  gcomélriquc  dans  le  limaçon  de  Pascal. 

Barisien  (E.-IV,),  —  Solution  de  la  question  1702.  (2()5). 

Triangles  orllioceutri(iues  inscrits  dans  Tliypcrbole  cquilalére. 

Dupovcq  {E,),  —  Solution  de  la  queslion  1707.  (339-34 1). 
Ilclalion  entre  deux  caustiques  réciproques  par  rapport  à  une  courlM*. 

Dupovcq  {E,),  —  Solution  de  la  queslion  1708.  (34 1-342). 

Propriété  des  podaires. 

Audibert.  —  Solution  de  la  question  1718.  (343). 

Intégrale  prise  le  long  d'un  contour. 

Brocard  [IL).  —  Solution  de  la  queslion  138t.  (388-389). 

Propriété  du  triangle  inscrit  dans  Thyperbole  équilatcre. 

Brocard  {II,).  —  Solution  de  la  queslion  li07.  (389-390). 

Induction    en    faveur  de  l'existence  de  groupes  de  cinq  impaii*s  consécutif:» 
dont  quatre  sont  des  nombres  premiers. 

Brocard  {II.).  —  Solution  de  la  question  1498.  (390-392). 

(irnrralion  d'iinr  rcrlaiiie  loroïtle. 

Droz-Fainy  {A.).   —   Solution  de  la  question  1(>GG.  (434-4'^7)- 
Soiiilions  aiiuiylitiue  cl  géométrique  d'une  question  relali\e  à  des  cercles. 

J>roZ'F(irnv  {A.).  —  Solution  de  la  (jiieslion  1679.  (43()). 

Li«Mi  uj-ium'lriquc  r<*lalif  à  des  c«)ni(|urs. 

l)roz  F(ir/iy  (A.).  —  Solution  de  la  question  1081.  (485). 

<hi;irh<iu«'    iiiii«iir-s;ilc    nblciuir    coinnie    lit'n    j^éoinélriquc    relalif    à    des    co- 

IIKpICS. 

l)/(>z-I''(i//f\   [    i .).     -   Soliilioii  (le  la  (jucsllori  l()8i.  (^S()i. 

Liru  i;.<>riiil  I  i.jnc  nl.ilif  .iiix  roniiiurs  in<.riilc^  d,\u<  un  <iu.ulril,ittir. 
I,a  (i('(K'iih' .  Soliilion  de*  1.»  (|ue<rh»ii   17  ii.  (  .'».Wi  ;. 

l  ..n-(i  ml  i"ii   hI.iIiv'    .i    mir  •  ii\  «I-'l'Cr. 
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Audibert,  —  Solution  de  la  question  1706.  (576). 

Hypocycloïde  à  quatre  rebroiissemcnls,  ou  aslroYde,  déduite  de  rcllipsc. 

Barisien  {E.-N,),  —  Solution  de  la  question  1709.  (577-582). 

Enveloppe  et  lieu  géométrique  relatifs  à  des  cercles  et  à  des  axes  radicaux. 

H.B. 


COMPTAS  UENDUS  hkbdo&iadaires  drs  skancks  de  l'Acadkuib  dks  Sciencks. 

Tome  CXXI;  1895  (»). 

Picard  {Em.),  —  Sur  une  classe  étendue  d'équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  dont  toutes  les  intégrales  sont  analy- 
tiques. (i2-i4). 


Soit 


a. 


âx" 


à"  z 


ôx"-*  dy 


a 


d'*z 


m-\ 


dx  dy*  ' 


d'*z 


une  équation  linéaire  d'ordre  /i,  où  les  termes  d'ordre  n  sont  mis  en  évidence 
et  où  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  x  et  ^.  On  suppose  que, 
dans  une  certaine  région  U  du  plan  {x^y),  les  caractéristiques  soient  imagi- 
naires, c'est-à-dire  que  l'équation  en  X 

rt„X"-f-a,X''-'-h  a, >»"---+-. .  .-4-    —lYa^—  o 

ait  toutes  ses  racines  imaginaires  ( /t  étant  alors  nécessairement  pair). 

Dans  ces  conditions,  toute  intégrale  de  l'équation  différentielle,  bien  déter- 
minée et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  n  premiers  ordres  dans 
une  région  du  plan  contenu  dans  H,  est  nécessairement  une  fonction  analy- 
tique de  X  et  y. 

Une  pareille  proposition  parait  au  premier  abord  très  difficile  à  démontrer, 
parce  qu'on  n'a  pas  immédiaiement  une  représentation  de  l'intégrale. 

La  méthode  des  approximations  successives  permet  à  M.  Picard  d'obtenir 
cette  représentation  et  la  démonstration  devient  alors  assez  simple.  Une  fois 
assuré  de  la  nature  analyli(|uc  des  intégrales,  on  peut  en  indiquer  des  repré- 
sentations de  formes  très  diverses. 

Boussinesq.  —  Lois  de  l'extinction  d'une  houle  simple  en  pleine 
mer.  (15-19). 


(')  Voir  Buiietin,  X\l,.  p.  3^. 
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Le  coefficient  d  extinction  (avec  la  distance)  d*une  houle  simple  esl  ioverse- 

ment  proportionnel  à  ta  cinquième  puissance  de  sa  demi-période  T  ou  à  la 

5 
puissance  -  de  la  longueur  sL  de  ses  vagues. 

Cosserat.  —  Sur  les  courbes  tracées  sur  une  surface  el  donl  la 
sphère  osculatrice  est  tangente  en  chaque  poinl  à  la  surface. 
(-Î3-46V 

Les  courbes  tracées  sur  une  surface  et  dont  la  sphère  osculatrice  est  taogente 
en  chaque  point  à  la  surface  ont  été  considérées  pour  la  première  fois  par 
M.  Darboux,  qui  a  montré  que  leur  équation  difTéreotielleestda  second  ordre 
seulement  et  a  intégré  cette  équation  dans  le  cas  des  quadriques  et  dans  celui 
des  cyelides. 

Se  proposant  d'étendre  le  nombre  des  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  déter- 
miner les  courbes  (D)  de  M.  Diirboux,  M.  Cosserat  montre  que  le  problème  se 
ramène  à  ta  détermination  d'une  fonction  9  donnée  par  l'équation 

(i>  -^[.V(a'-a)sin>;]  =  :^  [C^«'-a)  cos*?], 

0\'  du 

où  u  et  i*  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  a  et  a'  les  courbures 
principales. 

1^  théorie  des  ci>urbes  (D)  dépend  donc  surtout  des  deux  fonctions  A  (  a'  —  a) 
et  da'^a).  i  l'oir  pour  les  notations  le  Livre  V  des  Leçons  de  M.  Darboox.) 

Si  l'on  appelle  intégrale  homogène  de  degré  m  une  fonction 

/(cosç,  sioç.  i«.  V  ) 

lnunosène  et  de  deçré  m  par  rapport  à  cosç.  sinç,  telle  que  pour  toutes  le* 
Vdleur^  de  la  constante  k,  U  fiuiotion  z  tirée  de  l'équation 

/•  co<z.  ^inc.  u.  i' •  =  k 

sal«>f.i<-ie  a  l'équation  11  .on  peut  énoncer  le  theMnrmc  suivant  : 

•  Le>  <urfd«"es  p«uir  lesquelles  le  pr"b'cn»e  de  la  rccher«*h^  des  ronrbrs  .  l*t 
».vliiu  l  une  intégrale  enlure  honi-'ime  ^iu  premirr  decrë  s-nt  relie*  |»«»iir 
|:'>-]ae!lo>  t  •iile^  le>  l»ine>  de  courbure  — >iit  i\'<  cer»"lo>  «t:'"»«ir"ii  jur>:  la  r]kt-|iiJc 
de  \*'iy  n  eî  le>  >ur:\« 'v^  ttlles  «que  le  l'^re,  A.to^  lesjur!!c>  elle  p^ut  dr^'-n»  rer, 
<■«!»!  Il  s  sarl'.«oe<  p-'iir  lo^^uell.-s  it  cvi^le  une   tntînit<-  de  pareilles  inl«^i:rale*. 

*  {..i  y-^  i  ■''ili  -n  -îe  U:rMU«:«-ur  relaî:\e  au\  r\-hir--i.  r-ntluit  a  la  <ui«ante  : 
K>  «.',iî.i  îtj  ju.^  •.*:  i-.  s  ■■>••"■:  >>  "î-fi*  ■•*^  "^  .tÎj':^  ;•  :r  l^-^jarllo  li*  pr»»blêmede 
la  re-.h.r.r.o  .i-^^  c.^uri'. -^  l>  j-.ini<î  un-  iri'.rj^ic  Lvm'^i»^ne  entier*  du 
>e:  -lui    ît^rv. 

/'    ','xv;,  V.     -  S  ;r  lo^   •   jikîî:.  1:^   i::.-.i  •«>    -in  «i-r:\ft^  j'<irl!».'iU  >. 

'  .    :       ■•.:.■•."         -  .>■.-...       -      L      .*  -   :     :*  .'■:'--  ■.•..   :.•  i'^nl*. 
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risliquc;  du  troisième  genre  si  le  long  de  cette  ligne  Téqualion  caractéristique 
a  deux  racines  qui  se  permutent. 

Moyennant  ces  définitions,  M.  Delassus  peut  énoncer  d'une  manière  simple, 
les  conditions  auxquelles  des  équations  n'ayant  en  commun  aucun  système  de 
caractéristiques  sont  incompatibles  ou  donnent  naissance  à  un  système  de 
première  espèce  (c'est-à-dire  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  d'un 
nombre  limité  de  constantes  arbitraires). 

Cherchant  ensuite  les  intégrales  qui  traversent  les  singularités  fixes  d'un 
système,  il  trouve  entre  autres  résultats  que  les  intégrales  analytiques  jouissent 
de  cette  propriété  à  l'égard  des  singularités  fixes  de  troisième  espèce  de  ce 
système. 

Il  énonce  enfin  un  théorème  dont  l'objet  est  de  délimiter,  dans  des  cas 
étendus,  la  région  où  sont  confinées  les  singularités  mobiles  d'une  équation. 

Guldberg,  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. (49-5o). 

La  théorie  de  l'intégration  due  à  Euier  est  fondée  sur  la  détermination  du 
facteur  intégrant.  Mais  la  détermination  de  ce  facteur  exige  en  général  la  so- 
lution d'équations  aux  dérivées  partielles  si  compliquées  que  la  méthode  en 
devient  illusoire.  Mais  il  y  a  d'autres  fonctions  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété que  le  facteur  d'Euler,  et  qui  ont  l'avantage  de  transformer  l'équation 
diiïérentielle  donnée  en  une  équation  aux  différentielles  totales  complètement 
intégrable.  C'est  sur  ces  fonctions  que  M.  Guldberg  présente  quelques 
remarques. 

Doussinesq.  —  Sur  la  manière  dont  se  régularise  au  loin,  en  s'y 
réduisant  à  une  houle  simple,  toute  agitation  confuse  mais  pé- 
riodique des  flots.  (85-88). 

Touche,  —  Calcul  des  trajectoires  fluides.  (i5^-i6o). 

Levavasseur,  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  dont  Tordre 
égale  le  degré.  (238-241). 

L'auteur  énumère  les  plus  intéressants  parmi  les  types  de  groupes  ft  qu'il  a 
déjà  trouvés. 

Castelnuovo  et  Enriques.  —  Sur  les  surfaces  algébriques  admet- 
tant un  groupe  continu  de  transformations  biralionnelles  en 
elles-mêmes.  (242-244)- 

M.  Picard,  à  qui  l'on  doit  la  théorie  générale  des  surfaces  qui  admettent  des 
transformations  birationnelles  en  elles-mêmes  a  considéré  en  particulier  le  cas 
où  le  groupe  de  transformations  se  compose  de  oo^  transformations  deux  à  deux 
changeables,  ce  qui  l'a  conduit  à  la  classe  des  surfaces  hyperelliptiques.  Dans 
les  autres  cas,  il  a  montré  que  la  surface  contient  un  ou  plusieurs  faisceaux  de 
courbes  rationnelles  ou  elliptiques.  C'est  ce  dernier  cas  que  MM.  Castelnuovo 
et  Enriques  approfondissent  au  point  de  vue  géométrique. 
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Painlevé,   —  Sur   les  surfaces  algébriques   qui    admettent    un 
[;:roupe  continu  de  Iransfornialiuns  biralionnelles.  (3i8-3'^i). 

Les  résultais  obtenus  par  M.  Painlcvé  achèvent  ta  solution  fie  la  question, 
posée  par  M.  Picard,  sur  les  surfaces  qui  admettent  un  groupe  flni  G  de  Irans- 
forinalions  biralionnelles. 

Soit 

(i)  S(a?,  y,  s)  =  o 

l'équation  d'une  surface  algébrique  admettant  un  groupe  G  dont  une  lransf«ir- 
ination  infinitésimale  est  définie  par  les  fonctions  rationnelltrs  X,  Y,  Z  de  x^y\  z. 
Si  Ton  envisage  le  système 

deux  cas  sont  possibles  : 

!•  Ou  bien  les  coordonnées  j:,  y^  z  s'expriment  en  fonctions  abéliennes  do 
deux  paramètres  u,  v;  ce  cas  a  été  complètement  élucidé  |)ar  M.  I*icard  : 

3"  Ou  bien  l'intégrale  générale  de  (  ^  )  est  rationnelle,  ou  simplement  pé- 
riodique, ou  doublement  périodique  en  /,  et  la  surface  S  possède  un  faisceau 
de  courbes  V  de  genre  zéro,  ou  de  genre  un  et  de  même  module.  C'est  ce  ra> 
que  traite  M.  Painlcvé. 

Il  établit  d'abord  que  l'équation  du  faisceau  des  courbes  V  peut  toujours  se 

mettre  sous  la  forme 

C^  \\{x,y,z), 

\\  étant  rationnel.  Moyennant  une  transformation  birationnclle  on  peut  fuire 
en  sorte  (jue  i'éqnalion  de  V  prenne  la  forme  z  ■=  5^. 

Cela  po^é,  ou  écrit  sous  fornic  irréductible  Téqualion  de  la  courbe 

S(j:.  y,  cj       o. 
Soit 

P(.r,  y,  -„,  Z„)  -    o 

ré(iiiiilion  ;iiii>i  oblemir,  Z„  s'exprimant  rntioiinellemeiit  en  x.j\zvl  éliiiit  In* 
à  Cf,  par  une  rrlalioii   iii^^ébriquc  0(c„,  Z„  )  —  o.  Le  fleure  de  P  e>l  o  ou   i. 

M.  Piiiiile\«î  éldblil  (jne,  >i  la  >urface  S  admet  eliVeliNoiiieiit  un  f;r«)upe  ti,  b*^ 
eoonioimée»»  x,  y.  z  ^■e\j)^illH.•llt  ralioniieliement  en  f<>n<'tit>n  «le  c„, /„  cl  i\v  tt. 
ou  en  fonetioii  dr 

j„.  /„.  //,   r     -  \  Il  —  il-  )(i  —  /eu-  ). 

et   <<*la  de   lellf  f.iriMi  que  «„.  Z„,  //  Cou  ;,.,  /„.  //.  l   )  .sc.icnl  raliof»urI>  en  .r.  v.  z. 

Il  e^l  do  |i»rs  eu  «l.iL  djinnin-rc  r  toutes  \rs  suil'.ires  (jui  reulreul  «Jan-.  I,i 
<ut<"j,'orir  «linln-e  : 

I"  La  "iurf.irr  c-si  uiiif'M  uiênicui   unirursaie; 

'"   La  >urla<«'  «oirc^poii.l  biratiounellenn'ul  au  r>|indr(; 


I 

REVUK   DKS   PUBLICATIONS.  221 

ta  courbe  G  éiant  de  genre  p^t;  elle  possède  par  suite/?  intégrales  de  dilTé- 
rentielle  totale  de  première  espèce  y,  qui  sont  fonctions  l'une  de  l'autre; 

3*  La  surface  correspond  birationnelienient  à  la  multiplicité  ^,  Tj,  Uy  U  définie 
par  les  équations 

G,  étant  de  genre  p^i]  la  surface  par  suite  (/?-t-i)  intégrales  dont  p  sont 
fonctions  l'une  de  Tautre; 

4"  Les  coordonnées  x,  y^  z  s'expriment  en  fonction  abéliennc  (à  trois  ou 
quatre  périodes)  de  deux  paramétres  i/,  v. 

Toutes  ces  surfaces  admettent  un  groupe  fini  G,  dépendant  au  moins  d'un 
paramètre.  Ce  qui  précède  permet,  en  se  servant  des  travaux  de  Lie,  d'énumérer 
explicitement  tous  les  groupes  G  qu'admettent  ces  diverses  surfaces,  et  par  suite 
tous  les  groupes  continus  finis  de  substitutions  algébriques  à  deux  variables 
(que  ces  groupes  dépendent  algébriquement  des  constantes  ou  non). 

Serret  [Paul),  —  Sur  les  hyperboles  équilatères  d'ordre  quel- 
conque. (340-34^.). 

Les  courbes  que  l'auteur  appelle  équilatères  d'ordre  n  et  dont  il  étudie  les 
propriétés  sont  celles  que  définit  Téqualion 

et  dont  les  asymptotes  forment  un  faisceau  régulier  <!>„  ,. 

Faurie,  —  Sur  les  déformations  permanentes  et  la  rupture  des 
corps  solides.  (343-345). 

Serret  {Paul),  —  Sur  les  faisceaux  réguliers  et  les  équilatères 
d'ordre  N.  (372-375). 

Stœckel,  —  Sur  un  groupe  continu  de  transformations  avec  vingt- 
huit  paramètres  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  déforma- 
tion des  surfaces.  (396-3^7). 

Etant  donné  un  couple  de  surfaces  applicables  Tune  sur  l'autre 
on  forme  un  nouveau  couple 

-*l  ( -«l»   ^P    "SI  )       C^       ^2(^2»   ''•2»    '•2) 

en  faisant 

I     ^l   ~  f\\'^V  Xv    *l  '     "^2'  y 2^    ^2)»  ^2  ^^  fz\^V   Xl*    ^|î     "^2'   ^'2'    ^ilf 

(0  j  ^M  =  ê'iC'^p  r.»  -•;  «2^2'  Xny  ^2)»      "^.2  =  5^2(^1»  Xr  -lî  ^2^  ^2'  -2)» 

L*autcur  dclerminc    lonlcs   lc:>   subslitulions    (i)    qui    transforment   chaque 
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couple  de  surfaces  applicables  l'une  sur  Taulre  en  un  couple  de  même  nature. 
M.  P.  Adam  avait  déjà  donné  une  solution  partielle  de  ce  problème. 

Mendeleeff.  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie.  (4^1-4212). 

L*aire  comprise  entre  une  parabole  et  deux  ordonnées  parallèles  à  son  axe 
est  égale  à  celle  d'un  trapèze  rectangle  ayant  pour  hauteur  la  portion  de  Taxe 
des  X  interceptée  par  les  pieds  des  deux  ordonnées,  pour  petite  base  la 
première  ordonnée  et  pour  quatrième  côté  une  droite  qui  coupe  la  parabole  en 
un  point  dont  la  projection  divise  la  hauteur  dans  le  rapport  de  3  à  t. 

Serrei  {Paul).  —  Sur  les  équilatères  comprises  dans  les  équa- 
tions o  ==  SJ''-^/,  ï"=  H;,,  o^rf-ViT^^H^-f-XH;.  (438- 

44î^). 

Slœckel,  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle  de  Ha- 
milton.  (4^9-492). 

Éiant  donnée  une  équation  différentielle  de  Hamilton 

il  s'agit  de  déterminer  une  solution  complète 

M.  Sticckel  trouve  des  types  de  pareilles  équations  en  supposant  que  les  quan- 

)  !*oicnl  des  fonctions  linéaires  des  constantes  arbitraires  a,,  . . .,  a, 

Oqkl 


les  fcmclions  ^,  dont  le  proiiiier  indice  e^^t  A  ne  dépendant  (|iic  de  ^/j. 

Si  \\n\  Hppellc  <1\-^  \v  drterniinanl  adjoint  di'  cp^-^  par  ropfiort  au  M>lrnïrdcs 
w*  (inanlilés  9,, 9^,,,,  cl  que  l'on  pose 


n 


A    -  1  A  -^  1 


r(''<|nation 


n 


A       1 
admet  la  solulinn  roniplrlt; 


n 


^^      -    V    /    \''ri..   •     '^i    a,       ...   -     -w^^i^f/v, 


A      I 
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Cette  proposition  conduit  Fauteur  à  une  généralisation  d'un  théorème  connu 
de  Liouville,  généralisation  qui  permet  d'utiliser  tout  progrès  réalisé  dans 
l'intégration  des  équations  de  Hamillon  pour  trouver  des  types  nouveaux  inté- 
grables  ou,  en  d'autres  termes,  pour  former  de  nouveaux  éléments  linéaires  dont 
on  puisse  déterminer^les  lignes  géodésiques. 

Andrade.  —  Sur  une  amplification  mécanique  de  la  composante 
horizontale  de  la  rotation  de  la  Terre.  (5i  i-Sia). 

Corel.  —  Sur  un  appareil  hydraulique  propre  à  mettre  en  évidence 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  (5i2-5i4). 

Fabre.  —  Intégration  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  à  une  fonction  x  ei  k  n  variables  indépen- 
dantes .Ti,  x^-^  .  . . ,  Xn*  (5 1 4-5 17). 

Von  Koch.  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles.  (5 1 7*5 19}. 

L'auteur  indique  quelques  résultats  relatifs  aux  équations 
,  d'^z         ,  d-z  ,  d^s  Oz  dz 

où  a,  b^  Cy  Pj  ç  sont  des  constantes  (dont  les  trois  premières  vérifient  l'inéga- 
lité ac—  b^>  o)f  et  9  une  fonction  de  â;  et  y  assujettie  à  la  seule  condition 
d'être  développable  dans  un  domaine  donné  C  suivant  les  puissances  positives 
et  négatives  de  ar,  y. 
On  peut  trouver  une  intégrale  de  la  forme 

p  et  (1  étant  deux  constantes  dont  l'une  est  arbitraire  et  la  série  précédente 
étant  couvergente  dans  le  même  domaine  C  que  la  série  qui  représente  9  {x,y), 

ThybaiU,  —  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  forment 
un  réseau  à  invariants  langentiels  égaux.  (519-522). 

La  détermination  des  surfaces  S,  dont  les  lignes  de  courbure  forment  un 
réseau  à  invariants  tangentiels  égaux,  dépend  de  la  résolution  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre. 

On  peut  déterminer  toutes  les  surfaces  S,  dont  les  inverses  sont  également 
d€s  surfaces  S.  M.  Thybaut  montre  que  la  recherche  des  couples  de  surfaces 
inverses  S  se  ramène  à  la  détermination  des  couples  de  surfaces  mininia  qui 
sont  les  focales  d*une  congruence.recliligne  et  dont  les  asymptotiques  se  cor- 
respondent. Réciproquement  tout  couple  de  surfaces  minima  possédant  ces  pro- 
priétés fuit  connaître  un  couple  de  surfaces  inverses  S. 

Abordant  ensuite  la   solution   analytique  de   la  détermination  de  ces  deux 
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surfaces  S  et  S,,  l'auteur  fait  voir  qu'elle  dépend  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  et  peut  élre  cnlièrenicot  résolu. 

On  peut,  en  outre,  démontrer  les  propriétés  géométriques  suivantes  : 

Chacune  des  surfaces  S,  S,  a  même  représentation  spliérique  de  ses  lignes 
de  courbure  qu'une  surface  iiiinima. 

Les  asymptotiques  de  Tune  des  deux  surfaces  S,  S,  correspondent  sur  Tautre 
à  un  réseau  conjugué  à  invariants  ponctuels  égaux,  et  réciproquement  deux 
surfaces  inverses  jr)ui<s.tnl  de  cette  propriété  sont  des  surfaces  S. 

Si  une  surface  est  telle  (|ue  la  demi-somme  de  ses  rayons  de  courbure  en  un 
point  M  soit  égale  à  la  distance  d'un  point  fixe  O  au  point  A  correspondant 
de  la  développée  moyenne,  toute  surface  inverse  par  rapport  au  point  O  pos- 
sède la  même  propriété  et  forme  avec  la  première  un  couple  de  surfaces  S. 

Adam  (P-)'  —  Sut*  la  déforinalion  des  surfaces.  (5.ii-553). 

Soient  (3)  et  (9,)  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre:  (£)  le  lieu 
du  milieu  de  la  corde  joignant  les  points  correspondants  de  ces  deux  surfaces. 

Les  deux  surfaces  (1),  (1,)  ne  peuvent  jamais  être  convexes  en  même  temps 
aux  points  correspondants. 

Quand  (1)  est  une  développable,  (£,  )  est  toujours  à  courbures  opposées. 
La  projection  de  la  génératrice  de  (£)  sur  le  plan  tangent  à  (  H,  )  fait,  aver 
l'une  quelcon({ue  des  direetions  principales  de  celte  dernière  surface,  un  angle 
aigu  égal  aux  angles  aigus  de  la  seconde  direction  principale  avec  les  direc- 
tions asymptotiques  de  (^1). 

Si  (21,)  est  une  sphère,  on  a,  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  p,  s 
de  (1)  et  les  distances  0,  6'  du  point  correspondant  de  (9)  ou  de  (9,)  aux 
directions  principales  de  21,  la  relation  simple 


"•m 


Si  (21)  est  un  cylirHlre.  \r.  couple  (j),  (t,)  e>l  conipo^ié  de  deux  surfarc^ 
n-glées  uppliciiblcs  runc  mit  Tiiutre  hncc  |>iiralli'li>nR'  des  grnéralrieo  rorrt">- 
poii(lanle*«. 

Knliii,  M.  P.  \(i;«m  a  (Icleniiiiié  lou>  les  cou|)ies  (5),  (a,)  pour  les><|uels  (21) 
est  une  (|naiiri<iue. 

PetroKitrh,  —   Sur  rôqualion  dillôrcnliclUî   binôme  dti   proiiiier 
ordre.  (()3i-(i.).')). 

L'auteur  considère  rcipiation 


OÙ    \{  est  r.ilincifK  I  <ii  ./•,   \.  >-,  <.'ii  supposant  j:  v\   \   li»>  par  nnr  nlation  al:;>- 
hricjuc  ll(.r,  \j       '>.   L'cjualion  x-  rairtènc  ({'.iillciirs  à   la   f<»iuu> 


m 


(/y         P,(.r,  \.  >'.)  \   I*,  (^z-.  \..»   ) 
(lu^  \\(^\\.  y  ) 


(') 
«'Il    r,.    r.    I*     -ont    do    pnlvnMinc^  en  ,r.   \.  .i'    Il   ik"  p'.iit    >    a\<iir  <i  nit<  ::ral».  * 
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unifiirnies  et  transcendantes  en  x  que  si  G  est  du  premier  degré  en  x.  S'il  n'en 
est  pas  ainsi,  toute  intégrale  uniforme  en  x  est  rationnelle;  mais  il  peut  y 
avoir  des  intégrales  uniformes  et  transcendantes  en  x  et  \,  et  même  l'intégrale 
générale  peut  être  de  telle  nature. 

Etudiant  d'abord  le  cas  où  l'intégrale  générale  de  (  i  )  est  uniforme  en  (  jr,  X) 
(cas  où  l'équation  est  à  points  critiques  fixes),  M.  Pelrovitch  montre  qu'alors 
l'équation  ou  bien  est  linéaire,  ou  bien  se  ramène  à  une  équation  de  Riccati, 
uu  aux  quadratures. 

Si  l'intéurale  générale  n'est  pas  uniforme  en  {x,  X)  il  peut  y  avoir  des  inté- 
grales particulières  de  telle  nature.  L'auteur  précise  les  types  d'équations  (i) 
pouvant  admettre  de  telles  intégrales. 

VazqueZ'Prada,  —  iNoiivelle  niélliode  pour  exlraire  les  racines 
des  nombres.  (6,55-63-). 

Fontviolant  {de),  —  Expression  de  la  charge  supportée  par 
l'arbre  d'une  turbine  hydraulique  en  marche.  —  Théorème 
relatif  à  l'efTet  dj-namique  de  l'eau  sur  les  aubages.  (63^-639). 

Le  théorème  en  question  fournit  une  détermination  très  simple  de  l'efTet 
dynamique.  On  peut  l'énoncer  ainsi  : 

A  un  facteur  constant  près  égal  à  la  masse  liquide  débitée  par  seconde, 
l'elTet  dynamique  de  l'eau  sur  une  turbine  parallèle  est  représenté  en  grandeur, 
direction  et  sens  .par  la  résultante  de  la  vitesse  (relative  ou  absolue)  d'entrée 
et  d'une  \ilesse  égale  et  contraire  à  la  vitesse  (relative  ou  absolue)  de  sortie. 

Coursât.  —  Sur  un  problème  relatif  à  la  détermination  des  inté- 
;rales  d'une  équation  aux  dérivées  partielles.  (671-673). 


K' 


Quand  on  cherche  à  déterminer  une  intégrale  d'une  équation  du  second  ordre 
(1)  F{x,yyZ,p,q,ns,t)  =  o, 

passant  par  deux  courbes  données  quelconques  C,  C,  ayant  en  commun  un 
point  O,  et  représentée  dans  le  voisinage  de  ce  point  par  une  série  entièie 
convergente  en  x  et  ^',  on  est  conduit  pour  calculer  les  valeurs  des  dérivées 
successives  au  point  O,  à  des  systèmes  d'équations  linéaires  qui  déterminent  «/i 
général  sans  ambiguïté  toutes  ces  déri\écs.  M.  Goursat  signale  quelques  ré- 
sultats curieux  relatifs  à  la  discussion  des  équations  linéaires  qui  déterminent 
les  coefficients. 

Pour  que  ces  équations  soient  incompatibles  ou  indéterminées,  il  faut  que  le 
rapport  anharmonique  des  tangentes  aux  deux  courbes  C,  G'  et  des  tangentes 
aux  deux  caractéristiques  issues  du  point  O  soit  une  racine  de  l'unité. 

Lorsque  les  deux  courbes  G,  G'  sont  réelles,  on  arrive  à  des  résultats  très 
différents,  suivant  que  les  caractéristiques  de  l'équation  (i)  sont  réelles  ou 
imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  il  ne  peut  y  avoir  indétermination  que  si  les  tangentes 
aux  deux  courbes  données  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tan- 
gentes aux  caractéristiques.  Dans  le  second  cas,  il  en  est  tout  autrement.  Si, 
par  exemple,  les  tangentes  anx  earaiMérisii<jues  sont  les  droites  isotropes,  pour 
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qu*il  y  ait  incompatibilité  ou  indëlerœinationy  Tangle  des  tangenles  aux  deux 
courbes  C,  C  doit  être  commensurable  avec  «. 

Autonne.  —  Sur  les  varidtés  unicursales  à  deux  dimensions  (S^S- 

676). 

Soit  une  substitution  Cremona 

où  les  Xi  sont  des  coordonnées  homogènes  et  les  9,  des  formes  ternaires  en  x- 
de  môme  degré,  et  soit  u  un  point  fondamental,  c*est-à  dire  un  point  fixe  de 
la  courbe  générale  r^  du  réseau 

^Ci<fi=  o        (c,=  const.  arbitr.)' 

Les  deux  propositions  suivantes  sont  connues  depuis  longtemps  : 

!•  Lorsque  w  est  un  point  ji"?'"  de  r^,  sans  autre  particularité,  *  fait  corres- 
pondre à  ta  non  un  point  unique,  mais  une  courbe  fondamentale  unicursale 
de  degré  ji  ; 

a*  Lorsque  (x  est  un  point  9"^'%  sans  autre  particularité,  pour  une  courbe 
algébrique  A,  le  degré  de  la  courbe  image  de  A  s'abaisse  de  (X9  unités. 

Que  deviennent  ces  énoncés  quand  on  ne  fait  aucune  hypothèse  spéciale  sur 
les  allures  de  r^  et  de  A  au  point  u?  C'est  là  une  question  non  encore  examinée 
dont  M.  Autonne  donne  la  solution,  en  généralisant  un  peu  le  problème. 

Floquet,  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  homogènes 
dontTintégrale  générale  est  uniforme.  (676-679). 

Fouché,  —  Sur  le  déplacement  d'un  trièdre  trirectangle  autour 
de  son  sommet,  la  position  de  ce  trièdre  dépendant  de  deux  pa- 
ramètres. (^G^-^Gj). 

Picard  (£'//?.).  —  Sur  Texlension  des  idées  de  Galois  ù  la  théorie 
des  équalious  dilFércntielles.  (7'^9-79'^-)' 

L'iïulciir  a  développé  dans  les  Comptes  rendus  (8  octobre  i>**</i  )  les  deux 
propositions  fondainentHles  de  celte  tlMMjrie.  Il  revient  aujourd'hui  sur  ce  sujet 
pour  étendre  la  dêlinilion  d'une  équation  auxiliaire  (jui  joue  un  rôle  essentiel. 
Se  donnant  une  équation  à  coefiicients  rationnels 

d"  y  (f"*-*  y 

M.  Picard  con^idè^c  une  fonclion  V  que  l'on  peut  réduire  à  la  forme 

V  =  ",  V,  4-  //:.)'..—...—  "„.>-.,, 

Ie>  //  élaiil   de>   fonctions  arMlrnirerncnl    clM»i'«ies    de    r  et  le*«  >-  désignant  un 
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système  fondamental  d'intégrales.  Cette  fonction  V  satisfait  à  une  équation 
d'ordre  m', 

les  P  étant  rationnels  et  les  ^  s'exprimant  linéairement  en  fonction  de  V  et  de 
ses  dérivées.  A  toute  intégrale  de  (  a  )  correspond  un  système  d'intégrales  fonda- 
mentales de(i),  à  moins  que  V  ne  satisfasse  à  une  certaine  équation  9  facile 
à  former. 

En  général,  l'équation  (3)  n'aura  aucune  solution  commune  avec  une  équa- 
tion différentielle  algébrique  d'ordre  inférieur  à  m%  si  l'on  fait  abstraction 
des  solutions  qui  satisfont  à  9. 

Mais  il  pourra,  dans  certains  cas,  en  être  autrement.  Il  est  possible  qu'une 
équation  différentielle  algébrique 

ait  avec  (a)  une  solution  commune  n'appartenant  pas  à  9.  M.  Picard  avait 
supposé  antérieurement  que  cette  équation  était  irréductible.  Cela  n'est  pas 
nécessaire;  il  suffit  de  prendre  parmi  toutes  les  équations  algébriques  telles 
que  (3)  celles  ou  l'uife  de  celles  qui  sont  iTordre  moindre. 

On  est  ainsi  conduit,  de  la  manière  la  plus  satisfaisante,  à  la  notion  de 
groupe  de  transformations  d'une  équation  linéaire,  groupe  qui  est  l'analogue 
de  celui  de  Galois  pour  une  équation  algébrique. 

Les  considérations  précédentes  ne  sont  d'ailleurs  pas  bornées  aux  équations 
linéaires. 

Poincaré  (//.)•  —  Remarque  sur  un  mémoire  de  M.  Jaumana  in- 
titulé :  Longitudinales  Licht.  (792-793). 

M.  Jaumann  attribue  les  rayons  cathodiques  à  des  vibrations  longitudinales 
de  l'éther.  Il  suppose  que,  dans  les  gaz  raréfiés,  le  pouvoir  diélectrique  c  est 
variable,  et  pour  représenter  les  oscillations  électriques  dans  un  pareil  milieu, 
il  arrive  à  des  équations  qui  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 

où  A  est  l'inverse  de  la  vitesse  de  la  lumière;  X,  Y,  X  et  L,  M,  N  les  compo- 
santes de  la  force  électrique  et  de  la  force  magnétique;  X,,  Y,,  Z,  les  valeurs 
moyennes  de  X,  Y,  X;  s^  le  pouvoir  diélectrique  moyen;  k  une  constante,  et 

ft         c)      -,         à      .,        à      „ 
M.  Poincaré  fait  à  la  théorie  de  M.  Jaumann  de  graves   objections.  Si  l'on 
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cliiïércntie  les  trois  équations  précêdcnti's  res|>ecti veinent  par  rapport  i  jc^  y,  s 
et  que  Ton  ajoute,  on  trouve 

Cette  équation  exprimerait  que  lc<«  rayons  rathodiques  suivraient  des  lignes 
de  force,  au  lieu  de  se  propager  en  ligne  droite.  I>e  plus  ils  ne  seraient  pas 
déviés  par  Taiiuant. 

F/oqurl.  —  Sur  l\M|tiutioD  de  Lami».  (8o;V8o8). 

Soit  une  équation  dinerenticlle,  linéaire,  à  coefficients  elliptiques,  de  mème^i 
périodes  3u  et  ju'.  L'auteur  développe  sur  un  exemple  simple  une  méthode 
qui,  dans  certains  cas,  permet  d'obtenir  aisément  les  conditions  d'uniformité 
de  l'intégrale  générale,  puis  stui  e\pressi(m  sous  furmc  explicite. 

Il   prend  pour  exemple  une  équation  du  secon«l   ordre,  admettant   un  «eul 

point   singulier  x  —  z   dans    le    parallélogramme   des    périodes,   l'ne  pareille 

équation,  dont  l'intégrale  est  supposée  méromorphe,  est  nécessairement  de  la 

forme 

</- V  -,  dy       ...  ,  .      ,  ,, 

^p  -^li'^^^[^-nin-ht)p{x-  a)]v  =  o. 

n  étant  un  entier  positif,  et  II,  K  des  constantes  quelconques.  Ces  sortes  d'é- 
quati'tns  sont  l>ien  connues:  on  les  rencontre  lorsqu'on  intègre  par  la  méthode 
habituelle  l'équation  de  Lamé,  à   liMjueile  (»n   les  ramène  d'ailleurs  en   |N»sant 

Beudon.  —  Stir  IVxlension  de  la  niétliode  de  Caticliv  atix  svslriiu»s 
d*»'M|iialioii'î  aux  drrivrt'S  |>arliolles  d'un  oi*dre  (|tiolcoii<|tie.  (  8«»»S- 
8iiV 

La  notion  «le  miiîli[»licilè«i  c;irarlèri<tiqiie<;  formée*  d'flements  unit  a  \nr- 
feclioniiè,  coiiinie  «m  sait,  i.t  théorie  tie>  équittion^  aux  dérivées  partielle^  du 
|»r<'nii«'r  ««iMlre.  M.  lU-udoo  <.e  pr«»po<.e  de  ni«»ntr«*r  enininciit  on  peut  faire  not» 
lhc-i>ri('  iiii.il«»^U''  polir  rirt.im«»  -N^lèiiu"»  ii*(-i]ii.tli>>ns  iiiix  dériveo  parliell»"'» 
d'onlre  qii«'lroiiijiir.  ri   «I--   «IrlrTiniiHT  hiir  foiiiic  :;rinT.ile. 

Le  iie\i-l'>|>|M'iiu'iil  (le  celle  ihéorie  le  (oiiiiiiil  ,<  i.i  propii>ilinn  sui\ante  : 

n   l!lanl  «l«'im»'  un  «iv^tèiiie  couiplèli  nient  inte^rahle  deruiis*«ant  «  en  fonclion 

de  .r r,  el   lel  qu.*  l«nile'«  m-»»  i'ijuali««ii^  oui  rir  aineneo  a  èlrc  du  mèiii(> 

nrdie  /».  ^1  la  ililhrriu-e  eiilie  le  n«»mlire  «le«»  tlcriM-e'»  d"«»rthe  p  «le  z  el  le 
iioiiiluv  de  »•«•'»  equalioiiH  e«.l  iiift  rirur  au  noiiihie  dr^  xarLible"»,  la  mrthode  de 
i.aii»  liN  c»!  a|»|»ln"alde  ol  le  >«\'«li  me  ji«uil  drs  nu  iiu^  pro|irn-ii->  «|ui>  Ii-h^  M'StèuM  < 
d\-.jiialion-»  aux  ilcii\«e>  p.iilnlle>  du  piniiier  «  rdie.    • 

p. (Il-  l«"   i'.!"  «'<«nli\«ir«'  'Il    «Irxia    api'li.jiHM    la    ni' lin», le   de    M.  harb«>ux  f«»iir 

Coin  jil«;  •  I    !"■   u«»iiilie  <i<  -  » -j'ial  i"ii>. 

lUnrl.  Sur  h^  lorulituis  k\c  drii\  \,ni.il»Ks  ii'cllfs  ol  'nUT  Li 
imlion  il»'  loiiilioii  .11  l>ilriili'f.     >i  i -S  i  >   . 
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L'auteur  a  récemment  appelé  raltenlion  sur  les  fonctions  d'une  variable 
réelle  admettant  des  dérivées  de  tous  les  ordres  sans  être  analytiques.  Il  a  in- 
diqué pour  ces  fonctions  un  développement  en  série  tel  que  les  dérivées  de  la 
fonction  s'obtiennent  en  difTérentiant  la  série  terme  à  terme. 

Il  étend  ce  théorème  à  une  fonction  de  deux  variables  réelles  Xy  y  admettant 
des  dérivées  partielles  dans  le  rectangle 

—  tz<x'l-\-'::,        — ir^^l-f-ir. 
Une  telle  fonction  peut  èire  développée  en  une  série  de  la  forme 

# 

/    /  A^^  cos ma:  cos ny  -+■  B„^  sïnmx  cos ny  ■+■  C^^x'"  cos ny 


m     n 


-4-  A^^  cosma:  sin  ny  -4-  B^„  sinmx  sin  ny  •+■  C'^^^"*  sïn ny 
-hA^^y'^cosmx  ■+■  ^^„y"  s'inmx  -h  C^^n^'^y"- 

Le  développement  est  convergent,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  partielles 
prises  terme  à  terme,  et  ces  dérivées  partielles  représentent  par  suite  les  dé- 
rivées de  la  fonction  dans  le  domaine  considéré. 

Adam  (/^.).  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  (8 12-81 5). 

Quelle  est  la  surface  qui,  dans  tous  les  mouvements  possibles,  engendre  une 
famille  de  Lamé  (c'est-à-dire  appartenant  à  un  système  triplement  orthogonal)? 

Il  est  probable,  a  dit  M.  Darboux,  que  la  sphère  seule  répond  à  la  question. 

Par  l'emploi  d'un  système  particulier  de  coordonnées  tangenticlles,  M.  P. 
Adam  établit  l'exactitude  de  cette  prévision. 

Kœnigs.  —  Application  des  invariants  intégraux  à  la  réduction 
au  type  canonique  d*un  système  quelconque  d^équations  diffé- 
rentielles. (873-878). 

Soit  le  système  d'équations  diiïérentielles 
(i)  -j^  =X,        (/  =  !,  3,  ...,  n), 

où  les  X  sont  des  fonctions  des  x,  et  soit  l'intégrale  curviligne 

I  =  /(S,  Cfj!7, -I-S2  dx^-^-'.  .-+-£„  cfiF„), 

où  les  £  sont  des  fonctions  des  x.  Si  dans  cette  intégrale  on  remplace  les  x 
par  leurs  valeurs  d'intégration,  l'intégrale  I  devient  une  fonction  de  t.  Il  peut 
arriver  qu'elle  se  réduise  à  une  constante;  alors  I  est  un  invariant  intégral 
(Poincaré). 

M.  Kœnigs  indique  la  condition  pour  que  I  soit  un  invariant  intégral;  si  Ton 
pose 

Bull,  des  Sciences  matkëm.^  a*  série,  t.  XXI.  (Décembre  1897.)  \\.\^ 
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cette  condition  est 

Ble  doit  «voir  lien  quel*  que  toient  lei  &r^  Oa  ea  dédoît  qoe 

est  une  intégrale  du  système  (i). 
Cela  posé  on  démontre  que  tonte  forme  linéaire  de  différentielles 

est  réductible  à  Tnn  ou  à  l'antre  des  deux  types 

* 

(B)  «,  <lr,  -f-  *,  4yt  -f-. .  .-h  s^  dy^. 

• 

Que  dcTiennent  les  équations  différentielles  (i)  lorsqu'on  introduit  les  non- 
Telles  Tariables^et  s?  L'application  de  la  formule  (  s  )  prouve  que,  si  la  fome 
réduite  de  %  est  du  type  (A),  les  équations  (i)  se  transforment  en 

d*.       dH  dV,  dH  _ 

*:      „      V     dH 

i  * 

H  dépend  de  XttXtt  •••i^p>  ''i»  •-••  ^^t  mais  non  de^.  On  est  donc  ramené 
i  un  système  canonique  suivi  d'une  quadrature.  L'intégrale  O  devient  l'inté- 
grale H,  en  sorte  que  le  fait  que  Û  est  une  intégrale  apparaît  comme  une  ex- 
tension de  l'intégrale  des  force»  vives. 

On  reconnaît  par  ce  qui  précède  que  chaque  invariant  intégral  de  (i)  est 
attaché  à  un  problème  de  variations  qui  est  résolu  par  les  équations  du  sys- 
tème (i). 

Lerch.  —  Sur  le  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques  de 
détermioant  négatif.  (878-881). 

Aulonnc.  —  Sur  les   variétés   unicursales  à  trois  dimensions. 

(881). 

Goursat.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  (883-884). 

Dcmonstration  purement  géométrique  de  cette  proposition  énoncée  par 
M.  Darboux  comme  trôs  probable  :  La  sphère  e^t  la  seule  surface  qui,  dtfn> 
tous  les  mouvciiirnts  possibles,  engendre  une  famille  tie  Lamé. 

liertrand  («/.).  —  -Noie  sur  un  théorème  de  Géométrie.  (9'49.). 

I>êmr>nstrdtion  très  simple  du  théorème  sur  la  sphère,  énoncé  comme  pro- 
bable par  M.  Oarbnux,  et  déjà  démontré  par  M.  Atlam  et  par  M.  <iuur7«at. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  iSi 

BoreL  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  parlielles  i\  coefficients 
constants  et  les  fonctions  non  analytiques.  (qSS-qSS). 

Étant  donnée  Téquation  aux  dérivées  parlielles 

on  peut,  pour  certaines  valeurs  de  la  constante  a,  se  donner  pour  ^  une  fonc- 
tion analytique  et  trouver  comme  unique  solution  pour  9  une  fonction  non 
analytique. 

Cosse  rat.  —  Sur  le  roulement  de  deux  surfaces  Tune  sur  l'autre. 

(935-938). 

On  peut  supposer  connue  la  surface  £  enveloppe  des  plans  entraînés  par  une 
surface  S  roulant  sur  une  surface  S,,  et  chercher  les  mouvements  de  roule- 
ment correspondants.  M.  Cosserat  indique  des  résultats  qui  mettent  en  évi- 
dence l'intérêt  que  présente  ce  procédé  particulier  de  détermination  de  couples 
de  surfaces  applicables  l'une  sur  Pautre. 

Kœnigs.  —  Sur  les  problèmes  de  variations  qui  correspondent 
aux  droites  de  Tespace.  (i  122-1 120). 

La  recherche  des  fonctions  j^p  ^3,  ...,  ^^  de  la  variable  x  qui  annulent  la 
variation  première  de  l'intégrale 

®"  y'tyy'i''  '"^y'n  ^^"t  les  dérivées  des  fonctions  ^^j,  se  ramène  à  Tintégration 
des  systèmes  d'équations  différentielles 

S'il  n'y  a  qu'une  fonction  y^  le  système  précédent  se  réduit  à  une  seule  équa- 
tion du  second  ordre,  et  si  Ton  sait  intégrer  celle-ci  le  problème  de  variation 
se  réduit  à  une  simple  quadruturc  (Darhoux). 

Il  n*en  est  plus  ainsi  dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  de  variables, 
comme  M.  Kœnigs  le  prouve  par  l'examen  du  cas  particulier  où  les  équations  (i) 
sont  équivalentes  à 

Dans  ce  cas,  bien  qu'on  connaisse  les  intégrales  des  équations  (2),  chaque 
solution  du  problème  de  variation  exige,  en  outre,  la  connaissance  d'une  so- 
lution d'un  certain  système  aux  dérivées  partielles. 


aSï  SECONDE  PARTIE. 

Boret.  —  Sur  lu  soniDiiition  des  séries  divergente»,  (i  laS-i?»^). 

Soit 


9{a)  =  c.+  e,<i-i-<-,fl 

une  fonction  cnlijro  telle  que,  a  au|D<cnitit>i 
indéfîqiracDt  quoi  que  «oit  i%.  Soit,  d'autre  |iBn 


au  gm  cote 


lyergcnlB  ou  divcrgcnln  p1  j, 


n  premiers  [rroiei. 


limite  «en  dite  » 
Si  msinU-nanl 
coTiiplete  I  (!■(<« 
mable  litna  ce  dt 
uniturmément  e>)i 
foraiément  »cre  m 


1^,»,,  ...  aunt  il»  ron<-.il,>ns  hal.imorpli»  it'aoe  tamUc 
m  duraaiiic  l>,  la  série  (u)  se»  dite  uni/ortniim^M  tom- 
n«lnr  tl,  >r«tiord  pour  ti>ute  taleur  de  a,  \»  iirie  Q(a}  ni 
vcrgi^nlc  danit  I),  et  *i,  de  pins,  la  sommr  f>{a,  s)  tend  buI* 
<e  liiiiilc  F(s},Ta«>>d  a  uugnienti-  lnd«rinimi-Dt, 


Ces  d^lloitioni  |)o»<m,  M.  BorvI  d^mont 


ihèorïmcs  suivtnla  ; 


B  SI  tes  termes  d'une  s irii-  *onl  det  fonctions  liolumurpbcs  dam  an  doDiainr  It 
d'un  ïcul  tenant  *^t  li  I*  i^rle  ut  unjrorm<int<nt  Minjiiiiblc  diini  ce  doiuiine.  >• 
Mmme  P  est  holumoTpbe  dans  D  »• 

■  La  wmnie  F  d'une  i^ie  aniform^nent  «Hiniiiable  dans  un  domaine  D  d'it 
seul  ti^niint  ett,  lursqiie  la  ^érie  conver|;e  unifurini'iiienl  d.in«  une  portion  P 
lie  I),  le  proliingciiieiil  analytique  dans  I)  de  lu  fonction  que  la  série  repré- 
M^nlcddu-i  1>'  -. 

De  là.  M.  Ilorcl  lire  pour  la   sommation   des 


Uoiigalff.   —    Sur   le   iliii 


■  de  Tavlor   transformé.  (112^- 


'^[■;(J:)4-/.V(x)■l-.. 


-¥-^.x)\~{x-^h) 


:!■■   ■}^J-)-i-/^V^^)-^ 
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Aiitonne.   —    Sur  les  variétés  unicursales   à  trois  dimensions, 
(i  129-1  i3o). 

Tomo  CXXII;   1896. 

Kœnigs,  —  Sur  les  invariants  intégraux.  (aS). 

Soient  le  système  d'équations  différentiel  les 

et  rintégralc  /i-uple 

(a)  I  =   /  /  •  •  •    /  M  (  jr,,  j?j,  . . . ,  jr,  )  6a:,  6X3  . . .  Sx^p 

Pour  que  I  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  le  sait, 
que  M  soit  un  multiplicateur  des  équations  (i). 

Ce  théorème  de  M.  Poincaré  permet  de  construire  tous  les  invariants  inté- 
graux du  type  (2);  il  montre  dans  quelle  mesure  on  peut  tirer  parti  d'un  tel 
invariant  connu  a  priori. 

Ce  sont  ces  mêmes  questions  que  M.  Kœnigs  résout  pour  les  invariants  inté- 
graux représentés  par  des  intégrales  (n  — i)-uplcs. 


I  =Jj  •  '  •  y£.M.(^n^2,  ...,^J  ÛJ7, 


0X3  . . .  OJ^rt—i 


La  connaissance  d'un  pareil  invariant  peut  rendre  des  services  analogues  à 
ceux  qu'on  est  en  droit  d'attendre  du  théorème  de  Poisson  dans  le  cas  des 
équations  de  la  Dynamique. 

Petrovitch.  —   Sur  un  mode   de  décomposition  des   intégrales 
définies.  (a^-So). 

Soit  l'intégrale  définie 

J=  f    F(a)x(5)rf5, 

où  x(^)  ^^^  **"^  fonction  quelconque  et  F(m)  une  fraction  rationnelle,  holo- 
morphe  entre  les  deux  limites  u{a)  et  u{b). 

Si  l'on  développe  F(m)  en  série  récurrente  suivant  les  puissances  de  m,  qu'on 
désigne  par  r  une  racine  quelconque  de  l'équation  génératrice  de  cette  série 
récurrente  et  qu'on  pose 

0(x)  =  V9(«)a:",        9{n)=l     W/dz, 


a34  SECONDE  PAUTIE. 

on  pourra  mettre  rintégrtle  J  sous  la  forme 


J=2][A.e(r)-4-A.re'(r)-..,-».Ax^|A-'aa-i)(r)], 


la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  réquatioo  généralmo. 

La  fonction  0(x)  joue  donc  le  rôle  d'élément  simple  pour  l'intégiule  J. 

Comme  application,  Tauteur  indique  la  possibilité  d'exprimer  les  fonetioas 
méromorphes  doublement  périodiques  à  l'aide  d'intégrales  de  la  fome  J. 

Il  signale  l'intérêt  que  les  transcendantes  I  présentent  ponr  le  ealeui  des 
intégrales  définies, 

Borel,  —  Sar  la  généralisation  de  la  notion  de  limite  et  sur 
Fextension  aux  séries  divergentes  sommables  du  ihéorèmc 
d'Abel  sur  les  séries  entières.  (73-74)- 

Dans  une  Note  récente,  M  Borel  a  indiqué  comment  on  peut  étendre  la 
notion  de  somme  à  une  classe  étendue  de  séries  diTcrgenles.  Il  donne  actuel* 
lement  quelques  exemples  qui  prouvent  que  la  théorie  des  séries  divergentes 
sommables  présente  avec  celle  des  séries  convergentes  une  analogie  remar- 
quable. 

L'auteur  considère  une  suite  de  quantités  rangées  dans  un  ordre  déterminé 

^»    *i  •    •  •  •  f    *»t    •  •  «  • 

Si  la  série  de  terme  général  «^|  —  «.  est  somma ble  et  a  pour  somme  «,  la 
quantité  «.  sera  dite  admettre  «  pour  Omite  généralûée. 

Cette  notion  nouTclle  permet  de  donner  aux  caractères  de  sommabilité  des 
séries  divergentes  des  énoncés  rappelant  ceux  de  certains  caractères  de  conver- 
gence. Par  exemple,  pour  qu*une  série  soit  sommable,  il  est  nécessaire  que  le 
terme  général  admette  zéro  pour  limite  généralisée. 

Une  autre  conséquence  importante  est  Tex tension  suivante  d'un  théorème 
bien  connu  d*Abel  : 

Si  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  t»ariahle  z 
est  sommable  pour  z  =  z^,  elle  est  sommable,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées, 
pour  z  =  pz^f  p  étant  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  1. 

Picard  (Eifi.),  —  Sur  deux  invariants  nouveaux  dans  la  théorie 
générale  des  surfaces  algébriques.  ^  101-104  )• 

Tandis  que,  pour  les  courbes  algébriques,  le  genre  rîemannien  est  le  seul 
invariant  qui  présente  de  l'intérêt,  il  est  utile,  dans  la  théorie  des  surfaces 
algébriques,  d'introduire  le  plus  grand  nombre  possible  de  nombres  entiers 
offrant  le  caractère  d'invariance  pour  toute  transformation  birationnclle  de  la 
surface. 

M.  Picard  fait  connaître  deux  in%ariants  nouveaux. 

Il  prend  deux  fonctions  rationnelles.  K.  K.  d/'pcndaut  de  deux  paramètres 
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arbitraires  cl  il  forme  les  deux  équalious 

que  Ton  suppose  déterminer  un  nombre  limité  p  de  points  de  la  surface,  va- 
riables avec  u  et  Vy  pour  lesquels  le  déterminant  fonctionnel  de  x  ti  y,  par 
rapport  à  i«  et  à  i^,  n'est  pas  identiquement  nul. 

Soit  Tz  le  nombre  des  points  qui,  parmi  ces  p  points,  peuvent  être  pris  arbi- 
trairement pour  un  système  donné  de  valeurs  de  u  et  ^;  la  différence  p  —  ic 
aura,  pour  toutes  les  fonctions  rationnelles  possibles  R  et  R,,  un  certain  mini- 
mum D  qui  sera  différent  de  zéro  (si  la  surface  n'appartient  pas  à  une  cer- 
taine classe  exceptionnelle).  D  est  le  premier  des  invariants  annoncés. 

Le  second  invariant  r  est  le  minimum  de  p  fourni  par  toutes  les  fonctions 
rationnelles  R  et  R,  pour  lesquelles  la  différence  ^  —  tz  atteint  le  minimum  D. 

Dans  le  cas  des  courbes,  on  a  D  =  oet  r  =  p  -h  i. 

Le  fait  que,  pour  les  surfaces,  D  est,  en  général,  diflerent  de  zéro,  constitue 
une  différence  essentielle  entre  la  théorie  des  courbes  et  celle  des  surfaces. 

Kœnigs,  —  Sur  les  problèmes  de  variations  relatifs  aux  intégrales 
doubles.  (126-128). 

On  considère  une  surface  S  passant  par  un  contour  donné,  et  Ton  forme 
fintégrale  double,  étendue  à  l'aire  limitée  par  le  contour 


1=  I  j  f(,p,q)dxdyy 


où  p  ci  q  sont  les  dérivées  premières  de  la  coordonnée  z  considérée  comme 
fonction  de  x  et  y. 

Si  l'on  cherche  à  déterminer  S  de  sorte  que  l'intégrale  I  ait  sa  première 
variation  nulle,  on  est  conduit  à  l'équation 

dp'  ôpdq  ôq- 

M.  Kurschak  a  trouvé  que,  par  la  transformation  de  Legendrc  suivie  d'un 
changement  de  variables,  on  est  conduit  à  une  équation  de  Laplace  à  inva- 
riants égaux. 

M.  Kœnigs  précise  le  rôle  de  cette  équation  de  Laplace  et  montre  du  même 
coup  qu'il  existe  des  liens  très  étroits  entre  le  problème  de  variations  et  celui 
de  la  déformation  infiniment  petite  d'une  surface. 

Poincaré,  —  Sur  Téquilibre  d'un  corps  élastique.  (  iS^-ijg). 

Solution  du  problème  de  l'équilibre  éla>lique,  problème  qu'on  peut  énoncer 
analytiquemcnt  comme  il  suit  : 

Trouver  trois  fonctions  \,    r,,  ÎJ  ({ui,  à  l'intérieur  du  corps,   salisfa^sont  aux 
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dont  l'inti^gration  joue  un  rAle  lrê«  important  dans  le  calcul  des  inégalil<'s  pla- 
niïlaiirs  à  longue  pi>riode.  Cette  inti^grulion  cntralncraït  de  grandes  dir<icuIU!i 
dan^  11-  riis  le  pliij  uénùral.  Mai»  si  l'on  ne  cherche  la  solution  du  problcnir 

périodiques  connus),  on  pourra  considérer^  comme  une  quantité  du  premier 
ordre  cl  g  comme  une  quantité  du  second  ordre  itgale  à  la  partie  constante  de 
y'.  Kn  conséi|ucni:i',  dans  une  première  approximation,  l'équation  proposée  se 
réduira  !i  une  équation  de  Lamé  du  l}'|>c  le  plus  simple,  et  M.  Gyidén  montre 
comment  on  peut  partir  de  cette  première  approiimatioii  pour  dcïtloppcr 
l'inlégralc  en  une  série  de  termes  d'ordre  décroissant. 

Coursai.  —  Sur  les  i3(|iiaUon.s  linéaires  et  la  mélhode  de  Laplace. 

(,f, ,-,-,). 
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Il  peul  arriver  qu'enlre  n  -h  i  intégrales  linéairement  distinctes  il  existe  une 
relation  linéaire  et  homogène  où  les  coefficients  ne  dépendent  que  d'une  seule 
des  variables  u,  v.  S'il  en  est  ainsi,  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (i) 
se  termine  dans  un  sens  après  n —  i  transformations  au  plus. 

Plus  généralement,  s'il  existe  entre  n  intégrales  linéairement  distinctes  de 
l'équation  (i)  et  la  fonction  e"*^'"'**  une  relation  linéaire  et  homogène  où  les 
coefficients  ne  dépendent  que  de  Vy  la  suite  de  Laplace  relative  à  cette  équation 
se  termine  d'un  côté  après  n  —  i  transformations  au  plus. 

Fontené,  —  Sur  l^addition  des  arguments  dans  les  fonctions  pé- 
riodiques du  second  ordre.  (172-175). 

Stôrmer,  —  Sur  les  solutions  entières  x^,  . . .,  Xn-^  X|,  ., .,  x„, 
k  de  l'équation 

I  I  I        ,  it 

x^  arc  tang \-  x^  arc  tang h . . .  -h  ar^,  arc  tang  —  z=  k  y 

xi  xj  Xrt  4 

(175-177). 

Pour  que  les  nombres  entiers   x„   Xj,    ...,    x„  satisfassent,   aux   multiples 
de  -  prés,  à  l'équation 

I                         •     I  I         ,  it 

X.  arclang h  x-,  arc  tans h. .  ..-h  J?«  arc  tang  —  =  k  -rt 

il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

I  -h  Xj  =  24i/>l*ilj5|P>'   .../>'?•', 
I  +  Xj  =  2*l/>lj*»l/)^P«l   .../>|P»', 


ôp  Ôj,  . . .,  6^  sont  égaux  à  o  ou  à  1;  Xi6,-+-. .  .-h  x^B^-h  k  doit  être  pair;  y^p 
Pit  •  •  •»  P,  sont  des  nombres  premiers  de  la  forme  4ût  -+-i;  a,,  a,?  •  •  •;  ^i^  •••>?» 
des  entiers  assujettis  aux  relations 

a7,v,4-a:2V3-j-..  .4- j:^v„=  o, 


x^-l-  %^  doit  être  divisible  par  p^  si  le  produit  correspondant  v^^v    est  négatif, 
et  non  divisible  par />^  si  ce  produit  est  positif  ou  nul. 

Boulanger,  —  Sur  certains  invariants  relatifs  au  groupe  de  liesse. 
(178-180). 


SUCONDE  l'AltlIE. 


Leitii'aisetir.  —  Sur  les  groupes  d'opérations.  (i8tv-i8s). 
Kriloff.  — Théorie  du  tangage  sur  une  mer  liouleuie.  (iSS-iSfi)»! 


La  lIiAoHr  du  roali*  eu  fonHdd  Eur  l'bypoUiisf  ijoe  les  dia 
salrs  du  DiTlre  &i>nt  piïtiti'^  par  rapport  i  i^cllc  de  la  viiçu«.  Cette  hypothéM 
rst  inadmlssiliJc  |ii>ur  \c  itingKgr,  ilunl  M.  Kriloir  donav  une  th^rie  qui  <n  aH  iv 


Lczùvnu,  —  Sur  rci]iiilibrc  d'une  enveloppe  ellipsotdiili-.  (ai! 
29o). 


L'équilibre  d'une 
donné»,  est  itgi  pai 
du  premier  ordre  iiu 
tyUthniqur). 
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t  membrane  afTectiinl  U 
ui>e  preMion  cunstic 


La  nitthode  suivie  consiste  i  employer  d'alinrd  les  roordonnées  elliptit|uN. 
A  transformer  les  équations  d'équilibre  en  le»  rapportant  aux  fiénératriccs  tmi- 
ginaires  de  l'ellipsoTilu.  A  cffectun  l'intégration  et  A  déterminer  let  Fonclinc 
arbitraires  dans  ces  cooditions,  puis  A  fgirc  disparaître  les  Imaginaires  par  le 
retour  aux  coordonnées  elliptiques. 

En  désignant  par  a,  b,  e  les  dcmi-aies  de  l'ellipsoïde,  par  P  la  saoïn' 
o'-+-6--(-  c=,  ji.nr  îQ  la  somme  i'6'  + 6'c'-t- c'a',  par  H  le  produit  a'ftV.plr 
u  et  f  les  coordonnées  elliptiques,  par  II  la  pression  sur  l'unilé  de  surface, 
par  n,  et  »,  tes  tensions  rapportées  à  l'unité  de  longueur  qui  s'cicrcent  nor- 
malement aux  éléments  linéaires  correspondant  à  du  et  d'i.  par  (  les  tension) 
langentiellcs  qu'éprouvent  ces  mêmes  éléments,  on  a  les  fonnules 


t/(n'-«)(»-f.')(u- 


'c  points  pour  lesquc 


I  sur  les  trois  s«ti«nî 
c  l'équation  des  /l'^nti 
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Stôrmer.  —  Sur  les  solutions  enticres  Xo  x^-,  .  • .,  x«,  x,,  X2, . . ., 
X;,,  A*  de  réqualion 

I  I  I  ,  T 

Xx  arc  tang h  rj  arc  tang h ...-+-  a?„  arc  lang  —  =  k  —  y 

X|  Xj  X/i  4 

(225-227). 

D^Ocagne.  —  Abaque  de  Tëquation  des  marées  diurnes  et  semi- 
diurnes.  (298-301). 

BluteL  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques.  (3oi- 
3o3). 

Soit  une  surface  Sg  admeltant  un  s^'siènic  de  lignes  de  courbure  sphériques  S. 

Lorsque  le  point  M  décrit  une  ligne  de  première  courbure  sphérique  S,  le 
rayon  de  seconde  courbure  varie  proportionnellement  à  la  distance  du  centre 
de  seconde  courbure  à  un  plan  P  variable  seulement  avf^c  S. 

Cette  remarque  entraîne  pour  la  surface  S^  une  autre  propriété  que  voici  : 
lorsque  le  point  M  décrit  une  ligne  de  première  courbure  sphérique  S,  le  centre 
de  seconde  courbure  se  déplace  sur  une  surface  du  second  degré  de  révolution 
circonscrite  à  une  sphère  qui  est  elle-même  inscrite  dans  la  dévcloppable  nor- 
male à  £«  suivant  S. 

La  première  des  deux  propriétés  énoncées  convient  à  toutes  les  surfaces  ^ 
ayant  même  représentation  sphérique  qu'une  surface  21^  à  lignes  de  courbure 
sphériques,  et  ces  surfaces  £  sont  les  seules  qui  possèdent  la  propriété  en 
question. 

Ceci  conduit  à  la  détermination  de  réseaux  sphériques  satisfaisant  à  la  fois 
à  deux  équations  de  la  forme 

a  ( a  ) c  4- a,  (  a )  c' 4- a, (  a  ) c' -}- aa  ( a  )  —  a^  (  a  )  A, 

où  a  et  p  sont  les  paramètres  qui  figurent  dans  Texprcssion  de  l'éléinent 
linéaire  ds*- —  X}  di} -\- C- d'^-  (les  courbes  jî  =  const.  étant  les  lignes  sphé- 
riques S),  et  où  c,  c',  c"  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S^. 

La  détermination  de  ces  réseaux  revient  à  celle  de  certaines  catégories  de 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système. 

Stouff.   —   Sur  une  généralisation  de  la  formule  de  Taire   du 
triangle  sphérique.  (3o3-3o4). 

Toulon,  — Résistance  des  poutres  droites  a  travées  solidaires  sur 
appuis  élastiques.  (3o^-3oG). 

Le  lioy,  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
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linéaires  et  du  second  ordre   à   caractéristiques   imaginaires. 
(367-369). 

Soit  l'équation 

dV       ,âV 

Aa-ha^ h6-7 hcU  =  o, 

ox  oy 

où  a,  h^  c  sont  trois  fonctions  continues  données. 

M.  Le  Roy  montre  comment  on  peut  former  une  intégrale  continue  à  Tinté- 
rieur  d'un  certain  contour  et  prenant  sur  ce  contour  une  suite  de  valeurs 
données.  La  méthode  employée  est  susceptible  de  s'appliquer  encore  si  le  pro- 
blème est  posé  dans  l'espace.  Si  la  fonction  c  est  toujours  négative  ou  nulle,  ce 
problème  ne  comporte  qu'une  solution. 

Bougaïef.  —  Sur  le  théorème  de  Tavlor  avec  l'approximation  du 
troisième  degré.  (369-3^o). 

Miller,  —  Sur  les  groupes  de  substitutions.  (Syo-S^a). 

L'auteur,  à  l'encontre  de  M.  Levavasseur,  confirme  ce  résultat,  dû  à 
MM.  Vounp:  et  Iloldcr,  (ju'il  existe  i.'i  groupes  d'ordre  16. 

Examinant  tous  les  groupes  possibles  d'ordre  1^1,  M.  Miller  a  trouvé  que  1.^ 
seulement  sont  distincts  et  qu'en  outre  chacun  d'eux  contient  un  sous-groupe 
commutalif  d'ordre  8. 

Plus  généralement,  tout  groupe  dont  Tordre  est  /?«  (p  étant  un  nombre 
premier  quelconque)  contient  un  sous-groupc  commutatif  d'ordre/?^. 

En  étudiant  tous  les  groupes  possibles  d'ordre  32,  .M.  Miller  a  trouvé,  con- 
trairement à  l'assertion  de  M.  Levavasseur,  que  5i  seulement  sont  distincts. 
7  sont  coinnnilatifs,  37  autres  contiennent  un  sous-groupc  commutatif  d'ordre  i»>, 
et  les  7  derniers  no  conliennent  aueun  sous-groupc  commutatif  d'ordre  supé- 
rieur a  H. 

M.  Miller  rommuni(|uc  un  tableau  donnant  le  nombre  des  groupes  réguliers 
pour  tous  les  ordres  jusqu'à  'M'y. 

Enfin  il  a  déterminé  tous  les  groupes  transitifs  que  Ton  peut  former  avec 
r.î  éléments  :  le  nonibrc  total  est  j«)'». 

Picard  (h'ni.).  —  Sur  les  ('(jualions  aux  deTivérs  parliolles  du 
second  ordrtî  à  caracl(''risliques  imaginaires.  (4i7-i2i>). 

Poincdrc.  —  Sur  la  divergiuictî  des  séries  de  la  Méeani(ju<.'  cé- 
leste. (4()7-1()()). 

M.  Ilill  .IN. ml  |inl)lié  dans  le  liullctiii  of  t Iw  American  funt/icnuitii al  So- 
cifty  une  Nnle  iiihliiiir  :  <  hi  thf  comcrL^tiicv  of  ffir  s<ri(  s  nwd  in  fhc 
sithjcct  <tf  jurtnrlxitinns,  et  i\'^\\\.  Ie>  i«>»ull.il^  Mrnldtiil  .111  jireiiiier  abnrd  «  on 
I  r.idifiniro  .i\ee  tciix  .|n\ivait  <>|»ieniis  >I.  Tnih«  are.  rcini-ti  ni<>ntie  qne  l.i 
<  oiili  adiri  itiri  ii"e>t  (|ira|»parenlc.  Le  |iiiii<  i(tai  tlu<»irin<-  <!<■  M.  Ilill  a\ail  im'rn»- 
(h-  diMiiniit  r,'  aiil(  rictii  (  iiK  ni  jmi    M.   I'<>iiie,ii«-. 
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Levavasseur,  —  Sur  les  groupes  d'opérations.  (SiG-Si^). 

Knuméralion  des  groupes  8/?,  p  étant  un  nombre  premier  impair. 
II  y  a  bien  i5  groupes  d'ordre  34»  comme  l'annonce  M.  Miller. 

Poincaré.  —  Sur  la  divergence  des  séries  irigonomélriques.  (558- 

Gyldén  (//.).  —  Remarques  ultérieures  à  ma  dernière  Commu- 
nication à  M.  Hermite.  (585-588). 

L'auteur  rectifie  une  erreur  de  calcul  qui  s'était  glissée  dans  sa  Note  précé- 
dente, et  ajoute  à  cette  Note  quelques  remarques  complémentaires. 

M 

Goursat,  —  Sur  les  lignes  asymplotiques.  (598-595). 

On  connaît  les  formules  de  M.  Lelieuvrc  qui  donnent  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques  :  a,  ^  désignant  les 
paramètres  qui  définissent  les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiqucs  et  6,, 
63,  63  étant  trois  intégrales  particulières  d'une  équation  linéaire  à  invariants 
égaux 

(0  :ê^o  =^(«>  P)0. 


(>at>? 


on  a 


"/(•.S-'.S)''-(«.|-'.SH 

"/(•.s-«.ê)--(>.|-«.S)-?-  ^ 

M.  Goursat  signale  un  nombre  illimité  de  cas  où  l'on  peut  fyire  disparaître 
les  signes  de  quadrature.  Cleci  a  lieu  lorsque  la  suite  de  Laplare  relative  à 
l'équation  (1)  se  termine  après  un  certain  nombre  d'opérations,  en  sorte  que 
l'iniègrale  générale  de  celle  é(iuation  contienne  explicitement  une  fonction 
arbitraire  de  a,  une  fonction  arbitraire  de  ^  et  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
déterminé.  Les  trois  intégrales  0,,  6j,  O3  contiennent  chacune  deux  fonctions 
arbitraires,  et  l'on  peut  mettre  ces  fonctions  arbitraires  sous  une  forme  telle 
que  toutes  les  quadratures  i\u'\  donnent  x,  y,  z  puissent  être  effectuées.  On 
aura  donc  ainsi  sous  forme  explicite  les  coordonnées  d'une  infmité  de  surfaces, 
rapportées  à  leurs  lignes  asymptotiqucs. 

Painlevé.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  définies  par  Tinversion 
de  différentielles  totales.  (660-662). 

L'auteur  étudie  les  fonctions  uniformes  x^  y  de  deux  variables  //.  v  délinies 
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par  Tin  version  de  deux  diiïércnlielles  totales 

(  \\{^.  y)  dx  -h  q,{x, y)dy  =  dvy 

où  P,  Pp  Q,  Q,  sont  algébriques  en  x,  y.  On  peut  toujours  introduire  aoe  va- 
riable z  liée  ^  Xy  y  par  la  relation  algébrique 

(2)  S(J7,  y,  5)-0, 

telle  que  P,  P,,  Q,  Q,  s'expriment  rationnellement  en  x,  y^  z  et  qu'inverse- 
ment à  un  système  de  valeurs  a?,  y^  P,  P,,  Q,  Q,  ne  corresponde  qu'une  valeur 
de  z.  Dans  ces  conditions,  z  est  une  fonction  uniforme  de  m«  v  en  même  temps 
«jue  de  j:,  y. 

Soient  maintenant  x^^  y^,  z^  les  valeurs  de  Xy  y^  z  pour  w  =  o»  v  =  o;  l'in- 
tégrale générale  de  (i),  supposée  uniforme, 

IX  =  o{u,  V,  Xo,y^y  -o)' 
y  ■---  4/(M,  i',  ar„,  jKo.  -o). 

définit  une  transformation  biuniforme  à  deux  paramètres  (/,  v  de  la  surface  S 
en  elle-même.  Doux  cas  généraux  sont  à  distinguer,  suivant  que  cette  trans- 
formation est  ou  non  hirationnellc.  Dans  les  deux  cas,  le  nombre  des  périodes 
du  couple  d'intégrales  abélienncs  m  =  /P  </j7  -+•  Q  dy,  v  =  /P,  c?J7  h-  Q,  dy  ne 
peut  dépasser  l\. 

Premier  cas,  —  La  transformation    (3)  est  birationnelle;  Xj  y^  z  sont  des 
fonctions  abélienncs  de  m,  v  ou  des  dégénérescences. 

Second  ctis.  —  La  transformation  (3)  est  sim{>Ienient  biuniforme;  x.  y,  z 
sV\prinionl  utgcbriiiueineiil  en  fonction  d'une  des  combinaisons  suivantes  : 


//,     e 


•■  -f-  R  '  // 


''•      P 


i' 


'!*_  loi;  H((/)-T-  -''*-  lou  K,(f/)-r-  IL(m) 


[les  \\  déïignant  lii-s  tVa«'li«>iis  rationnelles  et  w,  »o'  les  périodes  de  p(m)J; 
.^'  et   i'  (  ^^^  «l»'iliii>eiU  tic  r.  .»"  en  rlian;:raiil  u  en  «"•)". 


"  (  t'  -  ■  H  )      ""j   II    ^  h     -    n 


.')'  v{it^,     <■ e'  ^ 

'{in 


u 


][U\     }\[^'  —J{ii'^' 


Lon  t  ,i>  <  1)1111)1  r<^  >'i)t  lo>»  <(Uil^   Mil  IiDNer-ion  tle>  iiitr«TecitiolleH  t<>Utle<     i  * 

M.  l\nnlv\  «•  tail   lom.tr.iucr  «jir«in  i)'a\ail   pa>  >i^n.tli' j»i>.|u  a  pie-^ent  de  dilTé- 
1  v'iiliell«'>»  t"tvili>» 
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à  quatre  périodes  dont  l'inversion  donnât  des  fonctions  aniformes  non  méro- 
morphes. 

Mannheim.  —  Propriété  nouvelle  de  la  surface  de  Tonde.  (708- 
711). 

La  droite  qui  joint  un  point  m  de  la  surface  de  Tonde  au  pied  u  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  o  de  cette  surface  sur  son  plan  tangent  en  m 
rencontre  l'un  des  plans  principaux  de  la  surface  de  l'onde  en  un  point  r;  si  e 
est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  la  droite  or^  on  a,  quel  que 
soit  m, 

oe  x  or  =^  const. 

Cette  constante  est  le  carré  du  rayon  du  cercle  de  la  surface  de  Tonde  situé 
dans  le  plan  principal  considéré. 

M.  Maunheim  indique  quelques  conséquences  de  ce  théorème  général,  celle-ci 
entre  autres  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'une  surface  de  Tonde 
sur  les  plans  tangents  à  celte  surface  en  un  de  ses  points  coniques  appartiennent 
à  une  circonférence  de  cercle. 

Enfin  le  théorème  nouveau  trouve  son  application  dans  la  solution  de  ce 
problème  :  déterminer  les  axes  d'une  surface  d'onde,  connaissant  les  plans 
principaux  de  cette  surface,  un  de  ses  points  et  son  plan  tangent  en  ce  point. 

Levavasseur,  —  Sur  les  groupes  d'opérations.  (711-713). 

Painlevé.    —    Sur  l'inversion    des   systèmes    de    dilTérentielles 
totales.  (769-772). 

L'auteur  indique  d'importantes  propositions  générales  relatives  à  Tinversion 
d'un  système  de  difTérenliclles  totales 

/  J,(x,,  ...,  xJ=/P,  ,rfx, -f-...-h  P«^,rfx^=  M„ 

(I)  

(  J„(a-„  ...,ar.)=/P,.c?x,-f-...-+-l\,.rfj:^=a„, 

où  les  P,y  sont  des  fonctions  algébriques  de  jt,,  ...,  a?^  dont  le  déterminant 
nest  pas  identiquement  nul. 

Après  avoir  énoncé  quelques  théorèmes  plus  ou  moins  explicitement  connus, 
mais  qu'il  démontre  d'une  manière  entièrement  nouvelle  et  directe,  il  arrive  à 
l'objet  principal  de  sa  ('communication  : 

Les  intégrales  J,,  .••«  J,,  étant  quelconques*  quelles  sont  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  que  les  fonctions  X|,  ••.^^^  de  i/p  ...,  li^,  définies 
par  (1),  admettent  un  théorème  d'addition? 

Ces  conditions  s'énoncent  ainsi  : 

«  Il  faut  et  il  suflil  :  1*  que  les  intégrales  J  n'aient  que  ik  périodes  non 
polaires  distinctes  (A  '  «)  et  /  périodes  polaires  diatincles  {l'._n  —  k)'y  a*  <|ue 
(moyennant  un  changement  linéaire  convenable  effectué  sur  m,,  ...,  u^)  les  k 
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premières  intégrales  J  soient  de  première  espèce  et  que  les  (n  — A)  dernières 
n'aient  chacune  qu'une  période  polaire  distincte  au  plus.  » 

Étant  donné  un  système  (i),  on  peut  toigours  reconoatlre,  à  l'aide  d'an 
nombre  fini  d'opérations  algébriques,  si  l'intégrale  âr, (u,,  ...,  u^),  .... 
J7„({/,,  ...,  u^)  n'a  qu'un  nombre  donné  q  de  branches  et  dépend  algébrique- 
ment des  constantes. 

Les  fonctions  Xi^  ...•,  x^  de  r/,,  ...,  u^^  peuvent  d'ailleurs  n'admettre  qu'un 
nombre  fini  de  détermination  et  renfermer  les  constantes  x*,  ...,  xl,  sous 
forme  transcendante. 

M.  Painicvc  fait  connaître  des  conditions  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 
On  peut  d'ailleurs  reconnaître  algébriquement  si  un  système  (i)  donné  rentre 
dans  la  catégorie  considérée,  le  nombre  q  des  branches  des  fonctions  â?,,  . . .,  x. 
étant  donné. 

Il  est  plus  que  probable  que  les  systèmes  énumérés  par  l'auteur  épuisent  les 
systèmes  (i)  dont  l'intégrale  x,,  x^f  ..  .^  x^  n'a  qu'un  nombre  limité  de  branches. 

Délassas.  —  Extension  du  théorème  de  Cauchy  aux  systèmes  les 
plus  généraux  d'équations  aux  dérivées  partielles.  (772-775). 

Borel.  —  Applications  de  la  théorie  des  séries  divergentes  som- 
mables.  (807-809). 

L'auteur  a  indiqué  précédemment  comment  on  peut,  dans  des  cas  très 
étendus,  faire  correspondre  à  une  série  divergente  numérique  un  nombre  qu'il  a 
appelé  somme  de  la  série  et  qui  peut  être  calculé  avec  telle  approximation 
que  l'on  veut  lorsque  la  série  est  donnée.  Une  fonction  entière,  en  partie  ar- 
bitraire, que  M.  Borel  a  appelée  9(«),  joue  un  nMe  important  dans  ces  re- 
«hcrches,  mais,  sauf  des  cas  exceptionnels,  la  valeur  de  la  somme  ne  dépend 
pus  (lu  choix  de  'o{a). 

Le  but  de  M.  Borel  est  aetuellcmenl  d'indiquer  quelques  applications  nou- 
velles des  résullals  accjuis  dans  eotle  théorie.  Ces  applications  lui  ont  été  sug- 
gérées par  la  lecture  du  Mémoire  de  Slieltjes  sur  les  fractions  continues. 

Stielljes  réduit  en  fraction  continue  convergente  la  série  de  M.  Poincarc  : 


iV  tv-  <\'' 


9  (  i\\  a  )  —  I  -H  -  -  —  -i-  ■ ; ^- 


I  -r  jx  I  -t-  J  a  I  -T-  .>|X 


ou  plutôt  son  dévelojipciiient  «livergenl  sui>ant  les  puissances  de  ti 

'f  (  (\',  jjL  )  —  A„  —  A,  ;x  - 1-  A,  jx- 

M.    Borel    montre    «jne  celle   série   diNcrgenle    e>t    s(>mniai)le.   «ii   l'on    prend 

.f(aj    -c^"-    r    ^"  (l.iMs  tiii   dniiiaine   auquel    apj»arli«"nnent    liuilcs    h*^   \alrni"» 
rcclli-s  et  po>ili\  es  <lf  ;j.. 

l  n  i("^ullat  aii.il<tmif  (nul  rire  énoncé  p<»ur  la  strie  de  Si  irlini;.  (".c>  rveriipIcH, 
«l  (l.iutrcs  seiMl»lai)i(S,  montrent  (|nc  lc>  >«'rie«>.  di\  rri;ent(>  ««MmniaMrs  pomml 
rire  ,iu>>i  ulile>  dans  les  caNiih  numériques  (jue  d.iiis  |r«.  reclu  i  •  lie»,  llno- 
rique-. 
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Fêraud.  —  Sur  la  valeur  approchée  des  coefficients  des  termes 
dWdre  élevé  dans  le  développement  de  la  partie  principale  de 
la  fonction  perturbatrice.  (871-874)* 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  biuniformes  des  surfaces 
algébriques.  (874-875). 

Gootrairement  aux  courbes  algébriques,  les  surfaces  algébriques  peuvent 
admettre  des  transformations  biuniformes  en  elles-mêmes,  qui  ne  soient  pas  bira- 
tîonoelles. 

M.  Painlevé  montre  que  toute  transformation  simplement  biuniforme  trans- 
forme une  intégrale  double  algébrique  de  première  espèce  en  une  intégrale 
double  de  même  espèce.  La  surface  S  et  sa  transformée  s  sont  donc  nécessaire- 
ment de  même  genre  p.  Au  contraire,  une  transformation  biralionnelle  ne 
conserve  pas  nécessairement  les  dilTérenlielles  totales  de  première  espèce. 

D'après  cela,  si  la  correspondance  S  et  «  est  biuniforme  sans  être  biralion- 
nelle, la  surface  S  rentre  (pour/?  >i)  dans  la  classe  des  surfaces  coupées  par 
leurs  adjointes  de  degré  (m  —  4)  suivant  des  courbes  de  genre  i  {m  étant  le 
degré  de  la  surface). 

Déplus,  pour/7>i,  la  correspondance  biuniforme  transforme  un  faisceau 
de  courbes  algébriques  S  en  un  faisceau  algébrique  de  s. 

Il  y  a  donc  à  distinguer  deux  classes  de  transformations  biuniformes  :  les 
transformations  semi-transcendantes j  qui  laissent  algébrique  une  courbe 
algébrique  dépendant  d'un  paramètre,  et  les  transformations  biuniformes 
quelconques, 

I*  Transformations  semi-transcendantes.  —  Pour  qu'une  surface  s  admette 
un  faisceau  continu  de  iransfurinations  biuiiifornies  en  elle-même,  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  corresponde  birationnellemcnt  soit  à  un  cylindre,  soit  à  une  sur- 
face coupée  par  tout  plan  x—  const.  suivant  des  courbes  du  genre  i.  M.  Pain- 
levé  fait  connaître  les  formes  canoniques  auxquelles  sont  réductibles  algébrique- 
ment toutes  ces  transformations. 

1*  Transformations  biuniformes  quelconques.  —  De  ces  transformations  qui 
ne  peuvent  se  présenter  que  pour  je  >  i,  Tauteur  indique  deux  types  généraux. 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Painlevé  ont  d'importantes  conséquences  pour 
la  théorie  des  équations  différentielles.  Soit,  par  exemple, 

une  équation  algébrique  en  ^',  y' y  y  et  de  genre  /?  >  i. 

Si  l'intégrale  générale  d'une  telle  équation  a  ses  points  critiques  et  essenlicls 
fixes,  elle  se  ramène  algébriquement  à  la  fonction  sn[J(x)-hCJ,  l{x)  dési- 
gnant l'intégrale  d'une  fonction  (p(j:,  C)  qui  dépend  algébriquement  des 
coefficients  de  S  et  de  la  constante  C.  Quand  x  ne  figure  pas  explicitement 
dans  l'équation  S,  le  théorème  est  encore  vrai  pour  />  =  1. 

Jonkovsky.  —  A  propos  d'une  Communication  de  M.  II.  Lion- 
ville  sur  la  rotation  des  solides.  (giS-giG). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXL  (Décembre  iS«)7.)  R.  19 
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Dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  (t.  C\X,  p.  9<)3);  189S,  M.  R. 
Liouville  examine  le  cas  de  la  rotation  d*un  solide  autour  d'un  |>oiiit  fixe  dans  le 
cas  où 

?  =  o,        A(B-C)a'=C(A-B)T»,        A  >  B  >  C, 

qui  admet  l'intégrale  algébrique  particulière 

Aa/?  -4-  Cyr  =  o. 

M.  Joukovsky  fait  remarquer  que  ce  cas  a  déjà  été  l'objet  de  recherches  de 
la  part  de  MM.  Hess,  Nekrassov,  MIodzieiowski  et  de  lui-même. 

Hamy,  —  Sut*  le  développement  approché  de  la  fonction  pertur- 
batrice dans  le  cas  des  inégalités  d'un  ordre  élevé.  (980-983). 

Iladamard.  —  Une  propriété  des  mouvements  sur  une  surface. 

(98.-<,83). 

Sur  une  surface  fermée  quelconque,  parcourue  par  un  mobile  sous  Tactioa 
do  forces  quelconques,  il  existe  toujours  une  région  R  assignable  a  priori,  oq 
toute  trajectoire  du  mobile  doit  nécessairement  passer.  (Ainsi  toutes  les  tra- 
jectoires possibles  d'un  point  pesant  sur  une  sphère  pénètrent  dans  l'hémisphère 
inférieur.) 

l'n  point  où  la  fonction  des  forces  est  minimum  n'appartient  pas  à  la  région  R. 
Ceci  démontre  qu'un  tel  point  est  une  position  d'équilibre  instable. 

Dans  le  cas  d'un  point  matériel  libre  dans  l'espace,  un  maximum  de  il  ne 
peut  avoir  lieu  dans  une  région  où  les  surfaces  de  niveau  tournent  leur  con- 
vexité dans  ie  scn-*  de  la  ft»rce.  On  en  (lè«luit  diverses  conséquences,  par 
exemple  : 

Tue  ix»<ition  «l*ii]uilibn^  ou  la  fitnction  des  forces  admet  un  minimum  e«t 
instable. 

Si  Ici  surfacci  île  niveau  sont  partitut  à  ciuirbiire  positive  et  tournent  leur 
ci»ii\ exile  tlaii-»  le  sen-i  «le  la  fi»rce.  le*  trajerloin*^  <*eloi;:nent  indèiiniiiient. 

Autonnr,  —  Sur  U»s  siihsliliilitMis  rémilirres  non  linéaiivs.i  it>î,U 

han*  >on  Mtiuoir»'  :  Sur  la  théorie  des  V'/ luttions  dijferentietles  du  premier 
ordre  et  du  premier  deffre  ^Journ€il  de  i'h'coJe  Polytechnique.  L\l'  ei  lAII* 
cahier^»,  M.  Vulomit»  a  introduit  le^  sub'^titutions  refulirresAàn<>  Pespace.  qui 
•>ni  la  double  propriété  d'être  birati«Hinellr>  et  admettre  un  invariant  diffe- 
rentiol  h  d'>nl  rc\an«nii<5emi'iil  identique  cara^^leri'.e  U"  •-oiirbe*  inl»-.:ranli'^. 
\\.«Ml.  •Lit»'»  «•«'  ^ll  m  '«n\  ri^nniruit  1»'^  rcciihi  rx-^  liiu  atr*^.  l'auteur  p.i-i'i*  iiuin- 
trn^ttil  .iU\  H'îï  lui»  .iiro*.  l.inUu'l  -lu  |-r.«Mrmo  lient  a  fo  «^ue  le*  rt^uliff" 
i\r  '«••iH  .inîu'"  jv:'.'  !.  "  lijn^î'Tni.tîi.'H'.  i-ii  ii'-;i:i  !!  *  |  i.iii'.>  .le  .'••iit,t.-i  .li<iil  If» 
!    i«"  o-^l  >i   in»:Mi:«'.î  vl.ni"    !•  il»    *Mit^    •!•  *   •   jujtt  •ii*     i.îV  r*  ntK  lî»'"     hi    |  ri  iim-i 

■    !  vil'.   . 

I  r'«.  \:   'i   :    '.•  -    î      ^l      \>il    Tîf.o  -     r>^'.:î-;    •;:      ".uf"  !■  •>  .  ■•u.l.li'ii-      -'nplrnieii- 
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tairesqu*enlratne  l'existence  de  D)  la  généralisation  de  t'élude  que  M.  Nœlher  a 
consacrée  à  la  biralionnalilé  de  l'espace  {Math.  Ann.,  t.  III). 

BoreL  —  Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  de  M.  Picard 
sur  les  fonctions  entières.  (io45-io47)- 

M.  Borel  est  parvenu  à  trouver  une  démonstration  directe  du  célèbre  lliéo- 
rème  de  M.  Picard  d'après  lequel  une  fonction  entière  ne  devenant  pas  égale 
ni  à  a,  ni  à  6  se  réduit  nécessairement  à  une  constante. 

La  question  se  ramène  à  prouver  l'impossibilité  d*une  relation  de  la  forme 

erf(s)-f-eGt«2^  =  i, 

G,  G,  étant  des  fonctions  entière**. 

Soit  M,(r)  le  maximum  de  |G(^)|  pour  l^ll/*. 

R  désignant  une  quantité  supérieure  à  r,  p'  une  quantité  moindre  que  ar  —  R, 
et  K  une  constante  comprise  entre  des  limites  finies,  M.  Borel  parvient,  par 
une  remarquable  analyse,  à  l'inégalité 

M,(R)>Klii:=:,?l'[M,(  ?')!'. 

Il  suffit  de  faire  successivement 

p'=X,                           R  =  X4-/», 
g'=Xh-A,  R  =  X-+-Ah . 

2 
>         ^  a.  ^  r^  ^  I  h.  h 

P'=Xh-A-+--»  R  =  Xh-/h Ht-» 

2  2  4 


pour  constater  que,  si  M,(X)  est  assez  grand  et  h  convenablement  choisi, 
M,(X  +  2A)  dépasse  toute  quantité  assignable;  le  rayon  de  convergence  de 
G,(^)  serait  donc  au  plus  égal  à  X  +  2/1. 

Picard  {Em,).  —  Remarques  sur  la  Communication  de  M.  Borel. 
(1048). 

Liomnlle  (/?.).   —  Sur  la  rotation  des  solides  et  le  principe  de 
Maxwell.  (io5o-io5i). 

Il  est  remarquable  que,  malgré  Texistence  d'une  équation  invariante  algé- 
brique quand  les  deux  conditions 

?  =  o,        A  (  B  -  C  )  a^  =  C  (  A  -  B  )  v2 

sont  satisfaites,  il  n'existe  aucune  intégrale  uniforme  différente  des  trois  inté- 
grales communes  à  tous  les  cas. 

Cette  question  de  Mécanique  met  en  défaut  le  principe  de  Maxwell.  Car  si 
Ton  choisit  les  données  initiales  du  mouvement,  de  façon  que  l'équation  inva- 
riante 

Ai/>  -4-  C^/'  =  o 
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soit  vérifiée,  l'expression  KoLp  H-Cyr  devrait,  si  le  principe  de  Maxwell  éuil 
exact,  pouvoir  approcher  d'une  valeur  donnée  arbitrairement,  ce  qui  est  mani- 
festement impossible. 

Kœnigs.  —  Sur  les  solutions  périodiqties  du  problème  da  mou- 
vement d'un  corps  pesant  quelconque  suspendu  par  un  de  ses 
points.  (104B-1049). 

En  appliquant  les  méthodes  de  M.  Poincaré  au  problème  da  mouvement 
d'un  corps  pesant  quelconque  suspendu  par  un  de  ses  points,  M.  Kœnigs  dé- 
montre rigoureusement  l'existence  d'une  infinité  de  solutions  périodiques  de  ce 
problémCi  lorsque  le  point  de  suspension  est  suffisamment  voisin  du  centre  de 
gravité. 

Andrade.  —  Sur  les  droites  de  contact  des  courbes  gauches  et 
sur  une  famille  de  courbes  gauches,  (i  i  lo-i  1 13). 

Étant  donnée  une  courbe  gauche,  comment  se  groupent  les  droites  qui,  liées 
invariablement  au  triédre  fondamental,  sont  capables  d'engendrer  une  surface 
développable? 

Un  premier  groupe  de  ces  droites  de  contact  est  évidemment  commun  à 
toutes  les  courbes  gauches  ayant  môme  tangente  :  c'est  le  groupe  des  paral- 
lèles à  cette  tangente  situées  dans  le  plan  rectifiant.  M.  Andrade  montre  que  ce 
groupe  de  droites  de  contact  est  le  seul  qui  puisse  appartenir  à  toutes  les 
courbes  gauches,  et  il  indique  les  familles  de  courbes  qui  peuvent  admetti^e 
d'autres  groupes  spéciaux  de  droites  de  contact. 

Schoute.  —  L'aire  des  paraboles  d'ordre  supérieur,  (i  1  i3-i  1 15). 

Korkinr.  —  Sur  les  équations  dilTérentielles  ordinaires  du  pre- 
mier ordre.  (1  i83-i  i85). 

L'auteur  considère  une  équation  différentielle 
(i)  M{y)dX'hN{y)dy  =  o, 

où  M  (y)  et  N(^)  sont  deux  fonctions  entières  de  y  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  quelconques  de  x.  On  suppose  que  M(^)  et  ^{y)  n'aient  pas 
de  facteurs  communs  qui  soient  des  fonctions  entières  de  y^  que  le  degré  de 
M(y)  ne  surpasse  pas  celui  de  N(y),  et  que  l'équation  N(^)  =  o  n'ait  pas  de 
racines  multiples  en  y. 

M.  Korkine  enseigne  à  former  tomes  les  équations  (1)  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  de  la  forme 

{y  -  i»,  )"•,  {y  -  V,  )"•,  . . .  (y  -  t-J-"-  :=  C. 

où  //i,,  f/ij,  .,.,  m„  sont  ries  constantes  données,  n  un  entier  donné,  C  une 
con^tantc  arbitraire,  i',,  v»,.  . ..,  i'„  des  fonctions  de  x  à  déterminer. 
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Mayor.  —  Sur  les  forces  de  l'espace  et  les  conditions  d'équilibre 
d'une  classe  de  systèmes  déformables.  (i  i85-i  188). 

Exposition  de  remarques  qui  conduisent  à  une  notion  comprenant  comme 
cas  particulier  celle  de  polygone  funiculaire  d'un  système  de  forces  situées 
dans  un  plan. 

Lecornu.  —  Sup  un  mode  nouveau  de  régulation  des  moteurs. 
(1188-1191). 

Les  régulateurs  à  force  centrifuge  sont  paresseux  au  démarrage  et  enclins  à 
des  oscillations  nuisibles^  défaut  qui  s'opposent  à  la  réalisation  pratique  de 
l'isochronisme. 

Faisant  appel  à  un  principe  tout  différent,  M.  Lecornu  reprend  une  idée  qui 
consiste  à  synchroniser  les  mouvements  de  la  machine  avec  ceux  d'un  méca- 
nisme indépendant  tournant  à  une  vitesse  constante  u>|.  Un  procédé  essayé 
sans  succès  consiste  à  commander  la  valve  de  réglage  par  une  vis  sans  (în 
tournant  avec  une  vitesse  proportionnelle  à  u>  —  ta,,  u>  étant  proportionnel  à  la 
vitesse  du  volant.  La  théorie  montre  qu'alors  la  tendance  au  mouvement  oscil- 
latoire n'est  nullement  atténuée. 

Mais,  modifiant  le  dispositif,  qu'on  imagine  deux  axes  situés  dans  un  même 
plan  vertical  et  faisant  entre  eux  an  petit  angle  1.  Ces  axes  tournent  en  sens 
contraire  avec  les  vitesses  ta  et  u,.  Le  premier,  horizontal,  porte  une  vis  le 
long  de  laquelle  se  meut  un  écrou  pratiqué  au  centre  d'un  disque  mince  ver- 
tical D,  qui  touche  la  génératrice  supérieure,  horizontale,  d'un  tambour  en 
tronc  de  cône  calé  sur  le  second  axe.  Le  rayon  p  du  disque  est  égal  au  rayon 
moyen  du  tambour,  et,  à  l'état  normal  de  régime,  le  contact  a  lieu  sur  le 
parallèle  moyen.  Dès  lors,  le  disque,  entraîné  par  le  tambour,  tourne  avec  la 
vitesse  u,,  et  si  la  condition  u>  =  u,  est  remplie,  la  vis  et  l'écrou,  animés  de  la 
môme  vitesse  angulaire,  ne  prennent  aucun  déplacement  relatif.  Mais  si  w  vient 
à  varier  d'une  manière  continue,  le  disque  se  meut  horizontalement  et,  au  bout 
du  temps  /,  son  point  de  contact  avec  le  tambour  se  trouve  déplacé  d'une  lon- 
gueur X. 

D'autre  part,  on  peut  faire  en  sorte  que  le  déplacement  x  du  disque  pro- 
duise à  chaque  instant  une  réduction  du  moment  moteur  sensible  égale  à  Xj:, 
X  étant  une  constante.  Si  C  est  la  réduction  constante  du  moment  résistant 
qui  caractérise  la  perturbation,  l'analyse  montre  que  *>  tend  asymptotiquemcnt 
et  sans  trace  d'oscillations  vers  la  valeur  limite 

/        CsiniX 
valeur  qui  sera  pratiquement  atteinte  au  bout  d*un  temps  tcès  court. 

Léauté.  —  Remarques  au  sujet  de  la  Note  précédente^  (1  »9f). 

Tout  en  rendant  justice  à  Tingéniosité  de  Tappareil  imaginé  par  M.  Lecornu, 
M  Léauté  émet  quelques  doutes  sur  sa  valeur  pratique;  d'abord  la  liai>on  par 
eiitralucinent  est  loin  d'être  certaine;  ensuite  les  variation»  pévioëiqucs  de  la- 
vitcsse  pourront  dans  certains  cas  avoir  des  effets  sensib^s. 
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Iladamard.  —  Sur  les  fondions  entières.  (laSj-iaâS)- 

l'aisiint  nlliiï^mii  A  la  riicenti?  Communication  de  M.  norel,  l'aulcur  regarde 

r:..   .,.-  ,  I  r..!.:M.   i|ue  Is  diimonstrRtion  diicetc  du  Ihéar^ierfcM.  Piconl 

~iii         I     .     I  mil  1 1'«,  pHs  suu»  £■  forme  géntfralA,  une  tiiïs  troutic,  s'étend 

I  >r.    ilouée  d'un   puinl  essentiel.  Ed  fait,  la  drimunslrition 

illlioiiliuit   i>ni.,),It.  moyennant  uue  rrslnrtiun  tuuLe  scajhraLle  à  ctllv  qui  iulrr- 


Conisnt.  —  Sur  les  systèmes  en  involiilion  (l'éqtialions  du  secuml 
ordre.  (ia:»8-ia6o). 

Uiui  diualiiin*  du  svcond  ordri?  h  deux  variaLIvs  x  et  y  el  i  une  huIc 
riincUvn  inrunnuïsfurment  un  tytUmr  en  involulion  si  Ivs  ituittr  tquitiunj 
que  l'un  vlilicnt  en  prenant  les  dirivitt  par  rapport  A  x  et  par  rapport  i  y 
H  rédnÎHnl  i  uoi»  équations  distinctes. 

!il,  CuursHt  examine  d'abord  les  syatcmcs  en  involulinn  linéaires  par  rapport 
■ut  déi'ifitcsda  second  ordre. 

Si  V(,x,y,s,a.  Ë,  r)  —  fl  est  une  intégrale  d'un  pareil  systi^mc  dépendant  df 
triiis  pnrumMres  a,b,e,  l'intégrale  génériilc  est  reprcscotée  par  le  sysiéste 


F(j-..y.;./(i),?(«).tJ.(ï)l  = 


/(n).  çfi).  ^(ï)  .«(.int  trois  fonclinns  d'un  paramétre  a  qui  d,.iïcnl  f.ti 
il  niiu  rcliiliiin  dtlcru.intc  en  /,  f,  i>,  f.  ç',  ^'  et  liomoeêne  par  rapport 


Pt'IrovitrIi.  —  Sur  une  ûi|iiation  dlirtrenlielle  do  premier  ordre. 

(.■..(■..-, .s;)). 

l'irarl  (L.).  —  Sur  la  icilalion  d'un  coqis  variable.  (ia64-iî6;). 

Lis  l'ifii^iliiiiis  i|ui  ilù[inïs».'nt  l>i  rulatinn  des  a\es  principaux  d'un  corp»  vi- 


,4..,,;      ,„„-.piiH 


>l 


léformiilion  trC'*  pclilc  et  c 
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voisinage  de  cette  droite,  M.  L.  Picart  pose 

A  =  A,-hXA2,        B=B,-j-|iBj,        C  =  Ci-+-ïiC2, 


En  appliquant  la  méthode  de  M.  Poincaré  {Les  nouvelles  méthodes  de  la 
Mécanique  céleste^  t.  I,  p.  iJ6),  on  trouve  que,  pour  qu'il  existe,  lorsque  (lest 
très  petit,  une  solution  périodique  voisine  de  la  solution  p  =  g  =.  o,  r  =  n 
correspondant  à  |ji  =  o,  il  est  nécessaire  que  l'équation 


g|-g,^.'(C.-A.HC.-B.)-|^^ 


admette  des  racines  imaginaires.  On  aura  dans  ce  cas,  pour  la  durée  T  de  la 
période 


T=  3^1/  A,Bt 

n  V  (C.-A,)(C,-B, 


) 


Si  Ton  applique  ce  résultat  à  la  rotation  de  la  Terre,  on  voit  que  la  senle 
période  exacte  qui  puisse  exister  dans  la  variation  du  p6le  à  la  surface  du  globe 
est  la  période  dite  eulérienne. 

Bateau.  —  Sur  la  théorie  des  turbines,  pompes  et  ventilateurs. 
(1268-19.69). 

La  théorie  des  turbines,  pompes  et  ventilateurs  centrifuges  prend  habituel- 
lement comme  point  de  départ  le  théorème  des  forces  vives,  qui  permet  diffi- 
cilement de  tenir  compte  des  pertes  de  charge  par  frottements,  tourbillons  et 
chocs  du  fluide  à  l'intérieur  de  la  roue  mobile.  Il  vaut  mieux  s'appuyer  sur  le 
théorème  des  quantités  de  mouvement  qui  s'applique  aux  machines  avec  toutes 
leurs  imperfections,  et  qui  conduit  rapidement  à  une  formule  générale  dont 
les  formules  données  dans  les  Traités  ne  sont  que  des  cas  particuliers.  Ceite 
formule  générale  est  la  suivante  : 

M  -h/n  =  ^lir^a^—  r^a^). 

M  est  le  couple  moteur  donné  par  l'appareil  ;  m  le  moment  des  frottements 
de  l'arbre  dans  ^es  guides  et  des  joues  de  la  turbine  sur  le  fluide  qui  ne  circule 
pas  dans  ses  roues;  <  le  débit  pour  un  petit  élément  de  la  roue;  r,,  r,  les  rayons 
au  point  d'entrée  et  au  point  de  sortie  dans  la  turbine;  a^y  a,  les  projections 
sur  les  vitesses  d'entraînement  des  vitesses  absolues  du  fluide  à  l'entrée  et  à  la 
sortie. 

Boussinesq.  —  Théorie  de  récoulement  tourbillonnant  et  tumul- 
tueux des  liquides  dans  les  lits  rectilignes  à  grande  section 
(tuyaux  de  conduite  et  canaux  découverts)  quand  cet  écoule- 
ment s'est  régularisé  en  un  régime  uniforme,  c'esl-à-dire 
moyennement  pareil  à  travers  toutes  les  sections  normales  du 
lit.  (1 289-1 5>95). 
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Painlevé.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  premier  ordre. 
(i3i9-i3a2). 

A  propos  de  la  récente  Communication  de  M.  Korkine,  M.  Paiolevé  reYÎeot 
sur  une  question  qu'il  avait  traitée  antérieurement. 
Étant  donnée  une  équation  dififéreatielle 

(t\  ^  -  P(r>^) 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  y  qui  dépendent  de  x  d'une  manière  quel- 
conque, reconnaître  si  Tintégrale  de  cette  équation  peut  s*écrire 

(a)  h{x) [y  -  g,{y)]\ [y  -  g,{x)]\  ...[>'-  g^{x)fn=z  C, 

^^y  gty  •••)  ^1.  désignant  des  fonctions  inconnues  de  x,  Xp  ...,X^des  constantes 
inconnues,  C  la  constante  arbitraire,  n  un  entier  donné.  On  retombe  sur  le 
problème  de  M.  Korkine  quand  on  suppose  que  h{x)  est  égal  à  i  et  que  \, 
\j  ...y  7i^  sont  des  quantités  données  toutes  distinctes. 

M.  Painlevé  rappelle  la  solution  qu'il  a  donnée  du  problème  général  énoncé 
ci-dessus,  ainsi  que  du  problème  inverse  :  former  toutes  les  équations  diffé- 
rentielles (i)  dont  les  coeflicients  soient,  par  exemple,  rationnels  en  x  et  dont 
l'intégrale  se  laisse  mettre  sous  la  forme  (a). 

Lecornu.  —  Sur  la  régulation  des  moteurs.  (i3aa-i323). 

Dans  sa  précédente  Communication,  l'auteur  avait  considéré  uniquement 
l'efTct  d'une  variation  brusque  du  moment  moteur  représentée  par  une  con- 
stante C.  H  complète  maintenant  sa  théorie  en  indiquant  comment  se  comporte 
l'appareil  lorsque  la  diflférence  C,  entre  le  moment  moteur  et  le  moment  résistant, 
éprouve  des  variations  quelconques.  Si  ce  muincnt  effectif  passe  par  de  petites 
variations  périodi<|ues,  la  présence  du  régulateur  n'exagère,  en  aucun  ca>, 
riinportance  des  oscillations  ducs  à  ces  petites  oscillations.  Il  agit  même  pour 
les  réduire,  sauf  dans  un  cas  exceptionnel  où  son  effet  est  nul. 

BoNssinesq,  —  Formules  des  pressions  moyennes  locales  dans  un 
fluide  animé  de   mouvemenls   loiirhillonnants  et  tumultueux. 

(l'Mxj'i'i'jîJ), 

Mannheim.  —  Sur  les  surfaces  apsidales.  (i  396-1398). 

Celle  Note  a  pour  objet  de  rectifier  une  erreur  assez  répandue  sur  les  sur- 
faces apsidales.  On  sait  connnent  on  construit  ces  surfaces  :  par  un  point  tixeo 
on  iiiriie  un  plan  normal  à  une  surface  donnée  [m]  en  un  point  m  de  relie 
Mirfacc.  Dans  c«'  plan,  on  êlÔNC  du  point  o  une  perpendiculaire  à  om,  cl  l\n» 
porte  sur  celte  droite  le  sej;incul  otiiy  ~  om.  Le  point  m,  décrit  une  surface  ;  m,  j 
(]ui  «'Si  l'apsidale  d«;  \rn]. 

Or,  le  point  m  {xmvant  cire  déduit  de  m,  par  la  construction  invcr«»o,  plu- 
si<urs  auteurs  ont  (ru  pouvoir  dire  :  si  une  surface  A  c>l  l'apsidale  de  B.  rc- 
ri[iro»|ucMicnt  \\  est  l'apsidale  de    \.  Ils  oubliaient  «(u'il  >  a  de»  poinis  au\<iurU 
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correspondent  des  circonférences  de  cercle  et  que  réciproquement  les  points  de 
cette  courbe  ne  donnent  pas  seulement  l^unique  point  d'où  ils  provenaient. 

On  Toit  donc  que,  si  A  est  Tapsidale  de  B,  cette  dernière  surface  n'est  pas 
l'apsidale  complète  de  A  par  rapport  au  même  pôle. 

Korteweg.  —  Sur  le  Théorème  énoncé  par  M.  P.-H.  Schoutedans 
les  Comptes  rendus  du  i8  mai  1896.  (iSgg). 

M.    Korteweg   simplifie   et  rend   moins  abstraite   la  démonstration   de  ce 
théorème  qui  exprime  que  la  formule 

de  Taire  d'une  parabole  d'ordre  supérieur,  obtenue  pour  n  =  im^  est  encore 
valable  pour  /i  =  3  m  + 1. 

Maunoury,  —  Sur  la  Note  de  M.  P.-H.  Schoule  intitulée  :  Uaire 
des  paraboles  d^ ordre  supérieur.  (1399-1400). 

Andrade,  —  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  (i4oo-i4o3). 

Dans  les  applications  habituelles  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  on 
suppose  que  chaque  équation  renferme  un  seul  argument  mesuré  par  une  obser- 
vation directe.  Grâce  à  cette  hypothèse,  le  choix  même  des  valeurs  adoptées 
pour  les  paramètres,  qui  sont  les  inconnues  principales  du  problème,  définit 
l'erreur  commise  dans  chaque  observation.  Mais  cette  hypothèse  n^est  pas  con- 
forme à  la  réalité  des  choses.  Les  problèmes  naturels  conduisent  à  des  équa- 
tions dont  chacune  contient  au  moins  deux  arguments;  ces  arguments,  bien 
que  liés  par  la  loi  même  dont  la  vérification  est  soumise  au  calcul,  n'en  sont 
pas  moins  mesurables  par  des  instruments  indépendants. 

Cette  circonstance  donne  à  la  question  un  tout  autre  aspect. 

Supposons,  avec  M.  Andrade,  que  les  équations  qui  doivent  déterminer  les 
n  paramètres  a,  6,  c  soient  de  la  forme 

F(a,  6,  c;  r,)  =  N.        (j  =  i,  2,  . .., /?)        (p>/i). 

Chaque  équation  résulte  ainsi  de  deux  mesures  simultanées  t-  et  N,.  Soient  6^- 
l'erreur  de  l'observation  ^,.  et  v,.  celle  de  l'observation  N..  Supposant  connues 
d*avance  la  précision  p  des  mesures  t.  et  la  précision  g  des  mesures  N-,  on  est 
conduit,  en  adoptant  la  loi  de  Gauss,  à  déterminer  les  quantités  a,  6,  c,  6,,  v., 
assujetties  aux  relations 

F(a,  6,  c;  /.-hS,)  =  N,-|- v,, 
par  la  condition  que  la  somme 

soit  minima. 

M.  Andrade  déduit  de  là  les  formules  qui  donnent  les  inconnues  et  résolvent 
ce  problème. 
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Boussinesq,  —  Expression  du  frottement  extérieur  dans  récou- 
lemeot  tumultueux  d'un  fluide.  (i443~i4^0* 

De  Jonquières,  —  Quelques  propriétés  des  racines  primitives  des 
nombres  premiers.  (i45i-i455). 

I.  Le  produit  d'un  nombre  puir  de  racines  primitives  n'est  jamais  une  racine 
primitive  de  p\  il  appaitient  à  l'exposant  — —  ou  à  Tun  de  ses  diviseurs. 

II.  Le  produit  d'un  nombre  impair  de  racines  primitives  est  lui-même  une 
racine  primitive,  ou  bien  il  appartient  à  l'un  de  ceux  des  diviseurs  àe  p  —  i 

qui  ne  divisent  pas  ^- • 

Corollaire,  —  La  puissance  (2/1  4- 1)'*"**  d'une  racine  primitive  (ou  son  ré- 
sidu) n'est  jamais  une  racine  primitive  si  /?  —  i  est  divisible  par  2/1  -h  1;  mais 
elle  l'est  toujours  si  2/1  +  1  ne  divise  pas/?  — i.  Héciproquement,  si  a^*'  est 
racine  primitive,  a  l'est  aussi. 

Cornu  {A,),  —  Sur  la  caustique  d'un  arc  de  courhe  réfléchissant 
les  rayons  émis  par  un  point  lumineux.  (i455-i46i). 

Les  rayons  issus  d'un  point  lumineux  P  et  réfléchis  sur  un  arc  infiniment 
petit  MM'  ont  pour  caustique  G  une  conique  située  dans  un  plan  normal  au 
plan  de  l'élément  et  passant  par  le  point  lumineux;  c'est  la  section  plane  du 
cône  décrit  par  la  révolution  du  rayon  incident  autour  de  la  tangente;  le  plan 
de  la  section  passe  en  outre  par  un  point  de  la  normale  qui  est  la  projection 
du  pied  de  la  normale  au  cône  abaissée  du  contre  de  courbure. 

La  caustique  (roniquc)  ainsi  déterminée  convient  ii  un  arc  lini  quelconque 
de  la  courbe  focale  conjuguée  de  cette  conique.  Les  deux  coniques  conju^uée< 
délinics  ri-dessus  sont  géométri(}uenient  et  opti(|iienicnt  réciproques. 

La  surface  caustique  est  une  portion  de  cycli<li*  de  Dupin. 

JIddamard,  —  Sur   les  zéros  do  la   foiulion  't{s)  de  Kicnianii. 

(1470-1473). 

On  sait  que  la  frmclion  s(^)  "^  s'annule  pour  aucune  valeur  de  s  ayant  >a 
partie  réelle  supérieure  à  1.  Stielljcs  avait  inoiitré  (|ue  tous  les  zéros  imagi- 
naires de  ^{s)  sont,  conformément  aux  prévi>ions  de   Hiemann,  de  la   forme 

— \- ti.  Mais,  sa  démonstration  n'ayant  pas  élé  publiée.  M.  lladauiard  se  ci>n- 

tente  de  faire  voir  <iue   Iî(*)   ne  peul   avoir  de  zéro  donl  la  partie  réelle  &oii 
égale  à  i. 

I)c  Jonf/un'/'cs.  —  (Quelques  jjropriélrs  des  rii<incs  ^ocondaiifs 
(les  nombres  |)r('mi('rs.  (  1 .)  i  3- 1  m  7  ). 

Appelant  /aci/ws  secondairrs  tWu\  nomlire  premier  /<  lo^  iionibrr»  (]iii.  rel.i- 
liveiueut  ù  ce  rii"<lule.  ii[i|)iii  t ienn«'nt  ;'«  un  même  exjinNiinl  /.  ili>  i-mi  ,!«•  p — 1. 
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l'auteur  étend  à  ces  racines  les  théorèmes  qu'il  avait  établis  dans  sa  dernière 
Communication. 

I.  Le  produit  d'un  nombre  pair  de  racines  secondaires  d'exposant  impair  i 
appartient  soit  à  i,  soit  à  Tun  de  ses  diviseurs. 

II.  Le  produit  d'un  nombre  impair  de  racines  secondaires  d'exposant  impair  i 
appartient  soit  à  i,  soit  à  l'un  de  ses  diviseurs. 

III.  Le  produit  de  toutes  les  racines  secondaires,  quels  que  soient  les  expo- 
sants auxquels  elles  appartiennent,  est  = — i  (mod.p), 

IV.  La  somme  de  toutes  les  racines  secondaires,  sans  distinction  de  l'expo- 
sant auquel  elles  appartiennent,  est  =o  ou  à  ±:i  (mod./?),  suivant  que/?  —  i 
est  divisible  par  un  carré,  égal  au  produit  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre 
impair  de  facteurs  inégaux. 

V.  Le  produit  de  toutes  les  racines  secondaires  qui  appartiennent  à  un  seul 
et  même  exposant  i  est  congru  à  4-1  (mod./?). 

Boussinesq,  —  Formules  du  coefficient  des  frottements  inté- 
rieurs dans  Técoulement  tumultueux  graduellement  varié  des 
liquides.  (1 5 1 7-1 523). 
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